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Paris,  octobre  1802. 

Auguste  Comte  a  publié  le  Coins  dr  Philosophie  po- 
silive  en  six  volumes  de  1830  ù  18i2;  c'est  ce  qui 
constitue  la  première  édition. 

Le  premier  volume  a  été  réimprimé  en  18o2,  avec 
1  autorisation  de  l'auteur. 

Après  la  mort  d'Auguste  Comte,  AF.  Lillré  en  a 
domié  trois  éditions  successives;  la  (jualrième  ou  der- 
nière, qui,  (lu  reste,  présente  de  nombreuses  fautes  ty- 
pograpbiques,  est  elle-même  épuisée  depuis  assez  long- 
temps. 

Dans  cette  situaliou,  j'ai  pensé  qu'il  était  nécessaire 
de  réimprimer  un  tel  mominieiil  [)liilosophi(jue,  qu'il 
était  devenu  très  difficile  de  se  procurer. 

.]'ai  donc  décidé  la  pu])licatioii  du  (^nurs  df  Philn- 
snphir  ijnsilirr.  dont   les  SIX  Vdlunies  |iai;»iliniil   sucées- 
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sivcmeiiL  Lédilion  sera  slrictement  conforme  à  la  pre- 
mière, la  seule  qui  ait  paru  du  vivant  de  l'auteur. 

M.  Charles  Jeannolle  a  bien  voulu  se  charger  de 
la  correction  des  épreuves  du  premier  volume,  con- 
tenant la  Philosophie  mathématique. 

Pierre  Laffitte. 

Paris,  10,  rue  Monsieur-Je-Priiice. 
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POUR  LA  PREMIERE  EDmON 


(le  cours,  résultat  général  de  tous  mes  travaux,  depuis 
ma  sortie  de  l'Ecole  Polytechnique  en  181(3,  fut  ouvert 
pour  la  |)remière  fois  en  avril  182G  Après  un  petit 
nombre  de  séances,  une  maladie  grave  m'empêcha,  à 
cette  époque,  de  poursuivre  une  entreprise  encouragée, 
dès  sa  naissance,  j)ar  les  suffrages  de  plusieurs  savants 
du  premier  ordre,  parmi  lesquels  je  pouvais  citer  dès-lors 
MM.  Alexandre  de  llumholdt,  de  Biainville  et  Poinsot, 
membres  de  l'Académie  des  Sciences,  qui  vonlui'enl 
jiien  suivre  avec  un  intérêt  souteini  l'exposilion  de  ni«'s 
idées.  J'ai  refait  ce  C(jurs  en  entier  l'hiver  dernier,  à 
pailir  du  ï  janvic'r  I8'2Î),  devaul  un  andilniic  doni 
avainil  dainih''  faire  pailif  M.  I''nui'ier,  secr<'lairc  per- 
pi'lm'l  (le  lAradémii'  des  Sci<Mices,  MM.  de  Hlaiiix  ille. 
Poinsul ,  .Navici'  membres  de  l;i  même  AcadcMuie.  MM.  Ie> 
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professeurs  Broussais,  Esquirol,  Binet,  etc.,  auxquels  je 
dois  ici  lémoig"ner  publiquement  ma  reconnaissance 
pour  la  manière  dont  ils  ont  accueilli  celle  nouvelle  ten- 
tative philosophique. 

Après  m'etre  assuré  par  de  tels  suffrages  que  ce  cours 
pouvait  utilement  recevoir  une  plus  grande  publicité, 
j'ai  cru  devoir,  à  cette  intention,  l'exposer  cet  hiver  à 
l'Athénée  royal  de  Paris,  où  il  vient  d'être  ouvert  le  9  dé- 
cembre. Le  plan  est  demeuré  complètement  le  môme; 
seulement  les  convenances  de  cet  établissement  m'obli- 
gent à  restreindre  un  peu  les  développements  de  mon 
cours.  Ils  se  trouvent  tout  entiers  dans  la  publication  que 
je  fais  aujourd'hui  de  mes  leçons,  telles  qu'elles  ont  eu 
lieu  l'année  dernière. 

Pour  compléter  cette  notice  historique,  il  est  conve- 
nable de  faire  observer,  relativement  à  quelques-unes 
des  idées  fondamentales  exposées  dans  ce  cours,  que  je 
les  avais  présentées  antérieurement  dans  la  première 
partie  d'un  ouvrage  intitulé  Système  de  politique  posi- 
tive^ imprimée  à  cent  exemplaires  en  mai  1822,  et  réim- 
primée ensuite  en  avril  1824,  à  un  nombre  d'exemplaires 
plus  considérable.  Cette  première  partie  n'a  point  encore 
été  formellement  publiée,  mais  seulement  communiquée, 
par  la  voie  de  l'impression,  à  un  grand  nombre  de  savants 
et  de  philosophes  européens. 

J'ai  cru  nécessaire  de  constater  ici  la  publicité  effective 
de  ce  premier  travail,  parce  que  quelques  idées  offrant 
une  certaine  analogie  avec  une  partie  des  miennes  se 
Irouvenl    exposées,   sans   nurniie    mention  de  mes   re- 
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clicicliçs.  dans  divers  (jiivragos  publiés  posturieiirciiieiil, 
siirloul  once  qui  concerne  la  rénovation  des  théories  so- 
ciales. Quoique  des  esprits  différenis  aient  pu,  sans  au- 
cune communication,  comme  le  montre  souvent  l'histoire 
de  l'esprit  humain,  arriver  séparément  à  des  conceptions 
analogues  en  s'occupant  d'une  mémo  classe  de  travaux, 
je  devais  néanmoins  insister  sur  l'antériorité  réelle  d  un 
ouvra^ge  ])eu  connu  du  |)uhlic,  afin  qu'on  ne  suppose  pas 
(|U(î  j'ai  puisé  le  germe  de  certaines  idées  dans  des  écrits 
qui  sont,  au  cnnliaii'e,  plus  récents. 

Plusieurs  personnes  m'ayant  déjà  demande  quelijues 
éclaircissements  l'elalivement  au  titre  de  ce  couis,  je 
crnis  utile  d'indiijiin-  ici.  ;i  ce  sujet,  une  explicalion 
.sommaire. 

L'expression  pliilosojihic  posilirr  etanl  constamment 
emplovée,  dans  toute  l'étendue  de  ce  coui'^.  >uivanl  une 
acception  rigoureuseiuoiit  in\ariaijle,  il  ma  [)aiu  superllu 
de  la  définir  autrement  (jue  par  l'usage  uniforme  que  j'en 
ai  toujours  fait.  La  première  leçon,  en  particulier,  peut 
être  regardée  tout  entière  comme  le  developf)ement  de  la 
définition  exacte  de  ce  (jue  j'appelle  la //////osoy////r ///>>/- 
I ire.  Je  regrette  néaimioins  d'avoir  é((''  obligé  d  ado])ter, 
à  défaut  (h'  tout  autn\  un  ternie  comme  celui  de  /ihi/n- 
sftjiliir,  qui  a  é'Ie  si  abusivement  eniplo\  ('•  dans  nue  nnilti- 
tilde  d'accejdioii"^  diNcr'ses.  .Mais  I  adjeci  if //os////  r  p.n  le- 
(|ii('l  i"rii  modifie  Ir  ^eii^  lue  paraît  siilïiiT  poiii  faire  di^- 
|>araître,  in^'llie  an  preiniei  almid.  Inute  (''(|ui\  inpir  esSt'U- 
tielli',  chez  ceux,  du  moins.  <|iii  «'ii  connaissent  bien  la 
\alenr.  Je  mr  Ixtrinrai  dniic.  dans  ce!  a\('i-lissemenl ,  à 
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(loclaror  que  j'emploie  le  n\oi  philosophie  dans  l'accep- 
tion que  lui  donnaient  les  anciens,  et  particulièrement 
Aristote,  comme  désignant  le  système  général  des  con- 
ceptions humaines  ;  et,  en  ajoutant  le  moi  positive,  j'an- 
nonce que  je  considère  cette  manière  spéciale  de  philo- 
sopher qui  consiste  à  envisager  les  théories,  dans  quelque 
ordre  d'idées  que  ce  soit,  comme  ayant  pour  objet  la 
coordination  des  faits  observés,  ce  qui  constitue  le  troi- 
sième et  dernier  état  de  la  philosophie  générale,  primiti- 
vement théologique  et  ensuite  métaphysique,  ainsi  que 
je  l'explique  dès  la  première  leçon. 

Il  y  a,  sans  doute,  beaucoup  d'analogie  entre  ma  phi- 
losophie positive  et  ce  que  les  savants  anglais  entendent, 
depuis  Newton  surtout,  ^wc philosophie  naturelle.  Mais 
je  n'ai  pas  dû  choisir  cette  dernière  dénomination,  non 
plus  que  celle  de  philosophie  des  sciences  qui  serait  peut- 
être  encore  plus  précise,  parce  que  l'une  et  l'autre  ne 
s'entendent  pas  encore  de  tous  les  ordres  de  phénomènes, 
tandis  que  \di  philosophie  positive,  dans  laquelle  je  com- 
prends l'étude  des  phénomènes  sociaux  aussi  bien  que 
de  tous  les  autres,  désigne  une  manière  uniforme  de  rai- 
sonner applicable  à  tous  les  sujets  sur  lesquels  l'esprit 
humain  peut  s'exercer.  En  outre,  Texpression  philo- 
sophie naturelle  est  usitée,  en  Angleterre,  pour  désigner 
l'ensemble  des  diverses  sciences  d'observation,  consi- 
dérées jusque  dans  leurs  spécialités  les  plus  détaillées; 
au  lieu  que  }^diV  philosophie  positive,  comparée  à  sciences 
positives^  j'entends  seulement  l'élude  propre  des  généra- 
lilés  des  différentes  sciences,  conçues  comme  sonmises 


AVERTISSEMENT    DE    L  AUTEUR  XV 

à  une  méliiodc  uni(jii<%  cl  comme  formant  les  diffc- 
rentos  parties  d'un  plan  général  de  recherches.  Le 
terme  que  j'ai  été  conduit  à  construire  est  donc,  à  la 
fois,  plus  étendu  et  plus  restreint  que  les  dénominations, 
d'ailleurs  analogues,  quant  au  caractère  fondamental 
des  idées,  qu'on  pourrait,  de  prime  abord,  regarder 
comme  équivalentes. 


COURS 


DE 


PHILOSOPHIE  POSITIVE 


PREMIERE    LEÇON 

KxpoHitlou  du  but  de  ce  cours,  ou  conHidératlous   jsénéruleN   mut 
la  nature  et  l'iujportuncc  de  la  philosophie  poNltl«e. 

L'obJL'l  do  cette  piemière  leçon  est  d'exposer  nette- 
ment le  but  du  cours,  c'est-à-dire  de  déterminer  exacte- 
ment l'esprit  dans  lequel  seront  considérées  les  diverses 
branches  fondamentales  de  la  pbiloso|)iiit3  natun'Ue,  in- 
diquées par  le  pio^ramme  sommaire  que  je  vuus  ai  pré- 
sente. 

Sans  duule,  la  nature  de  ce  cours  ne  saurait  èlre  com- 
plètement appréciée,  de  manière  à  pouvoir  s'en  tonner 
une  opinion  définitive,  que  lorsque  les  diverses  parties 
en  auront  été  successivement  dévebqjpées.  l'el  est  l'in- 
convénieiil  ordinaire  des  définitions  relatives  à  des  s\s- 
tèmes  d'idées  très  élenihis,  quand  elles  en  [)récèdent 
l'exposition.  Mais  les  généralités  peuvent  être  conçues 
sous  deux  aspects,  ou  comme  apeicu  (ruiic  dncliine  à 
élablii',   ou   comme    résumé    d  niir  d(»cliiîn'  «lablir.    Si 
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c'est  seulement  sous  ce  dernier  point  de  vue  qu'elles 
acquièrent  toute  leur  valeur,  elles  n'en  ont  pas  moins 
déjà,  sous  le  premier,  une  extrême  importance,  en  ca- 
ractérisant dès  l'origine  le  sujet  à  considérer.  La  circons- 
cription générale  du  champ  de  nos  recherches,  tracée 
avec  toute  la  sévérité  possible,  est,  pour  notre  esprit, 
un  préliminaire  particulièrement  indispensable  dans 
une  étude  aussi  vaste  et  jusqu'ici  aussi  peu  déterminée 
que  celle  dont  nous  allons  nous  occuper.  C'est  afin 
d'obéir  à  cette  nécessité  logique  que  je  crois  devoir  vous 
indiquer,  dès  ce  moment,  la  série  des  considérations 
fondamentales  qui  ont  donné  naissance  à  ce  nouveau 
cours,  et  qui  seront  d'ailleurs  spécialement  développées, 
dans  la  suile,  avec  toute  l'extension  que  réclame  la 
haute  importance  de  chacune  d'elles. 

Pour  expliquer  convenablement  la  véritable  nature  et 
le  caractère  propre  de  la  philosophie  positive,  il  est  in- 
dispensable de  jeter  d'abord  un  coup-d'œil  général  sur 
la  marche  progressive  de  l'esprit  humain,  envisagée 
dans  son  ensemble  :  car  une  conception  quelconque 
ne  peut  être  bien  connue  que  par  son  histoire. 

En  étudiant  ainsi  le  développement  total  de  l'intelli- 
gence humaine  dans  ses  diverses  sphères  d'activité,  de- 
puis son  premier  essor  le  plus  simple  jusqu'à  nos  jours, 
je  crois  avoir  découvert  une  grande  loi  fondamentale,  à 
laquelle  il  est  assujetti  par  une  nécessité  invariable,  et 
qui  me  semble  pouvoir  être  solidement  établie,  soit  sur 
les  preuves  rationnelles  fournies  par  la  connaissance  de 
notre  organisation,  soit  sur  les  vérifications  historiques 
résultant  d'un  examen  attentif  du  jjiissé.  CUlo  h)i  C3:i- 


EXPOSITION  ,3 

siste  en  ce  que  chacune  de  nos  conceptions  principales, 
chaque  branche  de  nos  connaissances,  passe  successive- 
ment par  trois  états  théoriques  différents  :  l'état  théolo- 
gique, ou  fictif;  l'état  métaphysique,  ou  abstrait  ;  l'état 
scientifique,  ou  positif.  En  d'autres  termes,  l'esprit  hu- 
iiiain,  par  sa  nature,  emploie  successivement  dans  cha- 
cune de  ses  recherches  trois  méthodes  de  philosopher, 
(hjiit  le  caractère  est  essentiellement  différent  et  même 
radicalement  opposé  :  d'abord  la  méthode  théologique, 
ensuite  la  méthode  métaphysique,  et  enfin  la  méthode 
positive.  De  là,  trois  sortes  de  philosophies,  ou  de  sys- 
tèmes généraux  de  conceptions  sur  l'ensemble  des  phé- 
nomènes, qui  s'excluent  mutuellement  :  la  première  est 
le  point  de  départ  nécessaire  de  rintelligence  humaine  ; 
la  troisième,  son  état  fixe  et  définitif  :  la  seconde  est  uni- 
(juement  destinée  à  servir  de  transition. 

Dans  l'état  théologique,  l'espiit  huinain  dirigeant  es- 
sentiellement ses  recherches  vers  la  nalnie  intime  des 
êtres,  les  causes  premières  et  finales  de  tous  les  effets 
(jui  le  frappent,  en  un  mol,  vers  les  connaissances  abso- 
lues, se  représente  les  phénomènes  comme;  produits 
|)ai-  I  <uti(tn  dii'ecte  et  continue  d'agents  surnaturels  plus 
MU  moins  nombreux,  dont  rinlervention  arhitraii-e  ex- 
pliijue  toutes  les  anomalies  apparentes  de  l'univers. 

Dans  l'état  méta[)hysique.  qui  n'est  au  tond  tju'une 
simple  modification  générale  du  lucmiei",  les  agents  sui- 
njilurels  sont  remplaces  pai*  des  joicrs  abstraites,  xcrila- 
hles  ciilités  (^abstractions  personnifii'esi  inlu-rentes  aux 
diveis  êtres  du  monde,  et  conclues  romme  capabb'S  d'er;- 
gendri'r  par  elles-mêmes  t(Mis  les  |iJieiiomènes  obsi  i\és. 
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dont  l'explication  consiste  alors  à  assigner  pour  chacun 
l'entité  correspondante. 

Enfin,  dans  l'état  positif,  l'esprit  humain  reconnais- 
sant l'impossibilité  d'obtenir  des  notions  absolues,  re- 
nonce à  chercher  l'origine  et  la  destination  de  l'univers, 
et  à  connaître  les  causes  intimes  des  phénomènes,  pour 
s'attacher  uniquement  à  découvrir,  par  l'usage  bien 
combiné  du  raisonnement  et  de  l'observation,,  leurs  lois 
effectives,  c'est-à-dire  leurs  relations  invariables  de  suc- 
cession et  de  similitude.  L'explication  des  faits,  réduite 
alors  à  ses  termes  réels,  n'est  plus  désormais  que  la 
liaison  établie  entre  les  divers  phénomènes  particuliers 
et  quelques  faits  généraux,  dont  les  progrès  de  la  science 
tendent  de  plus  en  plus  à  diminuer  le  nombre. 

Le  système  théologique  est  parvenu  à  la  plus  haute 
perfection  dont  il  soit  susceptible,  quand  il  a  substitué 
l'action  providentielle  d'un  être  unique  au  jeu  varié  des 
nombreuses  divinités  indépendantes  qui  avaient  été 
imaginées  primitivement.  De  même,  le  dernier  terme  du 
système  métaphysique  consiste  à  concevoir,  au  lieu  des 
différentes  entités  particulières,  une  seule  grande  entité 
générale,  la  nature,  envisagée  comme  la  source  unique 
de  tous  les  phénomènes.  Pareillement,  la  perfection  du 
système  positif,  vers  laquelle  il  tend  sans  cesse,  quoi- 
qu'il soit  très  probable  qu'il  ne  doive  jamais  l'atteindre, 
serait  de  pouvoir  se  représenter  tous  les  divers  phéno- 
mènes observables  comme  des  cas  particuliers  d'un  seul 
fait  général,  tel  que  celui  de  la  gravitation,  par  exemple. 

Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  démontrer  spécialement 
celte  loi  fondamentale  du  développement  de  l'esprit  hu-  ' 
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main,  et  d'en  déduire  les  conséquences  les  plus  impor- 
tantes. Nous  en  traiterons  directement,  avec  toute  l'ex- 
tension convenable,  dans  la  partie  de  ce  cours  relative  à 
l'étude  des  phénomènes  sociaux  (1).  Je  ne  la  considère 
maintenant  que  pour  déterminer  avec  précision  le  véri- 
table caractère  de  la  philosophie  positive,  par  opposition 
aux  deux  autres  philosophies  qui  ont  successivement 
dominé,  jusqu'à  ces  derniers  siècles,  tout  notre  système 
intellectuel.  Quant  à  présent,  afin  de  ne  pas  laisser 
entièrement  sans  démonstration  une  lui  de  cette  impor- 
tance, dont  les  applications  se  présenteront  fréquemment 
dans  toute  l'étendue  de  ce  cours,  je  dois  me  borner  à 
une  indication  rapide  des  motifs  généraux  les  plus  sen- 
sibles qui  peuvent  en  constater  l'exactitude. 

En  premier  lieu,  il  suffit,  ce  me  semble,  d'énoncer 
une  telle  loi,  pour  que  la  justesse  en  soit  immédiatement 
vérifiée  par  tous  ceux  (pii  ont  quehjue  connaissance  ap- 
profondie de  l'histoire  générale  des  sciences.  Il  n'en  est 
pas  une  seule,  en  effet,  parvenue  aujourd'hui  à  l'état  posi- 
lif,  (pie  chacun  ne  puisse  aisément  se  re[»résenter,  dans  le 
passé,  essenliellrniriil  coniiiox'e  d "a hst raclions  ni(''la|tli\  - 
si(jues,  et,  en  remontant  encore  davantage,  tonl-à-fait 
dominée  par  les  conceptions  théologiques.  X(uis  aurons 
même  niallienreus(^ment  [thisd'tine  occasion  formelle  (h? 


(1  *  Lit^  porsoMu«'5  f|iii  dt'sir»'raitiit  iminrdi.ilt'mtiit  .i  ce  sujet  drs  cclair- 
cisseniciil?  plus  «'trndus  pourront  consulter  ulileiueiit  trois  articles  de 
Considérations  ithilosophiqurs  sur  les  sciences  et  les  savnnfa  que  j'ai  pu- 
Idiés,  en  novembre  ISi'.i,  dans  un  recueil  intitidr  \e  Protliirteur  [S"*1,S 
et  10),  et  surtout  la  première  partie  d»î  mou  Si/stihne  de  politiijUf  posi- 
tive, adressée,  en  avril  1824,  à  l'Académie  des  Sciences,  et  où  j'ai  con- 
ï^igné,  pour  la  pr<niitTe  fois,  la  découverte  de  cette  loi. 


6  PHILOSOPHIE   POSITIVE 

reconnaître,  clans  les  diverses  parties  de  ce  cours,  que  les 
sciences  les  plus  perfectionnées  conservent  encore  au- 
jourd'hui quelques  traces  très  sensibles  de  ces  deux 
états  primitifs. 

Cette  révolution  générale  de  l'esprit  humain  peut 
d'ailleurs  être  aisément  constatée  aujourd'hui,  d'une 
manière  très  sensible,  quoique  indirecte,  en  considé- 
rant le  développement  de  l'intelligence  individuelle.  Le 
point  de'  départ  étant  nécessairement  le  même  dans 
l'éducation  de  l'individu  que  dans  celle  de  l'espèce,  les 
diverses  phases  principales  de  la  première  doivent  re- 
présenter les  époques  fondamentales  de  la  seconde.  Or, 
chacun  de  nous,  en  contemplant  sa  propre  histoire,  ne 
se  souvient-il  pas  qu'il  a  été  successivement,  quant  à 
ses  notions  les  plus  importantes.,  théologien  dans  son 
enfance,  métaphysicien  dans  sa  jeunesse,  et  physicien 
dans  sa  virilité?  Cette  vérification  est  facile  aujourd'hui 
pour  tous  les  hommes  au  niveau  de  leur  siècle. 

Mais,  outre  l'observation  directe,  générale  ou  indivi- 
duelle, qui  prouve  l'exactitude  de  cette  loi,  je  dois  sur- 
tout, dans  cette  indication  sommaire,  mentionner  les 
considérations  théoriques  qui  en  font  sentir  la  nécessité. 

La  plus  importante  de  ces  considérations,  puisée 
dans  la  nature  même  du  sujet,  consiste  dans  le  besoin,  à 
toute  époque,  d'une  théorie  quelconque  pour  lier  les 
faits,  combiné  avec  l'impossibilité  évidente,  pour  l'esprit 
humain  à  son  origine,  de  se  former  des  théories  d'après 
les  observations. 

Tous  les  bons  esprits  répètent,  depuis  Bacon,  qu'il  n'y 
a  de  connaissances  réelles  que  celles  qui  reposent  sur 
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(k'S  faits  ulisirvcs.  Celte  maxime  tniidiiment.iN'  est  évi- 
demment incontestable,  si  on  l'applique,  comme  il 
convient,  à  l'état  viril  de  notre  intellioence.  Mais  en  se 
leportant  à  la  formation  de  nos  connaissances,  il  n'i-n 
est  pas  moins  certain  que  l'esprit  humain,  dans  son  étal 
primilif.  ne  pouvait  ni  ne  devait  penser  ainsi,  (lar,  si  d'un 
cfMé  toute  théorie  positive  doit  nécessairement  être 
ffjudée  sur  des  observations,  il  est  également  sensihh', 
d'un  autre  côté,  que,  pour  se  livrer  à  l'observation,  m  die 
espril  a  besoin  d'une  théorie  quelconque.  Si,  en  contem- 
plant les  phénomènes,  nous  ne  les  rattachions  point 
immédiatement  à  quelques  principes,  non-seulement  il 
nous  serait  impossible  de  combiner  ces  observations 
isolées,  et.  par  conséquent,  d'en  tirer  aucun  fruit,  mais 
nous  serions  même'  entieif'inenl  incapables  de  les 
retenir;  et,  le  plus  S(juvent,  les  faits  resteraient  ina- 
perçus sous  nos  yeux. 

Ainsi,  pressé  entre  la  nécessité  (Tobservcr  |Miiir  se 
formel"  des  theoi'ies  i(M'lles,  cl  la  nécessilT'  iioii  moins 
impérieuse  de  se  créer  des  théories  qnclcoiupu's  pour  se 
livrer  à  des  observations  suivies.  Irspiil  humain,  à  sa 
naissance,  se  trouverait  enferme  dans  un  cercle  \  icicux 
dont  il  n'anrail  jamais  eu  aucun  moNcn  de  sorlii-.  s'il 
ne  s»'  fol  heureusement  ouvert  une  issue  naturelle  pai" 
le  développement  spontané  des  conceptions  théolo- 
giques, qui  ont  présenté  un  point  de  ralliement  à  ses 
efforts,  et  fourni  nu  aliment  à  son  activité.  Tel  est,  in- 
(h'q)erHlamment  des  hautes  considérations  sociales  qui 
s'v  rattachent  et  que  je  ne  dois  pas  même  indiquei  en  ce 
moment,  le  m<dif  fondamental  (|ui  déniontri'  lanécessilé 
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logique  du  caractère  purement  théologique  de  la  philo- 
sophie primitive. 

Cette  nécessité  devient  encore  plus  sensible  en  ayant 
égard  à  la  parfaite  convenance  de  la  philosophie  théolo- 
gique avec  la  nature  propre  des  recherches  sur  lesquelles 
l'esprit  humain  dans  son  enfance  concentre  si  éminem- 
ment toute  son  activité.  Il  est  bien  remarquable,  en 
effet,  que  les  questions  les  plus  radicalement  inacces- 
sibles à  nos  moyens,  la  nature  intime  des  êtres,  l'ori- 
gine et  la  fin  de  tous  les  phénomènes,  soient  précisé- 
ment celles  que  notre  intelligence  se  propose  par-dessus 
tout  dans  cet  état  primitif,  tous  les  problèmes  vraiment 
solubles  étant  presque  envisagés  comme  indignes  de 
méditations  sérieuses.  On  en  conçoit  aisément  la  raison; 
car  c'est  l'expérience  seule  qui  a  pu  nous  fournir  la  me- 
sure de  nos  forces  ;  et,  si  l'homme  n'avait  d'abord  com- 
mencé par  en  avoir  une  opinion  exagérée,  elles  n'eussent 
jamais  pu  acquérir  tout  le  développement  dont  elles 
sont  susceptibles.  Ainsi  l'exige  notre  organiïjation. 
Mais,  quoi  qu'il  en  soit,  représentons-nous,  autant  que 
possible,  cette  disposition  si  universelle  et  si  prononcée, 
et  demandons  nous  quel  accueil  aurait  reçu  à  une  telle 
époque,  en  la  supposant  formée,  la  philosophie  positive, 
dont  la  plus  haute  ambition  est  de  découvrir  les  lois  des 
phénomènes,  et  dont  le  premier  caractère  propre  est  pré- 
cisément de  regarder  comme  nécessairement  interdits  à 
la  raison  humaine  tous  ces  sublimes  mystères,  que  la 
philosophie  théologique  explique,  au  contraire,  avec  une 
si  admirable  facilité  jusque  dans  leurs  moindres  détails. 

Il  en  est  de  même  en  considérant  sous  le  point  de 
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vue  nratiquo  la  nature  dos  rocherchos  qui  occupont  pri- 
mitivemenl  l'osprit  humain.  Sous  co  rapport,  elles 
offrent  à  riiomme  l'attrait  si  énergique  fl'un  empin* 
illimité  à  exercer  sur  le  monde  extérieur,  envisap:é 
comme  entièrement  destiné  à  notre  usage,  et  comme 
présentant  dans  tous  ses  phénomènes  des  relations  in- 
times et  continues  avec  notre  existence.  Or,  ces  espé- 
rances chimériques,  ces  idées  exag^érées  de  l'importance 
de  l'homme  dans  l'univers,  que  fait  naître  la  philosophie 
théologique,  et  que  détruit  sans  retour  la  première  in- 
lluence  de  la  philosoj)hie  positive,  sont,  à  l'origine,  un 
stimulant  indispensahle,  sans  lequel  on  ne  pourrait  cer- 
lainement  concevoir  que  l'esprit  humain  se  fût  déter- 
miné primitivement  à  de  pénibles  travaux. 

Nous  sommes  aujourd'hui  tellement  éloignés  de  ces 
dispositions  premières,  du  moins  quant  à  la  plupart  des 
phénomènes,  que  nous  avons  peine  à  nous  représenter 
exactement  la  puissance  et  la  nécessité  de  considérations 
semblables.  La  raison  humaine  est  maintenant  assez 
nn'ire  j)oiir-  (jue  nous  entreprenions  de  laborieuses  re- 
cherches scientifiques,  sans  avoir  en  vue  aucnii  hiil 
étranger  ca[)able  d'agir  fortement  sut  l'imaginalion, 
comme  celui  que  se  [)roj)osaient  les  astrologues  on  les 
alchimistes.  iNotre  activité  intellectuelle  est  suftisam- 
ment  excitée  par  le  pur  espoir  de  découvrir  les  lois  des 
phénomÎMies,  par  le  simple  rlésir  de  eonfiinier  ou  d'in- 
firmer une  théorie.  Mais  il  ne  pouvait  on  être  ainsi  dans 
l'enfance  de  l'esprit  humain.  Sans  les  attrayantes  chi- 
mères de  l'astrologie,  sans  les  énergiques  déceptions  «le 
Talchimie,  par  exemple,  on  aurions-nous  puisé  la  nuis- 
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tance  et  rardeur  nécessaires  pour  recueillir  les  longues 
suites  d'observations  et  d'expériences  qui  ont,  plus  tard, 
servi  de  fondement  aux  premières  théories  positives  de 
l'une  et  l'autre  classe  de  phénomènes? 

Cette  condition  de  notre  développement  intellectuel  a 
été  vivement  sentie  depuis  longtemps  par  Kepler,  pour 
l'astronomie,  et  justement  appréciée  de  nos  jours  par 
Bertholiet,  pour  la  chimie. 

On  voit  donc,  par  cet  ensemble  de  considérations, 
que,  si  la  philosophie  positive  est  le  véritable  état  défi- 
nitif de  l'intelligence  humaine,  celui  vers  lequel  elle  a 
toujours  tendu  de  plus  en  plus,  elle  n'en  a  pas  moins  dii 
nécessairement  employer  d'abord,  et  pendant  une  longue 
suite  de  siècles,  soit  comme  méthode,  soit  comme  doc- 
trine provisoires,  la  philosophie  théologique  ;  philoso- 
phie dont  le  caractère  est  d'être  spontanée,  et,  par  cela 
même,  la  seule  possible  à  l'origine,  la  seule  aussi  qui 
put  offrir  à  notre  esprit  naissant  un  intérêt  suffisant.  Il 
est  maintenant  très  facile  de  sentir  que,  pour  passer  de 
cette  philosophie  provisoire  à  la  philosophie  définitive, 
l'esprit  humain  a  dû  naturellement  adopter,  comme 
philosophie  transitoire,  les  méthodes  et  les  doctrines 
métaphysiques.  Cette  dernière  considération  est  indis- 
pensable pour  compléter  l'aperçu  général  de  la  grande 
loi  que  j'ai  iiuliquée. 

On  conçoit  sans  peine,  en  effet,  que  notre  entende- 
ment, contraint  à  ne  marcher  que  par  degrés  presque 
insensibles,  ne  pouvait  passer  brusquement,  et  saris  in- 
lermédiaires,  de  la  philosophie  théologique  à  la  philo- 
sophie positive,  La  théologie  el  la  physique  sont  si  j)ro- 
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fondement  incompatibles,  leurs  conceptions  onl  un 
caractère  si  radicalement  opposé,  qu'avant  de  renoncer 
aux  unes  pour  employer  exclusivement  les  autres,  l'intel- 
ligence humaine  a  du  se  servir  de  conceptions  intermé- 
diaires, d'un  caractère  bâtard,  propres,  par  cela  même, 
à  opérer  graduellement  la  transition.  Telle  est  la  desti- 
nation naturelle  des  conceptions  métaphysiques  :  elles 
n'ont  pas  d'autre  utilité  réelle.  En  substituant,  dans 
l'étude  des  phénomènes,  à  l'action  surnaturelle  directrice 
une  entité  correspondante  et  inséparable,  quoique  celle-ci 
in'  fût  d'abord  conçue  que  comme  une  émanation  de  la 
première,  riiomme  s'est  habitué  peu  à  peu  à  ne  considé- 
rer (|U('  les  faits  eux-mêmes,  les  notions  de  ces  agents 
niétapbysiques  ayant  été  graduellement  subtilisées  au 
point  de  n'étiv  plus,  aux  yeux  de  tout  esprit  droit,  que 
b's  noms  abstraits  des  phénomènes.  Il  est  impossible 
(I  imaginer  par  quel  autre  procédé  notre  entendement 
aurait  pu  passer  des  considérations  franchement  surna- 
turelles aux  considérations  purement  natiiicIN's,  du  ré- 
gime théologique  au  régime  positif. 

Aj)rès  avoir  ainsi  établi,  autant  que  j(;  puis  le  faire 
sans  enti»'!'  dans  une  discussion  spéciale  qui  serait  dé- 
placée en  ce  monirnl,  la  loi  générale  du  dév('l(qq)em('nt 
lie  l'esprit  liumaiii,  Iri  (jiic  je  le  conçois,  il  nous  sera 
maintenant  aisé  de  déterminer  avec  précisioFi  la  nature 
propre  de  la  phibKScqdiic  posiliM';  ce  (pii  rsl  l'ubjct  es- 
senticd  de  ce  discours. 

ISous  vovons,  pai'  ce  (jui  [jrécèdc,  que  le  caractère  fon- 
damental delà  [dnloscqdiic  positive  est  d«*  l'egjirder  Ions 
les  phénomènes  comme  assujettis  à  des  Ay/s  naturelles 


12  PHILOSOPHIE    POSITIVE 

invariables,  dont  la  découverte  précise  et  la  réduction  au 
moindre  nombre  possible  sont  le  but  de  tous  nos  efforts, 
en  considérant  comme  absolument  inaccessible  et  vide 
de  sens  pour  nous  la  recherche  de  ce  qu'on  appelle  les 
causes^  soit  premières,  soit  finales.  Il  est  inutile  d'insis- 
ter beaucoup  sur  un  principe  devenu  maintenant  aussi 
familier  à  tous  ceux  qui  ont  fait  une  étude  un  peu  ap- 
profondie des  sciences  d'observation.  Chacun  sait,  en 
effet,  que,  dans  nos  explications  positives,  même  les 
plus  parfaites,  nous  n'avons  nullement  la  prétention 
d'exposer  les  causes  génératrices  des  phénomènes,  puis- 
que nous  ne  ferions  jamais  alors  que  reculer  la  difficulté, 
mais  seulement  d'analyser  avec  exactitude  les  circons- 
tances de  leur  production,  et  de  les  rattacher  les  unes 
aux  autres  par  des  relations  normales  de  succession  et 
de  similitude. 

iVinsi,  pour  en  citer  l'exemple  le  plus  admirable,  nous 
disons  que  les  phénomènes  généraux  de  l'univers  sont 
expliqués^  autant  qu'ils  puissent  l'être,  par  la  loi  de 
la  gravitation  newtonienne,  parce  que,  d'un  côté,  cette 
belle  théorie  nous  montre  toute  l'immense  variété  des 
faits  astronomiques,  comme  n'étant  qu'un  seul  et  même 
fait  envisagé  sous  divers  points  de  vue  ;  la  tendance 
constante  de  toutes  les  molécules  les  unes  vers  les 
autres  en  raison  directe  de  leurs  masses,  et  en  raison 
inverse  des  carrés  de  leurs  distances;  tandis  que,  d'un 
autre  côté,  ce  fait  général  nous  est  présenté  comme 
une  simple  extension  d'un  phénomène  qui  nous  est 
éminemment  familier,  et  que,  par  cela  seul,  nous  re- 
gardons comme  parfaitement  connu,  la  pesanteur  des 
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corps  à  la  surface  (ie  la  terre.  Quant  à  déterminer  ce  que 
sont  en  elles-mêmes  cette  attraction  et  cette  pesanteur, 
quelles  en  sont  les  causes,  ce  sont  des  questions  que 
nous  regardons  tous  comme  insolubles,  qui  ne  sont  plus 
du  domaine  de  la  philosophie  positive,  et  que  nous  aban- 
donnons avec  raison  à  l'imagination  des  théologiens,  ou 
aux  subtilités  des  métaphysiciens.  La  preuve  manifeste 
de  l'impossibilité  d'obtenir  de  telles  solutions,  c'est  que, 
toutes  les  fois  qu'on  a  cherché  à  dire  à  ce  sujet  quelque 
chose  de  vraiment  rationnel,  les  plus  grands  esprits 
n'ont  pu  que  définir  ces  deux  principes  l'un  par  l'autre, 
en  disant,  pour  l'attraction,  qu'elle  n'esl  autre  chose 
qu'une  pesanteur  universelle,  et  ensuite,  pour  la  pesan- 
teur, qu'elle  consiste  simplement  dans  l'attraction  ler- 
leslre.  De  telles  explicati(>ns.  (|ni  font  sourire  ([uand  on 
prétend  ù  <onnaître  la  nature  intime  des  choses  et  le 
mode  de  génération  des  phénomènes,  sont  cependant 
tout  ce  que  nous  pouvons  obtenir  de  plus  satisfaisant, 
en  nous  montrant  comme  identiques  deux  ordres  de  phé- 
nomènes, (|ui  ont  été  si  long"temps  regardés  comnn* 
n'avant  aucun  rapport  entre  eux.  Aucun  espiit  justr  ne 
cherche  aujourd'hui  à  aller  plus  loin. 

Il  serait  aisé  de  multiplier  ces  exemples,  (jui  se  présen- 
teront en  foule  dans  toute  la  durée  de  ce  cours,  puisijur 
tel  est  maintenant  l'esprit  (jui  dirige  exclusivemml  l«'s 
grandes  combinaisons  intellectuelles.  Poni-  en  citer  en 
ce  moment  un  seul  parmi  les  travaux  contenq»orains,  je 
choisirai  la  belle  série  de  recherches  de  M.  Fouriei-  sur 
la  théorie  de  la  chîileui'.  Klle  nous  offic  l.i  vérification 
très  sensible  des  reniar(iur's  générales  précédentes.  Kn 
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effet,  dans  ce  travail,  dont  le  caractère  philosophique  est 
si  éminemment  positif,  les  lois  les  plus  importantes  et 
les  plus  précises  des  phénomènes  thermologiques  se 
trouvent  dévoilées,  sans  que  l'auteur  se  soit  enquis  une 
seule  fois  de  la  nature  intime  de  la  chaleur,  sans  qu'il 
ait  mentionné,  autrement  que  pour  en  indiquer  le  vide, 
la  controverse  si  agitée  entre  les  partisans  de  la  matière 
calorifique  et  ceux  qui  font  consister  la  chaleur  dans  les 
vibrations  d'un  éther  universel.  Et  néanmoins  les  plus 
hautes  questions,  dont  plusieurs  n'avaient  mêmejamais 
été  posées,  sont  traitées  dans  cet  ouvrage,  preuve  pal- 
pable que  l'esprit  humain,  sans  se  jeter  dans  des  pro- 
blèmes inabordables,  et  en  se  restreignant  dans  les  re- 
cherches d'un  ordre  entièrement  positif,  peut  y  trouver 
un  aliment  inépuisable  à  son  activité  la  plus  pro- 
fonde. 

Après  avoir  caractérisé,  aussi  exactement  qu'il  m'est 
permis  de  le  faire  dans  cet  aperçu  général,  l'esprit  de  la 
philosophie  positive,  que  ce  cours  tout  entier  est  destiné 
à  développer,  je  dois  maintenant  examiner  à  quelle  épo- 
que de  sa  formation  elle  est  parvenue  aujourd'hui,  et  ce 
qui  reste  à  faire  pour  achever  de  la  constituer. 

A  cet  effet,  il  faut  d'abord  considérer  que  les  diffé- 
rentes branches  de  nos  connaissances  n'ont  pas  dû  par- 
courir d'une  vitesse  égale  les  trois  grandes  phases  de 
leur  développement  indiquées  ci-dessus,  ni,  par  consé- 
quent, arriver  simultanément  à  l'état  positif.  Il  existe, 
sous  ce  rapport,  un  ordre  invariable  et  nécessaire,  que 
nos  divers  genres  de  conceptions  ont  suivi  et  dû  suivre 
dans  b'ur  progression,  et  dont  la  considération  exacte 
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ost  le  compléniLMit  indispensable  de  la  loi  fondanienlal»' 
énoncée  précédemment.  Cet  ordre  sera  le  sujet  spécial 
de  la  [)rorhaine  leçon.  Qu'il  nous  suffise,  (juant  à  présent . 
de  savoir  qu'il  est  conforme  à  la  nature  diverse  des  phé- 
nomènes, et  (ju'il  est  déterminé  par  leur  deoTéde  g^énéra- 
lité,  de  simplicité  et  d'indépendance  réciproque,  trois 
considérations  qui,  bien  que  distinctes,  concourent  au 
même  but.  Ainsi,  les  phénomènes  astronomiques  d'abiud, 
comme  étant  les  plus  généraux,  les  plus  simples,  et  les 
plus  indépeiulants  de  tous  les  autres,  et  successivement, 
par  les  mêmes  raisons,  les  phénomènes  de  la  physique 
terrestre  proprement  dite,  ceux  de  la  chimie,  et  enfin  les 
phénomènes  physiologiques,  ont  été  ramenés  à  des  théo- 
lies  positives. 

il  est  impossible  d'assigner  l'origine  précise  de  (!elle 
révolution;  car  on  en  peut  dire  avec  exactitude,  connue 
de  tous  les  autres  grands  événements  humains,  (ju'elle 
s'est  accomplie  constamment  et  de  plus  eîi  plus,  particu- 
iièi'ement  depuis  les  tiasaiix  d'Aristote  et  de  l'école 
(I  Alexandrie. et  ensuite  depuisrintroduction  des  scieiu'es 
nalui'elles  dans  l'Kurope  occidentale  par  les  Arabes,  de- 
pendant  .  vu  (|u'il  convient  d(*  fix«M'  une  épo(|ue  poni- 
l'Uipécher  la  divagation  des  idées.  j'indi(|uei'ai  celle  du 
grand  mouvement  imprimé  à  l'espi'it  humain,  il  \  a  deux 
sit'cles,  par  l'action  C(unbiné«'  des  préceptes  de  Hacoii. 
des  conceptions  de  Descaries,  et  des  decmiverles  de  (iji- 
lilé»',  connue  le  inonu'iil  où  l'esprit  delà  j)hilosophi«'  pn- 
'  sitive  a  connnencé  à  se  prononcei-  dans  le  monde,  m 
(qqiosition  évidente  avec  l'espiit  lliéologicpir  «t  méta- 
|diysique.  ('/est  alors,  en  el'lel.  cpie  1rs  conceptions  posi- 
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tives  80  sont  dégagées  nctlemeiiL  de  l'alliage  supersti- 
tieux et  scolastique  qui  déguisait  plus  ou  moins  le 
véritable  caractère  de  tous  les  travaux  antérieurs. 

Depuis  cette  mémorable  époque,  le  mouvement 
d'ascension  de  la  philosophie  positive,  et  le  mouvement 
de  décadence  de  la  philosophie  théologique  et  métaphy- 
sique, ont  été  extrêmement  marqués.  Ils  se  sont  enfin 
tellement  prononcés,  qu'il  est  devenu  impossible  au- 
jourd'hui, à  tous  les  observateurs  ayant  conscience  de 
leur  siècle,  de  méconnaître  la  destination  finale  de  Tin- 
telligence  humaine  pour  les  études  positives,  ainsi  que 
son  éloignement  désormais  irrévocable  pour  ces  vaines 
doctrines  et  pour  ces  méthodes  provisoires  qui  ne  pou- 
vaient convenir  qu'à  son  premier  essor.  Ainsi,  cette  ré- 
volution fondamentale  s'accomplira  nécessairement 
dans  toute  son  étendue.  Si  donc  il  lui  reste  encore 
quelque  grande  conquête  à  faire,  quelque  branche  prin- 
cipale du  domaine  intellectuel  à  envahir,  on  peut  être 
certain  que  la  transformation  s'y  opérera,  comme  elle 
s'est  effectuée  dans  toutes  les  autres.  Car  il  serait  évi- 
demment contradictoire  de  supposer  que  l'esprit  humain, 
si  disposé  à  l'unité  de  méthode,  conservât  indéfiniment, 
pour  une  seule  classe  de  phénomènes,  sa  manière  pri- 
mitive de  philosopher,  lorsqu'une  fois  il  est  arrivé  à 
adopter  pour  tout  le  reste  une  nouvelle  marche  philoso- 
phique, d'un  caractère  absolument  opposé. 

Tout  se  réduit  donc  à  une  simple  question  de  fait  :  la 
philosophiez  positive,  qui,  dans  les  deux  derniers 
siècles,  a  pris  graduellement  une  si  grande  extension, 
emhiasse-t-ene  aujourd'hui  tous  les  ordres  de  phéno- 
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mènes?  Il  osl  évident  qne  cela  n'est  point,  et  qur,  par 
conséquent,  il  reste  encore  une  grande  opération  scien- 
tifique à  exécuter  pour  domier  à  la  philosophie  positive 
ce  caractère  d'universalité,  indispensahle  à  sa  constitu- 
tion définitive. 

En  effet,  dans  les  quatre  catégories  principales  de  phé- 
nomènes naturels  énumérées  tout  à  l'heure,  h?s  phéno- 
mènes aslronomiqu<vs,  physiques,  chimiques  et  physioln- 
giques,  on  remarque  une  lacune  essentielle  relative'  an\ 
phénomènes  sociaux,  qui,  i)ien  que  compris  implicite- 
ment parmi  les  phénomènes  physiologiques,  méritent, 
soit  par  leur  importance,  soit  par  les  difficultés  propres  à 
h'ur  étude,  de  former  une  catégorie  distincte,  (le  der- 
nier ordre  de  conceptions,  qui  se  rapporte;  aux  phéno- 
mènes les  plus  particuliers,  les  plus  complicjués,  et  les 
j)lus  dépendants  de  tous  les  autres,  a  dii  nécessairemeni, 
par  cela  seul,  se  perfectionner  [)lus  lentement  que  tons 
les  précédents,  même  sans  avoir  égard  aux  ohslaeles 
plus  s[)(*ciaux  qne  nous  considérerons  plus  tard.  Quoi 
(ju'il  en  soit,  il  est  évident  qu'il  n'est  |M)iiit  encore  entié 
dans  le  domaine  de  la  piiilosophie  [xtsilive.  Les  mé- 
thodes théologiques  et  métaphysiques  «pii.  relative- 
ment il  tous  les  auties  genres  de  plnMwuneiies .  ne 
sont  plus  maintenant  employées  par  |M'isoiine,  soit 
comme  moven  d'iiivesligation,  snil  même  seulement 
connue  mo\en  d  argumentation,  sont  en«(»ie.  ;in  ('(»n- 
traire.  exclusivement  nsitées,  sous  I  un  el  I  anlie  rap- 
port, ponr  tout  ce  qui  concerne  les  phénomènes  sociaux, 
quoique  leur  insuffisance  à  «et  egaid  soil  d«'»j;i  ph»ine- 
nieiil    sentie    pa["    Ions    les   l)nns   esprits,    lassi's  d«'  ces 
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vaines  contestalions  interminables  entre  le  droit  divin 
et  la  souveraineté  du  peuple. 

Yoilà  donc  la  grande,  mais  évidemment  la  seule  la- 
cune qu'il  s'agit  de  combler  pour  achever  de  constituer 
la  philosophie  positive.  Maintenant  que  l'esprit  humain 
a  fondé  la  physique  céleste,  la  physique  terrestre,  soit 
mécanique,  soit  chimique;  la  physique  organique,  soit 
végétale,  soit  animale,  il  lui  reste  à  terminer  le  système 
des  sciences  d'observation  en  fondant  la  physique  so- 
ciale. Tel  est  aujourd'hui,  sous  plusieurs  rapports  capi- 
taux, le  plus  grand  et  le  plus  pressant  besoin  de  notre 
intelligence  :  tel  est,  j'ose  le  dire,  le  premier  but  de  ce 
cours,  son  but  spécial. 

Les  conceptions  que  je  tenterai  de  présenter  relative- 
ment à  l'étude  des  phénomènes  sociaux,  et  dont  j'es- 
père que  ce  discours  laisse  déjà  entrevoir  le  germe,  ne 
sauraient  avoir  pour  objet  de  donner  immédiatement  à 
la  physique  sociale  le  même  degré  de  perfection  qu'aux 
branches  antérieures  de  la  philosophie  naturelle,  ce  qui 
serait  évidemment  chimérique,  puisque  celles-ci  offrent 
déjà  entre  elles  à  cet  égard  une  extrême  inégalité, 
d'ailleurs  inévitable.  Mais  elles  seront  destinées  à  im- 
primer à  cette  dernière  classe  de  nos  connaissances  ce 
caractère  positif  déjà  pris  par  toutes  les  autres.  Si  celte 
condition  est  une  fois  réellement  remplie,  le  système 
philosophique  des  modernes  sera  enfin  fondé  dans  son 
ensemble;  car  aucun  phénomène  observable  ne  saurait 
évidemment  manquer  de  rentrer  dans  quelqu'une  des 
cinq  grandes  catégories  dès  lors  établies  des  phéno- 
mènes astronomiques,  physiques,  chimiques,  physiolo- 
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g-iques  et  sociaux.  Toutes  nos  conceptions  fondamen- 
tales étant  devenues  homogènes,  la  philosopliie  sera 
définitivement  constituée  à  l'état  positif;  sans  jamais 
pouvoir  changer  de  caractère,  il  ne  lui  restera  qu'à  se 
développer  indéfiniment  par  les  acquisitions  toujours 
croissantes  qui  résulteront  inévitablement  de  nouvelles 
observations  ou  de  méditations  plus  profondes.  Ayant 
acquis  par  là  le  caractère  d'universalité  qui  lui  manque 
encore,  la  philosophie  positive  deviendra  capable  de  sr 
substituer  entièrement,  avec  toute  sa  supériorité  natu- 
i-elle,  à  la  philosophie  théologique  et  à  la  philosophie 
métaphysique,  dont  cette  universalité  est  aujourd'hui  la 
seule  propriété  réelle,  et  qui,  privées  d'un  tel  motif  de 
préférence,  n'auront  plus  pour  nos  successeurs  qu'une 
existence  historique. 

Le  but  spécial  de  ce  cours  étant  ainsi  exposé,  il  est 
aisé  de  comprendre  son  second  but,  son  but  général,  ce 
qui  en  fait  un  cours  de  philosophie  positive,  et  non  pas 
seulement  un  cours  de  physique  sociale. 

En  effet,  la  fondation  de  la  physique  sociale  complé- 
tant enfin  le  système  des  sciences  naturelles,  il  devient 
possible  et  même  nécessaire  de  résumer  les  diverses 
cdimaissances  acquises,  parvenues  alors  à  un  élal  fixe 
et  homogène,  pour  les  coordonner  en  les  j)résentanl 
comme  autant  de  branches  d'un  tronc  uni(|ue,  au  lieu 
(le  continuer  à  les  concevoii'  seulemenl  comnn'  autant 
de  cor|)s  isolés.  C Cst  à  cette  fin  (jii'a\aiil  de  jimcj'dei-  à 
l'élude  des  phénomènes  sociaux  je  considérerai  successi- 
vement, dans  l'ordre  encyclopédique  annoncé  plus  haut, 
les  (lifterenles  sciences  positiv(;s  déjà  tormées. 
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11  est  superllu,  je  pense,  (ravertir  qu'il  ne  saurait  être 
question  ici  d'une  suite  de  cours  spéciaux  sur  chacune 
des  branches  principales  de  la  philosophie  naturelle. 
Sans  parler  de  la  durée  matérielle  d'une  entreprise  sem- 
blable, il  est  clair  qu'une  pareille  prétention  serait  in- 
soutenable de  ma  part,  et  je  crois  pouvoir  ajouter  de  la 
part  de  qui  que  ce  soit,  dans  l'état  actuel  de  l'éducation 
humaine.  Bien  au  contraire,  un  cours  de  la  nature  do 
celui-ci  exige,  pour  être  convenablement  entendu,  une 
série  préalable  d'études  spéciales  sur  les  diverses 
sciences  qui  y  seront  envisagées.  Sans  cette  condition, 
il  est  bien  difficile  de  sentir  et  impossible  de  juger  les 
réflexions  philosophiques  dont  ces  sciences  seront  les 
sujets.  En  un  mot,  c'est  un  Cours  de  philosophie  positive , 
et  non  de  sciences  positives,  que  je  me  propose  de  faire. 
Il  s'agit  uniquement  ici  de.  considérer  chaque  science 
fondamentale  dans  ses  relations  avec  le  système  positif 
tout  entier,  et  quant  à  l'esprit  qui  la  caractérise,  c'est-à- 
dire,  sous  le  double  rapport  de  ses  méthodes  essentielles 
et  de  ses  résultats  principaux.  Le  plus  souvent  même 
je  devrai  me  borner  à  mentionner  ces  derniers  d'après 
les  connaissances  spéciales  pour  tâcher  d'apprécier  leur 
importance. 

Afin  de  résumer  les  idées  relativement  au  double  but 
de  ce  cours,  je  dois  faire  observer  que  les  deux  objets, 
l'un  spécial,  l'autre  général,  que  je  me  propose, 
quoique  distincts  en  eux-mêmes,  sont  nécessairement 
inséparables.  Car,  d'un  côté,  il  serait  impossible  de 
concevoir  un  cours  de  philosophie  positive  sans  la 
fondation   (h/   la   physique   sociale  ;   puisqu'il   manque- 
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rait  alors  fliui  élément  essentiel,  et  que,  par  cela 
seul,  les  conceptions  ne  sauraient  avoir  ce  caractère  dr 
généralité  qui  doit  en  être  le  principal  attribut,  et  qui 
flistirigue  notre  étude  actuelle  de  la  série  des  étudesspé- 
ciales.  D'un  autre  côté,  comment  procédei*  avec  sùn'lé 
à  l'étude  positive  des  phénomènes  sociaux,  si  l'esprit 
n'est  d'abord  préparé  par  la  considération  approfondie 
des  méthodes  positives  déjà  jugées  poui-  les  phénomènes 
moins  compliqués,  et  muni,  en  outre,  de  la  connaissain  e 
des  lois  principales  des  phénomènes  antérieurs,  qui  tou- 
tes influent,  d'une  manière  [dus  ou  moins  directe,  sur 
les  faits  sociaux  ? 

Bien  que  toutes  les  sciences  fondamentales  n'inspi- 
rent pas  aux  esprits  vulgaires  un  égal  intérêt,  il  n'en  est 
aucune  qui  doive  être  négligée  dans  une  élude  comme 
celle  que  nous  entreprenons.  Quant  à  leur  importance 
pour  le  bonheur  de  l'espèce  humaine,  toutes  sont  certai- 
nement équivalentes,  lorsqu'on  les  envisage  d'une  ma- 
nière approfondie.  Celles,  d'ailleuis,  dont  les  résultats 
présentent,  au  premier  abord,  un  moindre  intérêt  pi"a- 
tique,  .se  recommandent  éminemment,  soi!  parla  plus 
jirande  perfection  de  leurs  méthodes,  soil  conmie  étant 
l<'  londement  indispensable  de  toutes  les  autres,  ('/est 
une  coMsijh'Mation  sui-  laquelle  j'aurai  sp^'cijihMueîil  occa- 
sion de  revenir  dans  la  prochaine  leçon. 

Pour  prévenir,  autant  que  possible,  toutes  les  fausses 
interprétations  qu'il  est  légitime  de  craindre  sur  la  na- 
ture d'un  cours  aussi  nouveau  que  celui-ci,  je  doisajou- 
tei-  sommairement  aux  explications  piérédentes  quel- 
ques     eoiisid(''i  al  ions      dii'ectemeul      iel;ili\es     a     celle 
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universalité  do  connaissances  spéciales,  que  des  juges 
irréfléchis  pourraient  regarder  comme  la  tendance  de  ce 
cours,  et  qui  est  envisagée  à  si  juste  raison  comme  tout- 
à-fait  contraire  au  véritable  esprit  de  la  philosophie  po- 
sitive. Ces  considérations  auront,  d'ailleurs,  l'avantage 
plus  important  de  présenter  cet  esprit  sous  un  nouveau 
point  de  vue,  propre  à  achever  d'en  éclaircir  la  notion 
générale. 

Dans  l'état  primitif  de  nos  connaissances  il  n'existe  au- 
cune division  régulière  parmi  nos  travaux  intellectuels  ; 
toutes  les  sciences  sont  cultivées  simultanément  par  les 
mêmes  esprits.  Ce  mode  d'organisation  des  études  hu- 
maines, d'abord  inévitable  et  même  indispensable, 
comme  nous  aurons  lieu  de  le  constater  plus  tard, 
change  peu  à  peu,  à  mesure  que  les  divers  ordres  de 
conceptions  se  développent.  Par  une  loi  dont  la  néces- 
sité est  évidente,  chaque  branche  du  système  scientifique 
se  sépare  insensiblement  du  tronc,  lorsqu'elle  a  pris 
assez  d'accroissement  pour  comporter  une  culture  isolée, 
c'est-à-dire  quand  elle  est  parvenue  à  ce  point  de  pou- 
voir occuper  à  elle  seule  l'activité  permanente  de  quel- 
ques intelligences.  C'est  à  cette  répartition  des  diverses 
sortes  de  recherches  entre  différents  ordres  de  savants, 
que  nous  devons  évidemment  le  développement  si  re- 
marquable qu'a  pris  enfin  de  nos  jours  chaque  classe 
distincte  des  connaissances  humaines,  et  qui  rend  mani- 
feste l'impossibilité,  chez  les  modernes,  de  cette  univer- 
salité de  recherches  spéciales,  si  facile  et  si  commune 
dans  les  temps  antiques.  En  un  mot,  la  division  du  tra- 
vail intellectuel,  perfectionnée  de  plus  en  plus,  est  un 
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fies  attributs  caractéristiques  les  plus  importants  de  la 
philosophie  positive. 

Mais,  tout  en  reconnaissant  les  prodigieux  résultats  de 
cette  division,  tout  en  voyant  désormais  en  elle  la  véri- 
table base  fondamentale  de  l'organisation  générale  du 
monde  savant,  il  est  impossible,  d  un  autre  côte,  de 
n'être  pas  frappé  des  inconvénients  capitaux  qu'elle  en- 
gendre, dans  son  état  actuel,  par  l'excessive  particula- 
rité des  idées  qui  occupent  exclusivement  chaque  intel- 
ligence individuelle.  Ce  fâcheux  effet  est  sans  doute  iné- 
vitable jusqu'à  un  certain  [)oint,  comme  inhérenl  au 
principe  même  de  la  division;  c'est-à-dire  (jue,  [)ar  au- 
cune mesure  quelconque,  nous  ne  parviendrons  jamais 
à  égaler  sous  ce  rapport  les  anciens,  chez  lesquels  une 
lelle  supériorité  ne  tenait  surlout  qu'au  peu  de  dévelop- 
pement de  leurs  connaissances.  iNous  pouvons  néan- 
moins, ce  me  semble,  par  des  moyens  convenables, 
éviter  les  plus  pernicieux  effets  de  la  spécialité  exagérée, 
sans  nuire  à  riniluence  vivifiante  de  la  separalion  des 
recherches.  Il  est  urgent  de  s'en  occuper  sérieusement: 
car  cr'S  inconvénients,  qui,  j>ar  leur  nature,  tendent  à 
s'accioître  sans  cesse,  commenceni  à  devenir  très  sen- 
sibles. De  l'aveu  de  tous,  les  divisions,  établirs  pour  la 
plus  grande  perfection  de  nos  liavaux.  mlir  les  diverses 
branches  de  la  philosophie  natuirllr,  sont  tinalenuMil 
artificielles.  N'oublions  pas  que,  nonobstant  cet  aveu, 
il  est  déjà  bien  petit  dans  le  monde  savant  le  nombnMh'S 
intelligences  embrassant  dans  leurs  conceptions  l'en- 
semble même  d'uiir  science  unique,  qui  n'»'sl  («'prndanl 
il  Sun  lunr  «pi  iiik'  parii»*  d  un  i^iaiid   IimiI.   j^a  plupart  se 
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bornent  déjà  entièrement  à  la  considération  isolée  d'une 
section  plus  ou  moins  étendue  d'une  science  détermi- 
née, sans  s'occuper  beaucoup  de  la  relation  de  ces  tra- 
vaux parliculiers  avec  le  système  général  des  connais- 
sances positives.  Hâtons-nous  de  remédier  au  mal, 
avant  qu'il  soit  devenu  plus  grave.  Craignons  que  l'es- 
prit humain  ne  finisse  par  se  perdre  dans  les  travaux 
de  détail.  Ne  nous  dissimulons  pas  que  c'est  là  essen- 
liellement  le  côté  faible  par  lequel  les  partisans  de  la  phi- 
losophie théologique  et  de  la  philosophie  métaphysique 
peuvent  encore  attaquer  avec  quelque  espoir  de  succès 
la  philosophie  positive. 

Le  véritable  moyen  d'arrêter  l'intluence  délétère  dont 
l'avenir  intellectuel  semble  menacé,  par  suite  d'une  trop 
grande  spécialisation  des  recherches  individuelles,  ne 
saurait  être,  évidemment,  de  revenir  à  cette  antique  con- 
fusion de  travaux,  qui  tendrait  à  faire  rétrograder  l'es- 
prit humain,  et  qui  est,  d'ailleurs,  aujourd'hui  heureu- 
sement devenue  impossible.  11  consiste,  au  contraire, 
dans  le  perfectionnement  de  la  division  du  travail  elle- 
même.  ]l  suffit,  en  effet,  de  faire  de  l'étude  des  généra- 
lités scientifiques  une  grande  spécialité  de  plus.  Qu'une 
classe  nouvelle  de  savants,  préparés  par  une  éducation 
convenable,  sans  se  livrer  à  la  culture  spéciale  d'aucune 
branche  particulière  de  la  philosophie  naturelle,  s'oc- 
cupe uniquement,  en  considérant  les  diverses  sciences 
positives  dans  leur  état  actuel,  à  déterminer  exactement 
l'esprit  de  chacune  d'elles,  à  découvrir  leurs  relations  et 
leur  enchaînement,  à  résumer,  s'il  est  possible,  tous 
leurs  principes  propres  en  un  moindre  nombre  de  prin- 
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cipes  communs,  en  se  conformant  sans  cesse  aux  maxi- 
mes fonriamentales  de  la  méthode  positive.  Qu'en  même 
temps,  les  autres  savants,  avant  de  se  livrer  à  leurs  spé- 
cialités respectives,  soient  rendus  aptes  désormais,  par 
uni;  éducation  portant  sur  l'ensemble  des  connaissances 
positives,  à  profiter  immédiatement  des  lumières  ré- 
pandues par  ces  savants  voués  à  l'étude  des  g-énéralités, 
et  réciproquemcnl  h  rectifier  leurs  résultats,  état  de  cIk»- 
sos  dont  les  savants  actuels  se  rapprochent  visiblement 
(le  joui- en  jour.  Ces  deux  grandes  conditions  iiiu'  fois 
remplies,  il  est  évident  qu'elles  peuvent  l'être,  la  divi- 
sion du  travail  dans  les  sciences  sera  poussée,  sans  au- 
cun danger,  aussi  loin  que  le  développement  des  divers 
ordres  de  connaissance  l'exigera.  Une  classe  distincte, 
incessamment  contrôlée  par  toutes  les  autres,  ayant 
pour  fonction  propre  et  permanente  de  lier  chaque  nou- 
v«dle  découverte  particulière  au  système  général,  on 
n'aura  plus  à  craindre  (ju'une  trop  grande  attention 
donnée  aux  détails  empêche  jamais  d'apercevoir  I  »'ii- 
semhle.  En  un  mot.  I  organisai  ion  moderne  du  nioiid»' 
savant  sera  dès  lors  complètement  fondée,  t'I  n'aura 
qu'a  se  développer  indéfiniment,  en  conservant  loujouis 
le  même  caractère. 

Former  ainsi  de  l'étude  des  généralités  scientiiicpn's 
une  section  distincte  du  grand  travail  intellectuel,  c  est 
simplement  étendre  l'application  du  même  princip»'  de 
division  qui  a  successivement  séparé  les  diverses  spécia- 
lités; car,  tant  que  b's  différentes  sciences  positives  ont 
«'lé  peu  développées,  leurs  relations  mutuelles  iw  pou- 
vairnl   avoir  assr'Z   <l  inipoitance  [>oui'  donnri    lnn.   au 
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moins  d'une  manière  permanente,  à  une  classe  particu- 
lière de  travaux,  et  en  même  temps  la  nécessité  de  cette 
nouvelle  étude  était  bien  moins  urgente.  Mais  aujour- 
d'hui chacune  des  sciences  a  pris  séparément  assez  d'ex- 
tension pour  que  l'examen  de  leurs  rapports  mutuels 
puisse  donner  lieu  à  des  travaux  suivis,  en  même 
temps  que  ce  nouvel  ordre  d'études  devient  indispen- 
sable pour  prévenir  la  dispersion  des  conceptions  hu- 
maines. 

Telle  est  la  manière  dont  je  conçois  la  destination  de 
la  philosophie  positive  dans  le  système  général  des 
sciences  positives  proprement  dites.  Tel  est,  du  moins, 
le  but  de  ce  cours. 

Maintenant  que  j'ai  essayé  de  déterminer,  aussi  exac- 
tement qu'il  m'a  été  possible  de  le  faire,  dans  ce  premier 
aperçu,  l'esprit  général  d'un  cours  de  philosophie  posi- 
tive, je  crois  devoir,  pour  imprimer  à  ce  tableau 
tout  son  caractère,  signaler  rapidement  les  principaux 
avantages  généraux  que  peut  avoir  un  tel  travail,  si  les 
conditions  essentielles  en  sont  convenablement  rem- 
plies, relativement  aux  progrès  de  l'esprit  humain.  Je 
réduirai  ce  dernier  ordre  de  considérations  à  Findica- 
tion  de  quatre  propriétés  fondamentales. 

Premièrement  l'étude  de  la  philosophie  positive,  en  ; 
considérant  les  résultats  de  l'activité  de  nos  facultés  in- 
tellectuelles, nous  fournit  le  seul  vrai  moyen  rationnel 
de  mettre  en  évidence  les  lois  logiques  de  l'esprit 
humain,  qui  ont  été  recherchées  jusqu'ici  par  des  voies 
si  peu  propres  à  les  dévoiler. 

l*our   expliquer    convenablement   ma    pensée    à  cet 
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ég-ard,  je  dois  d'abord  rappeler  une  conception  philoso- 
phique de  la  plus  haute  importance,  exposée  par  M.  de 
IMainville  dans  la  belle  introduction  de  ses  Principes 
f/pnévaux  d'anatomie  comparée.  Elle  consiste  en  ce  que 
loul  être  actif,  et  spécialement  tout  être  vivant,  peut 
être  étudié,  dans  tous  ses  phénomènes,  sous  deux  rap- 
ports fondamentaux,  sous  le  rapport  statique  et  sous  le 
rapport  dynamique,  c'est-à-dire  comme  apte  à  agir  ot 
comme  agissant  effectivement.  Il  est  clair,  en  effet,  (jue 
loutes  les  considérations  qu'on  pourra  présenter  runtre- 
r(»nt  nécessairement  dans  l'un  ou  l'autre  mode.  Appli- 
quons cette  lumineuse  maxime  fondamentale  à  l'étude 
(les  fonctions  intellectuelles. 

Si  l'on  envisage  ces  fonctions  sous  le  point  de  vue 
statique,  leur  étude  ne  peut  consister  que  dans  la 
détermination  des  conditions  organiques  dont  elles 
dépendent  :  elle  forme  ainsi  une  partie  essentielle  de 
Tanatomie  et  de  la  physiologie.  En  les  considérant  sous 
le  point  de  vue  dynamique,  tout  se  réduit  à  étudier  la 
marche  effective  de  Ti'spril  humain  en  exercice,  par 
I  examen  des  procédés  réellement  employés  y^ww  (d)tenir 
les  diverses  connaissances  exactes  (ju'il  a  déjà  ac(iuis«'s, 
ce  qui  constitue  essentiellement  I  objet  général  iV'  la 
philosophie  positive,  ainsi  que  je  l'ai  définie  dans  ce 
discours.  En  un  mot.  regardant  toutes  les  lluMuies  scien- 
lifiques  comnn»  autaiil  de  grands  faits  lui:i(jues,  c'est 
uniquement  par  l'observaticni  approfondie  de  ces  faits 
qu'on  peut  s'élever  à  la  connaissance  des  lois  logi- 
(|nes. 

Telles  sont  évidemment   les  diiix  sriiU's  soit'sgéiié- 
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raies,  complémentaires  Tune  de  Tautre,  par  lesquelles 
011  puisse  arriver  à  quelques  notions  rationnelles  véri- 
tables sur  les  phénomènes  intellectuels.  On  voit  que, 
sous  aucun  rapport,  il  n'y  a  place  pour  cette  psycho- 
logie illusoire,  dernière  transformation  de  la  théologie, 
qu'on  tente  si  vainement  de  ranimer  aujourd'hui,  et 
qui,  sans  s'inquiéter  ni  de  l'étude  physiologique  de  nos 
organes  intellectuels,  ni  de  l'observation  des  procédés 
rationnels  qui  dirigent  effectivement  nos  diverses  re- 
cherches scientifiques,  prétend  arriver  à  la  découverte 
des  lois  fondamentales  de  l'esprit  humain,  en  le  con- 
templant en  lui-même,  c'est-à-dire  en  faisant  complète- 
ment abstraction  et  des  causes  et  des  effets. 

La  prépondérance  de  la  philosophie  positive  est  suc- 
cessivement devenue  telle  depuis  Bacon  ;  elle  a  pris  au- 
jourd'hui, indirectement,  un  si  grand  ascendant  sur  les 
esprits  même  qui  sont  demeurés  les  plus  étrangers  à 
son  immense  développement,  que  les  métaphysiciens 
livrés  à  l'étude  de  notre  intelligence  n'ont  pu  espérer  de 
ralentir  la  décadence  de  leur  prétendue  science  qu'en  se 
ravisant  pour  présenter  leurs  doctrines  comme  étant 
aussi  fondées  sur  l'observation  des  faits.  A  cette  fin,  ils 
ont  imaginé,  dans  ces  derniers  temps,  de  distinguer,  par 
une  subtilité  fort  singulière,  deux  sortes  d'observations 
d'égale  importance,  l'une  extérieure,  l'autre  intérieure, 
et  dont  la  dernière  est  uniquement  destinée  à  l'étude  des 
phénomènes  intellectuels.  Ce  n'est  point  ici  le  lieu 
d'entrer  dans  la  discussion  spéciale  de  ce  sophisme  fon- 
damental. Je  dois  me  borner  à  indiquer  la  considération 
j»rirKi])ale  qui  prouve   clairement  que   cette  prétendue 
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(•unleniplatioii  direcle  de  l'esprit  par  lui-même  est  mie 
pure  illusion. 

On  croyait,  il  y  a  encore  peu  de  temps,  avoir  expliqué 
la  vision,  en  disant  que  l'action  lumineuse  des  corps 
détermine  sur  la  rétine  des  tableaux  représentatifs  des 
formes  et  des  couleurs  extérieures.  A  cela  les  plivsiolo- 
gistes  ont  objecté  avec  raison  que,  si  c'était  comme 
inutf/f's  qu'agissaient  les  impressions  lumineuses,  il  fau- 
«liait  un  autre  œil  pour  les  regarder.  N'en  est-il  pas 
ciicoie  plus  fortement  de  même  dans  le  cas  présent? 

Il  est  sensible,  en  effet,  que,  par  une  nécessité'  invin- 
cible, l'esprit  humain  peut  observer  directement  tous  les 
phénomènes,  excepté  les  siens  propres.  Car,  par  (jui 
sciait  faite  l'observation?  On  conçoit,  relativement  aux 
j)henomènes  moraux,  que  F  homme  puisse  s'observer 
lui-même  sous  le  rapport  des  passions  (jui  l'animcnl. 
|)ar  cette  raison  anatomi<[ue,  que  les  organes  qui  en  sont 
le  siège  sont  distincts  de  ceux  destinés  aux  fonctions 
)bservalrices.  Encore  même  (jue  chacun  ait  ru  occasion 
le  faire  sui'  lui  (h'  telles  remarques,  elles  ne  sauraient 
videnmient  avoir  jamais  une  grande  importance  scien- 
lilitjuc.  cl  le  meilleur  moyen  de  coiniaître  les  passi(»ns 
sera-l-il  hjujours  de  les  observer  en  (h'hoi's;  cai  lonl 
«Hat  de  passion  très  prcjnuncé,  c'est-à-dire  précisément 
celui  qu'il  serait  le  |)lus  essentiel  d'examiner,  est  néces- 
saireincnl  incompatible  avec  l'état  d'observation.  .Mais, 
quant  à  observer  de  la  même  manière  les  j)lienomenes 
intellectuels  pendant  qu'ils  s'exécutent,  il  y  a  impossi- 
hililc  manifeste.  Lindividn  pensant  iic  saurait  se  par- 
laiicr  en  deu.\.  dniil  l'un  iais(»niiciail ,  tandis  ijWf  lautrc 
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regarderait  raisonner.  L'organe  observé  et  l'organe 
observateur  étant,  clans  ce  cas,  identiques,  comment 
l'observation  pourrait-elle  avoir  lieu? 

Cette  prétendue  méthode  psychologique  est  donc  ra- 
dicalement nulle  dans  son  principe.  Aussi,  considérons 
à  quels  procédés  profondément  contradictoires  elle  con- 
duit immédiatement  !  D'un  côté,  on  vous  recommande 
de  vous  isoler,  autant  que  possible,  de  toute  sensation 
extérieure,  il  faut  surtout  vous  interdire  tout  travail  in- 
tellectuel ;  car,  si  vous  étiez  seulement  occupés  à  faire 
le  calcul  le  plus  simple,  que  deviendrait  l'observation 
intérieure?  D'un  autre  côté,  après  avoir,  enfin,  à  force 
de  précautions,  atteint  cet  état  parfait  de  sommeil  intel- 
lectuel, vous  devrez  vous  occuper  à  contempler  les  opé- 
rations qui  s'exécuteront  dans  votre  esprit  lorsqu'il  ne 
s'y  passera  plus  rien  !  Nos  descendants  verront  sans 
doute  de  telles  prétentions  transportées  un  jour  sur  la 
scène. 

Les  résultats  d'une  aussi  étrange  manière  de  procéder 
sont  parfaitement  conformes  au  principe.  Depuis  deux 
mille  ans  que  les  métaphysiciens  cultivent  ainsi  la  psy- 
chologie, ils  n'ont  pu  encore  convenir  d'une  seule  pro- 
position intelligible  et  solidement  arrêtée.  Ils  sont, 
même  aujourd'hui,  partagés  en  une  multitude  d'écoles  • 
qui  disputent  sans  cesse  sur  les  premiers  éléments  de 
leurs  doctrines.  \J observation  intérieure  engendre  presque 
autant  d'opinions  divergentes  qu'il  y  a  d'individus 
croyant  s'y  livrer. 

Les  véritables  savants,  les  hommes  voués  aux  études 
positives,  en  sont  encore  à  demander  vainement  à  ces 
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psycholog"ues  de  citer  une  seule  découverte  réelle, 
grande  ou  petite,  qui  soit  due  a  cette  méthode  si  vantée. 
Ce  n'est  pas  à  dire  pour  cela  que  tous  leurs  travaux  aient 
été  absolument  sans  aucun  résultat  relativement  aux  pro- 
grès généraux  de  nos  connaissances,  indépendamment 
du  service  éminent  qu'ils  ont  rendu  en  soutenant  l'acti- 
vité de  notre  intelligence,  à  l'époque  où  elle  ne  pouvait 
pas  avoir  d'aliment  plus  substantiel.  Mais  on  peut  affir- 
mer que  tout  ce  qui,  dans  leurs  écrits,  ne  consiste  pas, 
suivant  la  judicieuse  expression  d'un  illustre  philosophe 
positif  (M.  Cuvier),  en  métaphores  prises  pour  des  rai- 
sonnements, et  présente  quelque  notion  véritable,  au 
lieu  de  provenir  de  leur  prétendue  méthode,  a  été  ob- 
tenu par  des  observations  effectives  sur  la  marche  de 
l'esprit  humain,  auxquelles  a  dû  donner  naissance,  de 
temps  à  autre,  le  développement  des  sciences.  Encore 
même,  ces  notions  si  clair-semées,  proclamées  avec  tant 
«l'emphase,  et  qui  ne  sont  dues  qu'à  l'infidélité  des  psy- 
chologues à  leur  prétendue  méthode,  se  trouvent-elles 
le  plus  souvent  ou  fort  exagérées,  ou  très  incomplètes, 
et  bien  inférieures  aux  remanjues  déjà  faites  sans  os- 
tentation par  les  savants  sur  les  procèdes  (ju'ils  em- 
ploient. H  serait  aisé  d'en  citer  des  exemples  frappants, 
si  je  ne  craignais  d'accoider  ici  trop  d'extension  à  une 
telle  discussion  :  vovez,  entie  aniies.  ce  «jui  est  airivé 
pour  la  théorie  des  signes. 

Les  considérations  que  je  viens  d'indicpier.  relative- 
ment à  la  science  logique,  sont  encore  plus  manifestes, 
«juand  (ni  les  transporte  à  l'art  logicpie. 

JMi  f'ftet.  I(tis(|n'il  s'ajiil.    non-sculnnenl  dr  sa\oii-  ce 
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que  c'est  que  la  méthode  positive  ,  mais  d'en  avoir  une 
connaissance  assez  nette  et  assez  profonde  pour  en 
pouvoir  faire  un  usage  effectif,  c'est  en  action  qu'il  faut 
la  considérer;  ce  sont  les  diverses  grandes  applications 
déjà  vérifiées  que  l'esprit  humain  en  a  faites  qu'il  con- 
vient d'étudier.  En  un  mot,  ce  n'est  évidemment  que  par 
l'examen  philosophique  des  sciences  qu'il  est  possible 
d  V  parvenir.  La  méthode  n'est  pas  susceptible  d'être 
étudiée  séparément  des  recherches  oii  elle  est  employée; 
ou,  du  moins,  ce  n'est  là  qu'une  étude  morte,  incapable  ; 
de  féconder  l'esprit  qui  s'y  livre.  Tout  ce  qu'on  en  peut 
dire  de  réel,  quand  on  l'envisage  abstraitement,  se  ré- 
duit à  des  généralités  tellement  vagues  qu'elles  ne  sau- 
raient avoir  aucune  influence  sur  le  régime  intellectuel. 
Lorsqu'on  a  bien  établi,  en  thèse  logique,  que  toutes 
nos  connaissances  doivent  être  fondées  sur  l'observa- 
tion, que  nous  devons  procéder  tantôt  des  faits  aux 
principes,  et  tantôt  des  principes  aux  faits,  et  quelques 
autres  aphorismes  semblables,  on  connaît  beaucoup 
moins  nettement  la  méthode  que  celui  qui  a  étudié, 
d'une  manière  un  peu  approfondie,  une  seule  science 
positive,  même  sans  intention  philosophique.  C'est  pour 
avoir  méconnu  ce  fait  essentiel  que  nos  psychologues 
sont  conduits  à  prendre  leurs  rêveries  pour  de  la 
science,  croyant  comprendre  la  méthode  positive  pour 
avoir  lu  les  préceptes  de  Bacon  ou  le  discours  de  Des- 
cartes. 

J'ignore  si,  plus  tard,  il  deviendra  possible  de  faire 
à  priori  un  véritable  cours  de  méthode  tout-à-fait  indé- 
pendant (le  l'étude  philosophique  des  sciences  ;  mais  je 
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suis  bien  convaincu  que  cela  est  inexécutable  aujour- 
d'bui,  les  grands  procédés  logiques  ne  pouvant  encore 
être  expliqués  avec  la  précision  suffisante  séparément 
de  leurs  applications.  J'ose  ajouter,  en  outre,  que  lors 
même  qu'une  telle  entreprise  pourraitêtre  réalisée  dans 
la  suite,  ce  qui,  en  effet,  se  laisse  concevoir,  ce  ne  serait 
jamais  néanmois  que  par  l'étude  des  applications  régu- 
lières des  procédés  scientifiques  qu'on  pourrait  parvenir 
à  se  former  un  bon  système  d'habitudes  intellectuelles; 
ce  qui  est  pourtant  le  but  essentiel  de  l'étude  de  la  mé- 
thode. Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce 
moment  sur  un  sujet  qui  reviendra  fréquemment  dans 
toute  la  durée  de  ce  cours,  et  à  l'égard  duquel  je  pié- 
senterai  spécialement  de  nouvelles  considérations  dans 
la  prochaine  leçon. 

Tel  doit  être  le  premier  grand  résultat  direct  de  la 
philosophie  positive,  la  manifestation  par  expérience 
(les  lois  que  suivent  dans  leur  accomj)lissement  nos  fonc- 
tions intellectuelles,  et,  par  suite,  la  connaissance  pré- 
cis«'  des  règles  générales  convenables  |)our  procéder  sû- 
rement à  la  recherche  de  la  vérité. 

l'ne  seconde  conséquence,  non  moins  imptJrtante,  et 
d'un  intérêt  bi<'n  plus  piessant,  qu'est  nécessairement 
destiné  à  produire  aujourd'hui  l'établissement  de  la  phi- 
losophie positive  définie  dans  re  discours,  c'est  de  pré- 
sider à  la  refonte  générale  de  notre  système  d"«'dn('a- 
tion. 

I^n  effet,  déjà  les  bons  esprits  reconnaissent  unani- 
mement la  nécessité  de  i-emplaeer  notre  éducation 
europé(;nne,  encore  essentitdlemenl  llieiditiiiquc.  meta- 
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physique  et  littéraire,  par  une  éducation  positive,  con- 
forme à  l'esprit  de  notre  époque,  et  adaptée  aux  besoins 
de  la  civilisation  moderne.  Les  tentatives  variées  qui  se 
sont  multipliées  de  plus  en  plus  depuis  un  siècle,  parti- 
culièrement dans  ces  derniers  temps,  pour  répandre  et 
pour  augmenter  sans  cesse  l'instruction  positive,  et 
auxquelles  les  divers  gouvernements  européens  se  sont 
toujours  associés  avec  empressement  quand  ils  n'en  ont 
pas  pris  l'initiative,  témoignent  assez  que,  de  toutes 
parts,  se  développe  le  sentiment  spontané  de  cette  né- 
cessité. Mais,  tout  en  secondant  autant  que  possible 
ces  utiles  entreprises,  on  ne  doit  pas  se  dissimuler  que, 
dans  l'état  présent  de  nos  idées,  elles  ne  sont  nullement 
susceptibles  d'atteindre  leur  but  principal,  la  régéné- 
ration fondamentale  de  l'éducation  générale.  Car  la 
spécialité  exclusive,  l'isolement  trop  prononcé  qui  ca- 
ractérisent encore  notre  manière  de  concevoir  et  de  cul- 
tiver les  sciences,  influent  nécessairement  à  un  haut 
degré  sur  la  manière  de  les  exposer  dans  l'enseigne- 
ment. Qu'un  bon  esprit  veuille  aujourd'hui  étudier  les 
principales  branches  de  la  philosophie  naturelle,  afin  de 
se  former  un  système  général  d'idées  positives,  il  sera 
obligé  d'étudier  séparément  chacune  d'elles  d'après  le 
même  mode  et  dans  le  même  détail  que  s'il  voulait  de- 
venir spécialement  ou  astronome,  ou  chimiste,  etc.;  ce 
qui  rend  une  telle  éducation  presque  impossible  et  né- 
cessairement fort  imparfaite,  même  pour  les  plus  hautes 
intelligences  placées  dans  les  circonstances  les  plus  fa- 
vorables. Une  telle  manière  de  procéder  serait  donc 
tout-à-fait  chimérique,  relativement  à  l'éducation  gêné- 
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raie.  Et  néanmoins  celle-ci  exige  absolument  un  ensem- 
ble de  conceptions  positives  sur  toutes  les  grandes  clas- 
ses de  phénomènes  naturels.  C'est  un  tel  enseml)le  qui 
doit  devenir  désormais,  sur  une  échelle  plus  ou  moins 
étendue,  même  dans  les  masses  populaires,  la  base  per- 
manente de  toutes  les  combinaisons  humaines  :  qui  doit, 
cTi  un  mol,  constituer  l'esprit  général  de  nos  d*escen- 
(lanls.  Pour  que  la  philosophie  naturelle  puisse  achever 
la  régénération,  déjà  si  préparée,  de  notre  système  iiih»l- 
lecliiel,  il  est  donc  indispensable  qu«'  b's  différentes 
sciences  dont  elle  se  compose,  présentées  à  toutes  les 
intelligences  comme  les  diverses  branches  d'un  Iroiic 
unique,  soient  réduites  d'abord  à  ce  (jui  constitue  leur 
esprit,  c'est-à-dire,  à  leurs  méthodes  principales  et  à 
leurs  résultats  les  plus  importants.  Ce  n'est  qu'ainsi  (jue 
l'enseignement  des  sciences  peut  devenir  parmi  nous  la 
base  d'une  nouvelle  éducation  générale  vraiment  ration- 
nelle. Qu'ensuite  à  cette  instruction  fondamentale  s'a- 
joutent les  diverses  études  scientifiques  spéciales,  cor- 
respondantes aux  diverses  éducations  spéciales  qui  doi- 
vent succédera  l'édiication  générale,  cela  ne  peutévidem- 
ment  être  mis  en  doute.  Mais  la  considération  essen- 
lielle  (|ue  j'ai  voulu  indiquer  ici  consiste  en  ce  que  tou- 
tes ces  spécialités,  même  |)énil)lement  accunuilées,  se- 
raient nécessairement  insuffisantes  pour  renouveler 
réellement  le  système  de  notre  éducation,  si  elles  ne  le- 
|)(»saient  sui'  la  base  préalable  de  cet  enseignement  gé- 
néral, résultat  direct  de  la  phil(»sophie  positive  définie 
dans  ce  discours. 

N(Ui  seulement  l'étude  spéciale  des  généralités  scien- 
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tifiqiios  est  destinée  à  réorganiser  l'éducation,  mais  elle 
doit  aussi  contribuer  aux  progrès  particuliers  des  di- 
verses sciences  positives  ;  ce  qui  constitue  la  troisième 
propriété  fondamentale  que  je  me  suis  proposé  de  si- 
gnaler. 

En  effet,  les  divisions  que  nous  établissons  entre  nos 
sciences,  sans  être  arbitraires,  comme  quelques-uns  le 
croyent,  sont  essentiellement  artificielles.  En  réalité,  le 
sujet  de  toutes  nos  recherches  est  un  ;  nous  ne  le  parta- 
geons que  dans  la  vue  de  séparer  les  difficultés  pour  les 
mieux  résoudre.  Il  en  résulte  plus  d'une  fois  que,  con- 
trairement à  nos  répartitions  classiques,  des  questions 
importantes  exigeraient  une  certaine  combinaison  de 
plusieurs  points  de  vue  spéciaux,  qui  ne  peut  guère  avoir 
lieu  dans  la  constitution  actuelle  du  monde  savant  ;  ce 
qui  expose  à  laisser  ces  problèmes  sans  solution  beau- 
coup plus  longtemps  qu'il  ne  serait  nécessaire.  Un  tel 
inconvénient  doit  se  présenter  surtout  pour  les  doctrines 
les  plus  essentielles  de  chaque  science  positive  en  parti- 
culier. On  en  peut  citer  aisément  des  exemples  très  mar- 
quants, que  je  signalerai  soigneusement,  à  mesure  que 
le  développement  naturel  de  ce  cours  nous  les  présen- 
tera. 

J'en  pourrais  citer,  dans  le  passé,  un  exemple  éminem- 
ment mémorable,  en  considérant  l'admirable  conception 
de  Descartes  relative  à  la  géométrie  analytique.  Cette 
découverte  fondamentale,  qui  a  changé  la  face  de  la 
science  mathématique,  et  dans  laquelle  on  doit  voir  le 
véritable  germe  de  tous  les  grands  progrès  ultérieurs, 
qu'est-elle  autre  chose  que  le  résultat  d'un  rapproche- 
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ment  établi  outre  deux  sciences,  conçues  jusqu'alurs 
d'une  manière  isolée?  Mais  l'observation  sera  plus  déci- 
sive en  la  faisant  porter  sur  des  questions  encore  pen- 
dantes. 

Je  me  bornerai  ici  à  choisir  dans  lachimif  la  iloclrine 
si  importante  des  proportions  définies.  Certainement,  la 
mémorable  discussion  élevée  de  nos  jours,  relativement 
au  principe  fondamental  de  cette  théorie,  ne  saurait  en- 
core, quelles  que  soient  les  apparences,  être  regardée 
comme  irrévocablement  terminée.  Car,  ce  n'est  pas  là, 
ce  me  semble,  une  simple  question  de  chimie.  Je  crois 
pouvoir  avancer  que,  pour  obtenir  à  cet  égard  une  déci- 
sion vraiment  définitive,  c'est-à-dire,  pour  déterminer 
si  nous  devons  regarder  comme  une  loi  de  la  nature  que 
les  mfdécules  se  combinent  nécessairement  en  nombres 
fixes,  il  sera  indispensable  de  reunir  le  point  de  vue  chi- 
mique avec  le  point  de  vue  physiologique.  Ce  qui  l'indi- 
que, c'est  ({ue,  de  l'aveu  même  des  illustres  chimistes 
qui  ont  le  plus  puissamment  contribué  à  la  formation  de 
cette  doctrine,  on  peut  dire  tout  au  plus  (ju'elle  se  vérifie 
constamment  dans  la  composition  tles  corps  inorgani- 
ques ;  mais  elle  se  trouve  au  moins  aussi  constamment 
en  défaut  dans  les  composés  organiques,  auxquels  il 
semble  jus(ju'à  présent  loul-à-fail  impossible  de  l'éten- 
dre. Or,  avant  d'ériger  celte  théorie  vn  un  princi()e  réel- 
lenieiil  fondamental,  ne  faudra-t-il  pas  d'abord  s'être 
rendu  compte  de  cette  immense  exception  .'  N»'  tiefuirait- 
elle  pas  à  ce  même  caractère  général,  propre  à  tous  les 
corps  organisés,  (jui  fait  (jue,  dans  aucun  «le  l»'uis  phé- 
nomènes, il  n"\  a  lieu   à  concevoir  «h's  nombres  inva- 
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riablcs  ?  Quoi  qu'il  en  soit ,  un  ordre  tout  nouveau  de  con- 
sidérations, appartenant  également  à  la  chimie  et  à  la 
physiologie  ,  est  évidemment  nécessaire  pour  décider 
finalement,  d'une  manière  quelconque,  cette  grande 
question  de  philosophie  naturelle. 

Je  crois  convenable  d'indiquer  encore  ici  un  second 
exemple  de  même  nature,  mais  qui,  se  rapportant  à  un 
sujet  de  recherches  bien  plus  particulier,,  est  encore  plus 
concluant  pour  montrer  l'importance  spéciale  de  la  phi- 
losophie positive  dans  la  solution  des  questions  qui  exi- 
gent la  combinaison  de  plusieurs  sciences.  Je  le  prends 
aussi  dans  la  chimie.  Il  s'agit  de  la  question  encore  indé- 
cise, qui  consiste  à  déterminer  si  l'azote  doit  être  re- 
gardé, dans  l'état  présent  de  nos  connaissances,  comme 
un  corps  simple  ou  comme  un  corps  composé.  Vous 
savez  par  quelles  considérations  purement  chimiques 
l'illustre  Berzélius  est  parvenu  à  balancer  l'opinion  de 
presque  tous  les  chimistes  actuels,  relativement  à  la  sim- 
plicité de  ce  gaz.  Mais  ce  que  je  ne  dois  pas  négliger  de 
faire  particulièrement  remarquer,  c'est  l'influence  exer- 
cée à  ce  sujet  sur  l'esprit  de  M.  Berzélius,  comme  il  en 
fait  lui-même  le  précieux  aveu,  par  cette  observation 
physiologique,  que  les  animaux  qui  se  nourrissent  de 
matières  non  azotées  renferment  dans  la  composition  de 
leurs  tissus  tout  autant  d'azote  que  les  animaux  carni- 
vores. Il  est  clair,  en  effet,  d'après  cela,  que  pour  déci- 
der réellement  si  l'azote  est  ou  non  un  corps  simple,  il 
faudra  nécessairement  faire  intervenir  la  physiologie,  et 
combiner  avec  les  considérations  chimiques  proprement 
dites    une    série  de  recherches  neuves  sur  la  relation 
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«Mitre    la   compusiliun   des  cor[)s    vivants  et  leur   mudi' 
(i'alimeutalion. 

II  serait  mainleiiant  supertlu  de  niultipliei*  davantage 
les  exemples  de  ces  problèmes  de  nature  multiple,  qui  ne 
sauraient  être  résolus  que  par  l'intime  combinaison  de 
plusieurs  sciences  cultivées  aujourd'hui  d'une  manière 
tout  à  fait  indépendante.  Ceux  que  je  viens  de  citer  suf- 
fisent pour  faire  sentir,  en  général,  i'iinj)ortance  de  la 
jonction  que  doit  remplir  dans  le  perfectioimement  de 
chaque  science  naturelle  en  particulier  la  philosophie 
positive,  immédiatement  destinée  à  organiser  d  une 
manière  permanente  de  telles  combinaisons,  qui  ne 
pourraient  se  former  convenablement  sans  elle. 

Enfin,  une  (juatrième  et  dernière  propriété  fondamen- 
tale que  je  dois  faire  remarquer  dès  ce  moment   dans  ce 
<|ue  jai  appelé  la  philosophie  positive,  et  qui    doit    sans 
doute  lui  mériter  plus  (jue  toute  autre  lattention   géné- 
rale, puisqu'elle  est  aujourd'hui  la  plus  importante  pour 
la  pratique,  c'est  qu'elle  peut  être  considérée  comme  la 
seule  base  solide  de  la  reorganisation    sociale   qui    doit 
terminer  l'étal  de  crise  dans  lequel  se  trouvent  depuis  si 
longtemps  les  nations  les   plus  civilisées.    La  dernière 
partie  de  ce  cours  sera  spécialement  consîici-ee  a  établir 
<«*lte    proposition,    en    la   développant    dans    tout»-    son 
étendue.  Mais  l'esiiuisse  générale  du  giand  tableau  «pie 
j'ai  entrepris  d'indiquei*    dans   ce  discours  mancjuerait 
d  im  de  ses  éléments  les  plus  caractéristiques,  si  je  né- 
gligeais de  signaler  ici   une  considération   aussi  essen- 
li.dle. 

Quehjues  rélîexions  i)ieii  sim|»les  suffimnl  j»nnr  jnsli- 
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fier  ce  qu'une  telle  qualification  parait  d'abord  présenter 
de  trop  ambitieux. 

Ce  n'est  pas  aux  lecteurs  de  cet  ouvrage  que  je  croi- 
rai jamais  devoir  prouver  que  les  idées  gouvernent  et 
bouleversent  le  monde,  ou,  en  d'autres  termes,  que  tout 
le  mécanisme  social  repose  finalement  sur  des  opinions. 
Ils  savent  surtout  que  la  grande  crise  politique  et  mo-  ^ 
raie  des  sociétés  actuelles  tient,  en  dernière  analyse,  à 
l'anarchie  intellectuelle.  Notre  mal  le  plus  grave  con- 
siste, en  effet,  dans  cette  profonde  divergence  qui  existe 
maintenant  entre  tous  les  esprits  relativement  à  toutes 
les  maximes  fondamentales  dont  la  fixité  est  la  première 
condition  d'un  véritable  ordre  social.  Tant  que  les  intel- 
ligences individuelles  n'auront  pas  adhéré  par  un  assenti- 
ment unanime  à  un  certain  nombre  d'idées  générales 
capables  de  former  une  doctrine  sociale  commune,  on 
ne  peut  se  dissimuler  que  l'état  des  nations  restera,  de 
toute  nécessité,  essentiellement  révolutionnaire,  malgré 
tous  les  palliatifs  politiques  qui  pourront  être  adoptés, 
et  ne  comportera  réellement  que  des  institutions  provi- 
soires. Il  est  également  certain  que  si  cette  réunion  des 
esprits  dans  une  même  communion  de  principes  peut  ] 
une  fois  être  obtenue,  les  institutions  convenables  en 
découleront  nécessairement,  sans  donner  lieu  à  aucune  se- 
cousse grave,  le  plus  grand  désordre  étant  déjà  dissipé  ; 
par  ce  seul  fait.  C'est  donc  là  que  doit  se  porter  princi- 
palement l'attention  de  tous  ceux  qui  sentent  l'impor- 
tance d'un  état  de  choses  vraiment  normal. 

Maintenant,  du  point  de  vue  élevé  où  nous  ont  placés 
graduellement    les    diverses    considérations   indiquées 
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clans  ce  discours,  il  osl  aisé  à  la  fois  ol  de  caractériser 
nettement  dans  son  intime  profondeur  l'état  présent  des 
sociétés,  et  d'en  déduire  par  quelle  voie  on  peut  le  chan- 
ger essentiellement.  En  me  rattachant  à  la  loi  fonda- 
mentale énoncée  au  commencement  de  ce  discours,  je 
crois  pouvoir  résumer  exactement  toutes  les  observa- 
tions relatives  à  la  situation  actuelle  de  la  société,  en  di- 
sant simplement  que  le  désordre  actuel  des  intelligences 
tient,  en  dernière  analyse,  à  l'emploi  simultané  des 
trois  philosophies  radicalement  incompatibles  :  la  phi- 
losophie théologique,  la  philosophie  métaphysique  et  la 
philosophie  positive.  Il  est  clair,  en  effet,  que  si  l'une 
quelconque  de  ces  trois  philosophies  obtenait  en  réalité 
une  préj)ondérance  universelle  et  complète,  il  \  auiait 
un  ordre  social  déterminé,  tandis  que  le  mal  consiste 
surtout  dans  l'absence  de  toute  véritable  organisation. 
C'est  la  co-existence  de  ces  trois  philosophies  opposées 
qui  empêche  absolument  de  s'entendre  sur  aurim  point 
essentiel.  Or,  si  cette  manièn'  de  voir  est  exacte,  il  in' 
s'agit  plus  que  de  savoir  laquelle  des  trois  philosophies 
peut  et  doit  prévaloir  pai'  la  nature  des  choses;  Ion! 
homme  sensé  devra  ensuit(\  (juelles  (ju'aieiil  pu  èlre, 
avant  l'analvse  de  la  ([uestion,  ses  opinions  [)arti(U- 
lii'res,  s'efforcer  de  concourir  k  son  triomjdn'.  Lu  ir- 
cherche  étant  une  fois  réduit<«  à  ces  termes  simples,  elle 
ne  paraît  pas  devoir  rester  longtemps  incfilaine;  car  il 
est  évident,  par  toutes  sortes  de  raisons  dont  j  ai  indi- 
qué dans  ce  discours  quehjues-unes  des  principales,  que 
la  philosophie  positive  est  seule  destinée  h  prévaloir  se- 
hui  le  cours  ordinaire  des  choses.  Seule  elle  a  été,  de- 
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puis  une  longue  suite  de  siècles,  constamment  en  pro- 
grès, tandis  que  ses  antagonistes  ont  été  constamment 
en  décadence.  Que  ce  soit  à  tort  ou  à  raison,  peu  im- 
porte; le  fait  général  est  incontestable,  et  il  suffit.  On 
peut  le  déplorer,  mais  non  le  détruire,  ni  par  conséquent 
le  négliger,  sous  peine  de  ne  se  livrer  qu'à  des  spécula- 
tions illusoires.  Cette  révolution  générale  de  l'esprit 
humain  est  aujourd'hui  presque  entièrement  accompHe  : 
il  ne  reste  plus,  comme  je  l'ai  expliqué,  qu'à  compléter 
la  philosophie  positive  en  y  comprenant  l'étude  des 
phénomènes  sociaux,  et  ensuite  à  la  résumer  en  un  seul 
corps  de  doctrine  homogène.  Quand  ce  double  travail  sera 
suffisamment  avancé,  le  triomphe  définitif  de  la  philo- 
sophie positive  aura  lieu  spontanément  et  rétablira 
l'ordre  dans  la  société.  La  préférence  si  prononcée  que 
presque  tous  les  esprits,  depuis  les  plus  élevés  jus- 
qu'aux plus  vulgaires,  accordent  aujourd'hui  aux  con- 
naissances positives  sur  les  conceptions  vagues  et  mys- 
tiques, présage  assez  l'accueil  que  recevra  cette  philo- 
sophie, lorsqu'elle  aura  acquis  la  seule  qualité  qui  lui 
manque  encore,  un  caractère  de  généralité  convenable. 
En  résumé,  la  philosophie  théologique  et  la  philoso- 
phie métaphysique  se  disputent  aujourd'hui  la  tâche, 
Irop  supérieure  aux  forces  de  l'une  et  de  l'autre,  de 
réorganiser  la  société  :  c'est  entre  elles  seules  que  sub- 
siste encore  la  lutte,  sous  ce  rapport.  La  philosophie  po- 
sitive n'est  intervenue  jusqu'ici  dans  la  contestation  que 
pour  les  critiquer  toutes  deux,  et  elle  s'en  est  assez  bien 
acquittée  pour  les  discréditer  entièrement.  Mettons-la 
cnliii  en  état  de  prendre  un  rôle  actif,  sans  nous  inquiéter 
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plus  lonp^tomps  deilébats  devenus  inutiles.  Cumplétaiit  la 
vaste  opération  intellectuelle  commencée  par  Bacon,  par 
Descartes  et  par  Galilée,  construisons  directement  le  sys- 
tème d'idées  g^énérales  que  cette  philosophie  est  désor- 
mais destinée  à  faire  indéfiniment  prévaloir  dans  l'espèce 
humaine,  et  la  crise  révolutionnaire  qui  tourmenlc  |(;s 
peuples  civilisés  sera  essentiellement  terminée. 

Tels  sont  les  quatre  points  de  vue  principaux  sous 
lesquels  j'ai  cru  devoir  indicjuer  dès  ce  moment  l'in- 
thiencc  salutaire  de  la  philosophie  positive,  pour  servi i 
de  complément  essentiel  à  la  définition  générale  que  j'ai 
essayé  d'en  (exposer. 

Asant  de  terminer, je  désire  appeler  un  inslaiil  lal- 
tention  sur  une  dernière  réflexion  qui  me  semble  conve- 
nable pour  éviter,  autant  que  possible,  qu'on  se  forme 
d'avance  une  opinion  erronée  de  la  nature  de  ce  cours. 

En  assignant  pour  but  à  la  philosophie  po.sitive  de 
résumer  en  un  seul  corps  de  doctrine  homogènr  l'en- 
semble de'S  coFHiaissances  acquises,  relativement  aux 
différents  ordres  de  phénomèiH'S  naturels,  il  était  loin 
^\r  ma  pensée  de  vouloir  procéchn-  à  l'élud»'  ^^énéialc  de 
ces  phénomènes  en  b-s  considérant  tous  coinnn'  drs 
effets  divers  d'un  principe  uni(|ue,  comnir  assujettis  à 
nnc  seule  et  même  loi.  Quoique  je  doive  trait»!-  sjiécia- 
lement  cette  question  duns  la  prochaine  leron,  jr  crois 
devoir,  dès  à  présent,  m  faire  la  déclaration,  alin  de 
prévenir  les  reproches  très  mal  fondés  que  pouiTai<*nl 
m  adresser  ceux  (jui,  sui-  un  tau.v  apeicn,  classeraient 
ce  cours  parmi  ces  tentatives  d'e.xplicatiiui  universelle 
•  pion    \oil   éclore  jonniellemenl    d»     la    paît    »l  esprits 
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entièrement  étrangers  aux  méthodes  et  aux  connais- 
sances scientifiques.  Une  s'agit  ici  de  rien  de  semblable  ; 
et  le  développement  de  ce  cours  en  fournira  la  preuve 
manifeste  à  tous  ceux  chez  lesquels  les  éclaircissements 
contenus  dans  ce  discours  auraient  pu  laisser  quelques 
doutes  à  cet  égard. 

Dans  ma  profonde  conviction  personnelle,  je  consi- 
dère ces  entreprises  d'explication  universelle  de  tous  les 
phénomènes  par  une  loi  unique  comme  éminemment 
chimériques,  même  quand  elles  sont  tentées  par  les 
intelligences  les  plus  compétentes.  Je  crois  que  les 
moyens  de  l'esprit  humain  sont  trop  faibles,  et  l'univers 
trop  compliqué  pour  qu'une  telle  perfection  scientifique 
soit  jamais  à  notre  portée,  et  je  pense,  d'ailleurs,  qu'on 
se  forme  généralement  une  idée  très  exagérée  des  avan- 
tages qui  en  résulteraient  nécessairement,  si  elle  était 
possible.  Dans  tous  les  cas,  il  me  semble  évident  que, 
vu  l'état  présent  de  nos  connaissances,  nous  en  sommes 
encore  beaucoup  trop  loin  pour  que  de  telles  tentatives 
puissent  être  raisonnables  avant  un  laps  de  temps  consi- 
dérable. Car,  si  on  pouvait  espérer  d'y  parvenir,  ce  ne 
pourrait  être,  suivant  moi,  qu'en  rattachant  tous  les 
phénomènes  naturels  à  la  loi  positive  la  plus  générale 
que  nous  connaissions,  la  loi  de  la  gravitation,  qui  lie 
déjà  tous  les  phénomènes  astronomiques  à  une  partie 
de  ceux  de  la  physique  terrestre.  Laplace  a  exposé  effec- 
tivement une  conception  par  laquelle  on  pourrait  ne 
voir  dans  les  phénomènes  chimiques  que  de  simples 
effets  moléculaires  de  l'attraction  newtonienne,  modi^ 
fiée  par  la  figure  et  la  position  mutuelle  des  atomes. 
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Mais,  outre  rindétermination  dans  laquelle  resterait  pro- 
bablement toujours  cette  conception,  par  l'absence  des 
données  essentielles  relatives  à  la  constitution  intime 
des  corps,  il  est  presque  certain  que  la  difficulté  de  l'aj)- 
pliquer  serait  telle,  qu'on  serait  obligé  de  maintenir, 
comme  artificielle ,  la  division  aujourd'bui  établie 
comme  naturelle  entre  l'astronomie  et  la  chimie.  Aussi 
Laplace  n'a-t-il  présenté  cette  idée  que  comme  un  simple 
jeu  philosophique,  incapable  d'exercer  réellement  au- 
cune influence  utile  sur  les  progrès  de  la  science  chi- 
mique. Il  y  a  [dus,  d'ailleurs  ;  car,  même  en  supposant 
vaincue  cette  insurmontable  difficulté,  on  n'aurait  pas 
encore  atteint  à  l'unité  scientifique,  puisqu'il  faudrait 
ensuite  tenter  de  rattacher  à  la  même  loi  l'ensemble  des 
phénomènes  physiologiques  ;  ce  qui,  certes,  ne  serait  pas 
la  partie  la  moins  difficile  de  l'entreprise.  Et,  néanmoins, 
l'hypothèse  que  nous  venons  de  parcourii-  serait,  tout 
bien  considéré,  la  plus  favorable  à  cette  unité  si  désirée. 
Je  n'ai  pas  besoin  de  |)lus  giands  détails  pour  achever 
de  convaincre  que  h'  but  de  ce  cours  n'est  iiullemeiil  de 
présenter  tous  les  phénomènes  natunds  comme  étant  au 
fond  identiques,  sauf  la  variété  des  circonstances.  La 
jdiilosophie  positive  serait  sans  doute  plus  parfait»-  s'il 
pnMsait  m  étr»'  ainsi.  .Mais  crll»'  (-oiiditioii  n  rsl  nulle- 
nicnl  nécessaire  à  sa  foinialioii  s\  stémati(jii«'.  non  plus 
qu'à  la  réalisation  des  grandes  et  hrnu'usrs  cnnsé- 
quiMices  que  nous  l'avons  vue  destinée  à  piojhiin'.  il  n  y  a 
d'unité  indispensable  pcMii*  c«da  (|ue  l'utiile  Ar  ni»'llindo, 

laquelle  peut  et  doit  »'•  vidriiiiueiil  exister,  cl  se  linUVe 
déjà  «''hiMir  «'h  majeure  |»ailie.  (juaiil  a  la  dnclriiu',  il 
n'est  pas  nécessaire  (ju'elle  soit  une;  il  sufl'il  tju'elle  ^oit 
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homogène.  C'est  donc  sous  le  double  point  de  vue  de 
l'unité  des  méthodes  et  de  Thomogénéité  des  doctrines 
que  nous  considérons,  dans  ce  cours,  les  différentes 
classes  de  théories  positives.  Tout  en  tendant  à  diminuer, 
le  plus  possible,  le  nombre  des  lois  générales  nécessaires 
à  l'explication  positive  des  phénomènes  naturels,  ce  qui 
est,  en  effet,  le  but  philosophique  de  la  science,  nous 
regarderons  comme  téméraire  d'aspirer  jamais,  même 
pour  l'avenir  le  plus  éloigné,  à  les  réduire  rigoureusement 
à  une  seule. 

J'ai  tenté,  dans  ce  discours,  de  déterminer,  aussi  exac- 
tement qu'il  a  été  en  mon  pouvoir,  le  but,  l'esprit  et 
l'influence  de  la  philosophie  positive.  J'ai  donc  marqué 
le  terme  vers  lequel  ont  toujours  tendu  et  tendront  sans 
cesse  tous  mes  travaux,  soit  dans  ce  cours,  soit  de  toute 
autre  manière.  Personne  n'est  plus  profondément  con- 
vaincu que  moi  de  l'insuffisance  de  mes  forces  intellec-  , 
tuelles,  fussent-elles  même  très  supérieures  à  leur  va- 
leur réelle,  pour  répondre  à  une  tâche  aussi  vaste  et  aussi 
élevée.  Mais  ce  qui  ne  peut  être  fait  ni  par  un  seul  esprit, 
ni  en  une  seule  vie,  un  seul  peut  le  proposer  nettement. 
Telle  est  toute  mon  ambition. 

Ayant  exposé  le  véritable  but  de  ce  cours,  c'est-à-dire 
fixé  le  point  de  vue  sous  lequel  je  considérerai  les  diverses 
branches  principales  de  la  philosophie  naturelle,  je  J 
compléterai,  dans  la  leçon  prochaine,  ces  prolégomènes 
généraux,  en  passant  à  l'exposition  du  plan,  c'est-à-dire 
à  la  détermination  de  l'ordre  encyclopédique  qu'il  con- 
vient d'établir  entre  les  diverses  classes  des  phénomènes 
naturels,  et  par  conséquent  entre  les  sciences  positives 
correspondantes. 
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DEUXIÈME    LEÇON 

KxpOMltlon  «lu  |»lan  de  co  rours.  ou  ronMidératlonM  KrnrrnlcM  Miir 
la  hiérarrhir  «Iom  Hrlenec.**  poHltU'eM. 

Après  avoir  caractérisé  aussi  exactement  que  possible, 
flans  la  leçon  précédente,  les  considérations  à  présenter 
dans  ce  cours  sur  toutes  les  branches  principales  de  l.i 
philosophie  naturelle,  il  faut  délermiiier  maintenant  le 
plan  que  nous  devons  suivre,  c'est-à-dire  la  classifica- 
tion rationnelle  la  plus  convenable  à  établir  entre  les  dif- 
férentes sciences  positives  fondamentales,  pnm-  les  étu- 
dier successivement  sous  le  point  de  vue  que  nous  avons 
fixé.  Otte  seconde  discussion  oénéraleest  indispensabh' 
pour  achever  de  faire  ronnaîlr»' dès  l'nrif^^ine  le  véritablr 
esprit  de  ce  cours. 

Un  conçoit  aisément  d'abord  (ju'il  n<;  s'agit  j)as  ici  d«* 
faii-e  la  critique  malheureusement  trop  facile,  des  nom- 
breuses classifications  cjui  onl  été  proposées  successive- 
nu'iil  dej)uis  d(?ux  siècles,  pour  !«•  s\sl«'ni<'  i:énéral  des 
connaissances  humaines,  envisag»?  dans  toute  sjmi  éten- 
due. On  est  aujourd'hui  hien  convaincu  qu«*  toutes  les 
échelles  encyclopédiques  construittîs.  cumme  («'lies  dr 
Bacon  et  de  d'Alenibeit,  d'après  uîie  distinction  (piel- 
coïKjUe  des  diverses  faeultés  de  l'esprit  liuinaiii.  sont  par 
r«'|,'i  si'ui  ladicalemenl  vicieuses,  mèuie  quand  crllt'  dis 
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tiuction  n'est  pas,  comme  il  arrive  souvent,  plus  subtile 
que  réelle  ;  car,  dans  chacune  de  ses  sphères  d'activité, 
notre  entendement  emploie  simultanément  toutes  ses 
facultés  principales.  Quant  à  toutes  les  autres  classifica- 
tions proposées,  il  suffira  d'observer  que  les  différentes 
discussions  élevées  à  ce  sujet  ont  eu  pour  résultat  défi- 
nitif de  montrer  dans  chacune  des  vices  fondamentaux, 
tellement  qu'aucune  n'a  pu  obtenir  un  assentiment  una- 
nime, et  qu'il  existe  à  cet  égard  presque  autant  d'opinions 
que  d'individus.  Ces  diverses  tentatives  ont  même  été,  en 
général,  si  mal  conçues,  qu'il  en  est  résulté  involontai- 
rement dans  la  plupart  des  bons  esprits  une  prévention 
défavorable  contre  toute  entreprise  de  ce  genre. 

Sans  nous  arrêter  davantage  sur  un  fait  si  bien  cons- 
taté, il  est  plus  essentiel  d'en  rechercher  la  cause.  Or, 
on  peut  aisément  s'expliquer  la  profonde  imperfection 
de  ces  tentatives  encyclopédiques,  si  souvent  renou- 
velées jusqu'ici.  Je  n'ai  pas  besoin  de  faire  observer  que, 
depuis  le  discrédit  général  dans  lequel  sont  tombés  les 
travaux  de  cette  nature  par  suite  du  peu  de  solidité  des 
premiers  projets,  ces  classifications  ne  sont  conçues  le 
plus  souvent  que  par  des  esprits  presque  entièrement 
étrangers  à  la  connaissance  des  objets  à  classer.  Sans 
avoir  égard  à  cette  considération  personnelle,  il  en  est 
une  beaucoup  plus  importante,  puisée  dans  la  nature 
même  du  sujet,  et  qui  montre  clairement  pourquoi  il  n'a 
pas  été  possible  jusqu'ici  de  s'élever  à  une  conception 
encyclopédique  véritablement  satisfaisante.  Elle  con-| 
sisto  dans  le  défaut  d'homogénéité  qui  a  toujours  existé 
jusqu'à  ces  derniers  tem}>s  entre  les  différentes  parties 
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(lu  système  iiiléllècluel,  lus  iiiu-s  élaul  successivi'iiioiit 
devenues  positives,  tandis  que  les  autres  restaient  théo- 
logiques ou  métaphysiques.  Dans  un  état  do  choses 
aussi  incohéienl,  il  était  évidemmciil  iiiipossiMc  d'éta- 
Mii*  aucune  classification  rationnelle.  (Comment  parvenir 
à  dis[)0S('i-.  dans  un  système  unique,  des  concepli«jns 
aussi  profondément  contradictoires?  C'est  un»-  difficulté 
(•(tiitre  laquelle  sont  veims  échoiuT  nécessairement  tous 
les  classificateuis,  sans  qu'aucun  lait  aperçue  distincte- 
ment. Il  était  hien  sensible  néanmoins,  pour  quicon(|ue 
eût  hien  connu  la  véritable  situation  de  l'esprit  humain, 
qu'une  telle  entreprise  était  prématurée,  et  qu'elle  ne 
pourrait  être  tentée  avec  succès  que  lorsque  toutes  nos 
conceptions  principales  seraient  (h'venues  positives. 

('ette  conditi(tu  toiidamenlale  |»ouvanl  maintenant 
élir  regardée  comme  remplie,  d'après  les  e-\plicati(lM^ 
données  dans  la  leçon  jnéci'Mlenlc,  il  csl  di's  lors  possible 
de  procède!'  à  une  disposition  vrciinienl  r.ilionnelle  et 
durable  d'un  système  doni  Joules  les  parties  sont  enfin 
de  vernies  homogènes. 

D'un  autre  côté,  la  tbéoi-ie  L;én<'M-ale  di's  classifications, 
établie  (bms  ces  derniers  temps  par  les  travaux  pbilo- 
sophiques  des  botanistes  et  des  zoologistes,  peiniel 
d'espérei"  un  succès  réel  dans  un  semblable  tiavail.  en 
nous  offrant  un  guide  ceilain  p.ir  le  véritable  principe 
huidamental  de  Tari  de  classer,  qui  n'a\ail  jamais  et»- 
conçu  distinclenietit  jusqu'alors.  (>e  principe  est  un»- 
consé(|uence  nécessaire  de  l.i  seule  a|)plicalion  directe 
de  la  métluide  positive  a  l;i  quesiinii  niènie  des  classifi- 
cations, qui,   comme  Inute  aulie,   doit    être   liailée  par 
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observation,  au  lieu  d'être  résolue  par  des  considéra- 
tions à  priori.  Il  consiste  en  ce  que  la  classification  doit 
ressortir  de  l'étude  même  des  objets  à  classer,  et  être 
déterminée  par  les  affinités  réelles  et  l'enchaînement 
naturel  qu'ils  présentent,  de  telle  sorte  que  cette  classi- 
fication soit  elle-même  l'expression  du  fait  le  plus 
général,  manifesté  par  la  comparaison  approfondie  des 
objets  qu'elle  embrasse. 

Appliquant  cette  règle  fondamentale  au  cas  actuel, 
c'est  donc  d'après  la  dépendance  mutuelle  qui  a  lieu 
effectivement  entre  les  diverses  sciences  positives  que 
nous  devons  procéder  à  leur  classification  ;  et  cette  dé- 
pendance, pour  être  réelle,  ne  peut  résulter  que  de  celle 
des  phénomènes  correspondants. 

Mais  avant  d'exécuter,  dans  un  tel  esprit  d'observa- 
lion,  cette  importante  opération  encyclopédique,  il  est 
indispensable,  pour  ne  pas  nous  égarer  dans  un  travail 
trop  étendu,  de  circonscrire  avec  plus  de  précision  que 
nous  ne  l'avons  fait  jusqu'ici  le  sujet  propre  de  la  clas- 
sification proposée. 

Tous  les  travaux  humains  sont,  ou  de  spéculation,  ou 
d'action.  Ainsi,  la  division  la  plus  générale  de  nos  con- 
naissances réelles  consiste  à  les  distinguer  en  théoriques 
et  pratiques.  Si  nous  considérons  d'abord  cette  première 
division,  il  est  évident  que  c'est  seulement  des  con- 
naissances théoriques  qu'il  doit  être  question  dans  un 
cours  de  la  nature  de  celui-ci  ;  car  il  ne  s'agit  point 
d'observer  le  système  entier  des  notions  humaines,  mais 
uniquement  celui  des  conceptions  fondamentales  sous 
les  divers  ordres  de  phénomènes,  qui  fournissent  une 
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base  solide  ù  loiitrs  nos  autres  cniubinaisoiis  <ju«*l- 
eonques,  et  qui  ne  sont,  à  leur  hmr.  fondées  sur  aururi 
svstènie  intellerturl  antécéficnl.  Or,  dans  un  tri  travail 
e'est  la  spéculation  ([u'il  faut  considérer,  v[  n<i:i  l'appli- 
cation, si  ce  n'est  en  tant  que  celle-ci  peut  éclaiirii  la 
première.  C'est  là  probablement  ce  qu'entendait  Bacon, 
quoique  f(u*t  imparfaitement,  \)3.\'  ceiie phiiosophif  prr- 
iitli'i't'  (ju'il  indique  comme  devant  être  extraite  de  l'en- 
sembb'  des  sciences,  et  qui  a  été  si  diversement  et  tou- 
jours si  étrangement  conçue  par  les  métaphysiciens  qui 
ont  entrepris  de  commenter  sa  pensée. 

Sans  doute,  quand  on  envisage  l'ensemble  complet 
d.'s  travaux  de  tout  genre  de  l'espèce  humaine,  on  doit 
concevoir  l'étude  de  la  nature  comme  destinée  à  fournil- 
la  véritable  base  rationnelle  de  l'action  de  riiommr  sui- 
la  nature,  puis(|u«'  la  connaissaïu'c  des  lois  des  phéno- 
mènes, dont  le  résultat  constant  est  de  nous  les  faire 
piévoir,  |)eut  seule  évidemment  nous  conduire,  dans  la 
vie  active,  à  les  modifier  à  notre  avanlagr*  les  uns  j»ar 
les  autres.  Nos  movens  naturels  et  directs  pour  agir  sur 
h's  corps  qui  nous  entourent  sont  extiènn'inent  faibles, 
et  tout-à-fait  disproportiutmes  à  nos  besoins.  T(»ules  les 
lois  que  nous  parvenons  à  exercer  une  giande  action, 
c'est  seulement  parce  que  la  connaissance  des  lois  natu- 
relles nous  permet  d'introduire,  parmi  les  circonstances 
•  léteiininées  sous  l'inllueiM'»*  desquelles  s'accomplissent 
les  divers  jdienomènes,  (juidques  «'lénit'nts  luodifira- 
leiMs.  (jui.  quehjue  faibles  qu'ils  soient  v\\  eu.\-mémes, 
suffisent,  dans  (•••rtains  cas.  poui-  fairr  tournn  ;i  iioir»' 
satisfaction   les    résultats    définitifs    dr    Irnsfuibb'  des 
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causes  extérieures.  En  résumé,  science,  cFoù  prévoyance  ; 
prévoyance,  cVoù  action  :  telle  est  la  formule  très  simple 
qui  exprime,  d'une  manière  exacte,  la  relation  générale 
de  \[}i  science  et  de  Vart,  en  prenant  ces  deux  expressions 
dans  leur  acception  totale. 

Mais,  malgré  l'importance  capitale  de  cette  relation, 
qui  ne  doit  jamais  être  méconnue,  ce  serait  se  former 
des  sciences  une  idée  bien  imparfaite  que  de  les  conce- 
voir seulement  comme  les  bases  des  arts,  et  c'est  à  quoi 
malheureusement  on  n'est  que  trop  enclin  de  nos  jours. 
Quels  que  soient  les  immenses  services  rendus  à  X indus- 
trie par  les  théories  scientifiques,  quoique,  suivant 
l'énergique  expression  de  Bacon,  la  puissance  soit  né- 
cessairement proportionnée  à  la  connaissance,  nous  ne 
devons  pas  oublier  que  les  sciences  ont,  avant  tout,  une 
destination  plus  directe  et  plus  élevée,  celle  de  satisfaire 
au  besoin  fondamental  qu'éprouve  notre  intelligence  de 
connaître  les  lois  des  phénomènes.  Pour  sentir  combien 
ce  besoin  est  profond  et  impérieux,  il  suffit  de  penser 
un  instant  aux  effets  physiologiques  de  Y étonnement ,  et 
de  considérer  que  la  sensation  la  plus  terrible  que  nous 
puissions  éprouver  est  celle  qui  se  produit  toutes  les  fois 
qu'un  phénomène  nous  semble  s'accomplir  contradic- 
loirement  aux  lois  naturelles  qui  nous  sont  familières. 
Ce  besoin  de  disposer  les  faits  dans  un  ordre  que  nous 
puissions  concevoir  avec  facilité  (ce  qui  est  l'objet  propre 
de  toutes  les  théories  scientifiques)  est  tellement  inhé- 
rent à  notre  organisation  que,  si  nous  ne  parvenions 
pas  à  le  satisfaire  par  des  conceptions  positives,  nous 
retournerions   inévitablement  aux  explications  théolo- 
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giques  et  métaphysiques  tauxquelles  il  a  primitivement 
donné  naissance,  comme  je  Tai  exposé  dans  la  dernière 
leçon. 

J'ai  cru  devoir  signaler  expressément  dès  ce  moment 
une  considération  qui  se  reproduira  fréquemment  dans 
toute  la  suite  de  ce  cours,    afin  d'indiquer   la   nécessité' 
de  sr'  [)rémunir  contre  la  trop  i^raridc  irillu«Mico  fies  habi- 
tudes actuelles,  qui  h'ndent  à  empêcher  «ju'oii  se  forme 
des  idées  justesct  nobles  de  ['importance  et  de  la  desti- 
nai i<  mi  ries  sciences.   Si    la  puissance  prépondérante  de 
notre  organisation     ne  corrigeait,    mémo    involontaire- 
luenl.  dans  l'esprit  des  savants,  ce  (juil  n  a  sous  ce  rap- 
port d'incomplet  et  dCli-oil  dans  la  londance  générale  dr 
notre  époque,  l'intelligence  humaine,  réduite  à  ne  s'oc- 
cuper que  de  recherches  susceptibles  (ruiir    utilité  pra- 
tique immédiate,  se  trouverait  par  cela  seul,  comme  l'a 
1res  justement   remarqué  (londorcel ,  tout-à-fait  arrêtée 
dans  ses  pi-ogri's,  même    à  l'égard   d»-  ers  applications 
aux(juell«'S  on  aurai!  iinpiiidemmeiit  sacrifié  les  travaux 
purement  spéculatifs  :   car  les  applications   les   plus  im- 
poilanles    dérivent    coiislaïuinenl    de    lliéiuMes    f(M-ni<M»s 
dans  une  sim[)l('    intenliou   scieiilifiquc  <'l    ipii   snuNcnl 
onl  clé  cultivées  [)endanl   plusieurs  siècles  sans  [iKHlnin- 
aueun   résultat  pi-aticpie.   t^ii  eu    peul    eih'i-  un   exemple 
bien  renuirijuable  dans  les  Ixdles  spéculations  des  géo- 
mètres  grecs  sur  les  sectiruis  coniques,  «jui.  après  une 
longue  suite  de  générations,  ont  servi,  en  déterminani 
la  reiinvalioii   de  l'astronomie,    à   conduii'e   finalemeni 
larl    de    la    fiavigaliori    au   degré    dr    pei-feclicuinement 
ipi'il  a  atteint  dans  ces  derniers  temps,  et    auquel   il  ne 
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serait  jamais  parvenu  sans  les  travaux  si  purement  théo- 
riques d'Archimède  et  d'Apollonius  ;  tellement  que  Con- 
dorcel  a  pu  dire  avec  raison  à  cet  égard  :  «  Le  matelot, 
((  qu'une  exacte  observation  de  la  longitude  préserve 
a  du  naufrage,  doit  la  vie  à  une  théorie  conçue,  deux 
(;  mille  ans  auparavant,  par  des  hommes  de  génie  qui 
((  avaient  en  vue  de  simples  spéculations  géométri- 
0   que  s.  » 

Il  est  donc  évident  qu'après  avoir  conçu,  d'une  ma- 
nière générale,  l'étude  de  la  nature  comme  servant  de 
base  rationnelle  à  l'action  sur  la  nature,  l'esprit  humain 
doit  procéder  aux  recherches  théoriques,  en  faisant 
complètement  abstraction  de  toute  considération  prati- 
que ;  car  nos  moyens  pour  découvrir  la  vérité  sont  tel- 
lement faibles  que,  si  nous  ne  les  concentrions  pas  ex- 
clusivement vers  ce  but,  et  si,  en  cherchant  la  vérité, 
nous  nous  imposions  en  même  temps  la  condition  étran- 
gère d'y  trouver  une  utilité  pratique  immédiate,  il  nous 
serait  preque  toujours  impossible  d'y  parvenir. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  est  certain  que  l'ensemble  de  nos 
connaissances  sur  la  nature,  et  celui  des  procédés  que 
nous  en  déduisons  pour  la  modifier  à  notre  avantage, 
forment  deux  systèmes  essentiellement  distincts  par 
eux-mêmes,  qu'il  est  convenable  de  concevoir  et  de  cul- 
tiver séparément.  En  outre,  le  premier  système  étant  la 
base  du  second,  c'est  évidemment  celui  qu'il  convient 
de  considérer  d'abord  dans  une  étude  méthodique, 
même  quand  on  se  proposerait  d'embrasser  la  totalité 
des  connaissances  humaines,  tant  d'application  que  de 
spéculation.  Ce  système  théorique  me  paraît  devoir  cens- 
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lit  lier  oxcliisivemenl  aiijourrriuii  le  suj«'t  d  un  cours 
vraiment  rationnel  de  pliilusophie  positive  :  c'est  ainsi 
du  moins  que  je  le  conçois.  Sans  doute,  il  serait  possi- 
ble d'imaginer  un  cours  plus  étendu,  portant  à  la  fois 
sur  les  généralités  théoriques  et  sur  les  généralités  pra- 
tiques. Mais  jr  ne  pense  pas  qu  im«'  tollr  entreprise, 
mènir  indépendamment  de  son  étendue,  puisse  être  con- 
venahlementtentée  dans  l'état  présent  dr  l'esprit  humain. 
Klle  me  semble,  en  effet,  exiger  préalablemenl  un  tra- 
vail très  important  el  d'une  nature  toute  particulière. 
(|ui  n'a  pas  encore  été  fait,  celui  de  former,  «l'après  les 
théories  scientifiques  proprement  dites,  les  conce[dions 
spéciales  destinées  à  servir  de  bases  directes  aux  procé- 
dés généraux  de  la  pratique. 

Au  degré  de  développeiiuînt  déjà  atteint  jiar  notre 
intelligence,  ce  n'est  pas  immédiatement  que  les  scien- 
ces s'appliquent  aux  arts,  du  moins  dans  h's  cas  les 
pins  parfaits:  il  existe  entre  ces  dr'ux  ordres  d'idées  un 
ordre  niov«Mi,  qui,  encore  mal  délerniin»'  dans  son  ca- 
ractère philosophique,  est  déjn  plus  scnsilile  quand  nn 
considère  la  classe  sociale  qui  s'en  occupe  spécialement. 
Kntre  les  savants  proprement  dits  et  les  dii^'cteurs  effec- 
tifs des  ti'avanx  productifs  il  ronmience  à  s»'  former  de 
nos  jours  une  classe  intermédiaire,  celle  des  uH/entcins, 
dont  la  destinati(»n  spéciale  est  d'orgîlniser  les  r(datinns 
de  la  théorie  et  de  laprati«jue.  Sans  avoiiaucunement  en 
vue  le  prog^rès  des  connaissances  .scientifiques,  fdie  les 
considère  dans  leur  état  présent  pour  en  déduire  les  appli- 
cations  industrielles  dont  elles  sont  susceptibles.  Telle  «»st . 
ilu  moins,  la  tendance  naturelle  des  ch<»ses,  quoiqu'il  y 
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ait  encore  à  cet  égard  beaucoup  de  confusion.  Le  corps 
de  doctrine  propre  à  celte  classe  nouvelle,   et  qui   doit  , 
constituer  les  véritables  théories  directes  des  différents 
arts,  pourrait,  sans  doute,  donner  lieu  à  des  considéra- 
tions philosophiques  d'un  grand  intérêt  et  d'une  impor- 
tance réelle.  Mais  un  travail  qui  les  embrasserait  con- 
jointement avec  celles  fondées  sur  les  sciences  propre- 
ment   dites    serait  aujourd'hui   tout-à-fait   prématuré; 
car  ces  doctrines  intermédiaires  entre  la  théorie  pure  et 
la  pratique  directe  ne  sont  point  encore  formées  :  il  n'en 
existe  jusqu'ici  que  quelques  éléments  imparfaits  rela- 
tifs aux  sciences  et  aux  arts  les  plus  avancés,  et  qui  per- 1 
mettent  seulement  de  concevoir  la  nature  et  la  possibilité 
de  semblables  travaux  pour  l'ensemble  des  opérations 
humaines.  C'est  ainsi,  pour  en  citer  ici  l'exemple  le  plus 
important,  qu'on  doit  envisager  la  belle  conception  de 
Monge,   relativement  à    la   géométrie  descriptive,    qui 
n'est  réellement  autre  chose  qu'une  théorie  générale  des 
arts  de  construction.  J'aurai  soin  d'indiquer  successive- 
ment le  petit  nombre  d'idées  analogues  déjà  formées  et 
de  faire  apprécier  leur  importance,  à  mesure  que  le  dé- 
veloppement naturel  de  ce   cours  nous  les  présentera,  j 
Mais  il  est  clair  que   des  conceptions  jusqu'à    présent  | 
aussi  incomplètes  ne  doivent  point  entrer,  comme  partie 
essentielle,  dans  un  cours  de  philosophie  positive  qui  ne 
doit  comprendre,  autant  que  possible,  que  des  doctrines 
ayant  un  caractère  fixe  et  nettement  déterminé. 

On  concevra  d'autant  mieux  la  difficulté  de  construire 
ces  doctrines  intermédiaires  que  je  viens  d'indiquer,  si 
l'on  considère  que  chaque  art  dépend  non  seulement 
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d'une  certain»*  science  correspondante,  mais  à  la  fois  fie 
plusieurs,  tellrmeiil  que  les  arts  les  plus  importants  em- 
pruntent des  secours  directs  à  presque  toutes  les  diverses 
sciences  principales.  C'est  ainsi  que  la  véritable  théorie 
de  l'agriculture,  pour  me  borner  au  cas  le  plus  essen- 
tiel, exige  une  intime  combinaison  de  connaissances 
physiologiques,  chimiques,  physiques  et  même  astro- 
nomiques et  mathématiques  :  il  ou  est  de  même  des 
beaux-arts.  On  aperçoit  aisément,  rl^iprès  cette  considé- 
ration, pourquoi  ces  théories  n'ont  pu  encore  «Mit  for- 
mées, puisqu'elles  supposent  le  développement  préalable 
de  toutes  les  différentes  sciences  fondamentales.  Il  <ii 
résulte  également  un  nouveau  motif  de  ne  pas  compren- 
dre un  tel  ordre  d'idées  dans  un  cours  de  philosophie 
positive,  puisque,  loin  de  pouvoir  contribuer  à  la  for- 
mation svstématique  de  cette  philosophie,  les'  théories 
générales  propres  aux  différents  arts  principaux  doivent, 
au  contraire,  comme  nous  le  vovons,  être  vraisembla- 
blement plus  lard  une  des  conséquences  les  plus  utiles 
lie  sa  construction. 

En  résumé,  nous  ne  devrms  donc  eonsid«Mer  dans  ce 
cours  que  les  théories  scientificjues  et  nullenienl  leurs 
«ip[)lications.  Mais  avant  de  procéder  i\  la  classificatinn 
méthodique  de  ses  différentes  parties,  il  me  reste  a  ex- 
p«>sei-.  relativement  aux  sciences  pid|»re!neiil  dites,  une 
distinction  importante,  qui  achi'vera  de  cii consi'riif* 
nettement  le  sujet  piopre  de  l'étude  que  nous  entrepre- 
nons. 

Il  faut  distinguei-,  par  lapport  à  tmis  les  ordres  de 
phénomènes,  deux  geiu'cs  de   sciences    naturcdies  :   les 
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unes  abstraites,  générales,  ont  pour  objet  la  découverte 
des  lois  qui  régissent  les  diverses  classes  de  phénomë-  ]j 
nés,  en  considérant  tous  les  cas  qu'on  peut  concevoir  ; 
les  autres  concrètes,  particulières,  descriptives,  et  qu'on 
désigne  quelquefois  sous  le  nom  de  sciences  naturelles 
proprement  dites,  consistent  dans  l'application  de  ces 
lois  à  riiistoirc  effective  des  différents  êtres  existants. 
Les  premières  sont  donc  fondamentales,  c'est  sur  elles 
seulement  que  porteront  nos  études  dans  ce  cours  ;  les 
autres,  quelle  que  soit  leur  importance  propre,  ne  sont 
réellement  que  secondaires,  et  ne  doivent  point,  par 
conséquent,  faire  partie  d'un  travail  que  son  extrême 
étendue  naturelle  nous  oblige  à  réduire  au  moindre  dé- 
veloppement possible. 

La  distinction  précédente  ne  peut  présenter  aucune 
obscurité  aux  esprits  qui  ont  quelque  connaissance  spé- 
ciale des  différentes  sciences  positives,  puisqu'elle  est  à 
peu  près  l'équivalent  de  celle  qu'on  énonce  ordinaire- 
ment dans  presque  tous  les  traités  scientifiques  en  com- 
parant la  physique  dogmatique  à  l'histoire  naturelle 
proprement  dite.  Quelques  exemples  suffiront  d'ailleurs 
pour  rendre  sensible  cette  division,  dont  l'importance 
n'est  pas  encore  convenablement  appréciée. 

On  pourra  d'abord  l'apercevoir  très  nettement  en 
comparant ,  d'une  part ,  la  physiologie  générale  ,  et , 
d'autre  part,  la  zoologie  et  la  botanique  proprement  | 
dites.  Ce  sont  évidemment,  en  effet,  deux  travaux  d'un 
caractère  fort  distinct,  que  d'étudier,  en  général,  les 
lois  de  la  vie,  ou  de  déterminer  le  mode  d'existence  de 
chaque  corps  vivant,  en  particulier.  Cette  seconde  étude, 
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on   outre,  est    nécessairomoiit    fondôo  sur  l;i   pinnièro. 

Il  on  osl  (Ir*  inôinr  «le  la  rliiinir,  par  lapporl  à  la  nii- 
nôralogio  :  la  premièro  osl  ovidonimonl  la  hasr  lalinn- 
nello  (lo  la  socondo.  Dans  la  «himio.  «m  ronsidi'ro  toutes 
les  combinaisons  possibles  des  ninb'cub's .  «M  dans 
toutes  les  circonstances  imaginables;  dans  la  minéra- 
logie, on  considère  seulement  celles  d*»  ces  combi- 
naisons (jui  se  trouvent  réalisées  dans  la  ronslilulinii 
effective  du  globe  terrestre,  et  sous  riniluence  des  .seules 
circonstances  ([ui  lui  sont  propres.  (!<•  (jui  montre  clai- 
rement la  différence  du  point  dr  vue  cbimiqnc  «'I  du 
point  dr  vue  minéralogiqu»-.  (jucjique  les  deux  sciences 
portent  sur  les  mémos  objets,  c'est  que  la  plu[)arl  des 
faits  envisagés  dans  la  première  n'ont  (ju'une  existence 
artificielle,  (b'  telle  manière  qu'un  corps,  comnir  le 
chlore  ou  le  potassium,  pourra  avoir  une  extrènu'  im- 
portance on  cliimio  par  rétonduo  et  Ténorgio  de  .ses 
affinités,  tandis  qu'il  n'en  aura  presque  aucune  en  miné- 
ralogie; i'[  récipro<|noment,  un  composé.  Itl  (juc  !»• 
granit  on  le  quartz,  sur  b'i|u«'|  jmil»-  la  majeuro  paitir 
des  considérations  miriéralogi<|uos ,  n'oflrii.i  .  nous  Ii 
rapprjrt  chimique,  (|u  iiu  intérêt  très  médiocic. 

O' (jui  lend,  en  général,  plus  sensible  cncor»'  la  né- 
cessité logiijue  do  ortte  distinction  buidann'utair  rulir 
les  doux  grandes  sections  de  la  pliilosuplne  uMiurrIli', 
c'est  que  non  seulement  cbacpn;  section  de  la  physique 
concrète  suppose  la  culture  préalable  de  la  secticui  coi- 
respondante  de  la  physique  abstraite,  mais  (jn'»'ll«'  exige 
même  la  connaissance  dos  lois  généiales  lelali vos  à 
tous  les  onires  de  phénomènes.    Ainsi,    pai    exemple, 
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non  seulement  l'étude  spéciale  de  la  terre,  considérée 
SOUS  tous  les  points  de  vue  qu'elle  peut  présenter  ef- 
fectivenient,  exige  la  connaissance  préalable  de  la 
physique  et  de  la  chimie,  mais  elle  ne  peut  être  faite 
convenablement  sans  y  introduire,  d'une  part,  les  con- 
naissances astronomiques,  et  même,  d'une  autre  part, 
les  connaissances  physiologiques  ;  en  sorte  qu'elle  tient 
au  système  entier  des  sciences  fondamentales.  Il  en  est 
de  même  de  chacune  des  sciences  naturelles  proprement 
dites.  C'est  précisément  pour  ce  motif  que  la  physique 
concrète  a  fait  jusqu'à  présent  si  peu  de  progrès  réels, 
car  elle  n'a  pu  commencer  à  être  étudiée  d'une  manière 
vraiment  rationnelle  qu'après  la  physique  abstraite,  et 
lorsque  toutes  les  diverses  branches  principales  de 
celle-ci  ont  pris  leur  caractère  définitif,  ce  qui  n'a  eu 
lieu  que  de  nos  jours.  Jusqu'alors  on  n'a  pu  recueillir  à 
ce  sujet  que  des  matériaux  plus  ou  moins  incohérents, 
qui  sont  même  encore  fort  incomplets.  Les  faits  connus 
ne  pourront  être  coordonnés  de  manière  à  former  de  vé- 
ritables théories  spéciales  des  différents  êtres  de  l'uni- 
vers, que  lorsque  la  distinction  fondamentale  rappelée 
ci-dessus  sera  plus  profondément  sentie  et  plus  réguliè- 
rement organisée,  et  que,  par  suite,  les  savants  particu- 
lièrement livrés  à  l'étude  des  sciences  naturelles  propre- 
ment dites  auront  reconnu  la  nécessité  de  fonder  leurs 
recherches  sur  une  connaissgince  approfondie  de  toutes 
les  sciences  fondamentales,  condition  qui  est  encore 
aujourd'hui  fort  loin  d'être  convenablement  remplie. 

L'examen    de    cette    condition    confirme   nettement 
pourquoi  nous  devons,  dans  ce  cours  de  philosophie 
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positive,    réduire     nos     coiisidéialions     ii    rélud»-    des 
sciences  générales,  sans  embrasser  en  même  temps  les 
sciences  descriptives  ou  particulières.  Un  voit  naîtir  ici, 
on  effet,  une  nouvelle  propriété  essentielle  de  cette  étudr 
propre  des  généralités  de  la  physicjur  abstraite  ;  c'est  df 
fournir    la   base    rationnelle    d'une     pbvsique   concrète 
vraiment   systématique.    Ainsi,  dans  l'état   présent    dr 
l'esprit  bumain,  il  y  aurait  une  sorte  de  contradiction  à 
voubjir  réunii-,  dans  un   seul  ri   même  cours,   les  deux 
ordres  de  sciences.  On  peut  dire,  de   plus,  ijue,  quand 
même  la  pbysique  concrète  aurait  déjà  atteint    Ir  degré 
di'  perfectionnement   de  la  physique   abstraite,   et  que, 
par  suite,  il  serait  possible,  dans  un  cours  de  philosophie 
positive,  d'embrasser  à  la  fois  l'une  et    l'auti-e.   il  n'en 
faudrait  pas  moins  évidemment  commencer  par  la  sec- 
tion  abstraite,  qui   restera   la  base  in\aiiable  de  l'antre. 
Il  est  claii',  d'ailleurs,  (jue  la  seule  étude  des  généralités 
des  sciences    fondamentales    est   assez    vasli»   [)ar-  elle- 
même,    pour   (ju'il    impoite    d'en    «'carter,    anlanl    que 
possible.  t(»ules  les  considérations  (|ni  ne  sont  pas  indis- 
pensables; or,  celles  relatives  aux  sciences  secondaires 
seront  toujoui's,  (juni(ju*il  arrive. d'un  i^eme  distinct.  La 
philosophie  des  sciences  fondamentales,  présentant  un 
svstènie  de  conceptions  positives  sui*  tous  nos  ordres  de 
connaissances    récdies,    suffit,     par    cela    même,    pnni 

constituer  celte /y////o.sO/y///r  jnruiirrr  i\\\\'  clit'r<liail  lla- 
con,  et  (jni.  t'Ianl  destinée  à  ser\ii'  désormais  de  base 
peiiuanente  à  toutes  les  spéculatinii>  humaines,  d<»il 
être  soigneusement  réduite  a  la  pins  simple  e\|)ressioii 
possible. 


62  PHILOSOPHIE    POSITIVE 

Je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce  mo- 
ment sur  une  telle  discussion,  que  j'aurai  naturellement 
plusieurs  occasions  de  reproduire  dans  les  diverses 
parties  de  ce  cours.  L'explication  précédente  est  assez 
développée  pour  motiver  la  manière  dont  j'ai  circonscrit 
le  sujet  général  de  nos  considérations. 

Ainsi,  en  résultat  de  tout  ce  qui  vient  d'être  exposé 
dans  cette  leçon,  nous  voyons  :  l°Que  la  science  humaine 
se  composant,  dans  son  ensemble,  de  connaissances 
spéculatives  et  de  connaissances  d'application,  c'est 
seulement  des  premières  que  nous  devons  nous  oc- 
cuper ici;  2°  que  les  connaissances  théoriques  ou  les 
sciences  proprement  dites,  se  divisant  en  sciences  géné- 
rales et  sciences  particulières,  nous  devons  ne  considé- 
rer ici  que  le  premier  ordre,  et  nous  borner  à  la  physique 
abstraite,  quelque  intérêt  que  puisse  nous  présenter  la 
physique  concrète. 

Le  sujet  propre  de  ce  cours  étant  par  là  exactement 
circonscrit,  il  est  facile  maintenant  de  procéder  à  une 
classification  rationnelle  vraiment  satisfaisante  des 
sciences  fondamentales,  ce  qui  constitue  la  question  en- 
cyclopédique, objet  spécial  de  cette  leçon. 

Il  faut,  avant  tout,  commencer  par  reconnaître  que, 
quelque  naturelle  que  puisse  être  une  telle  classification, 
elle  renfermera  toujours  nécessairement  quelque  chose, 
sinon  d'arbitraire,  du  moins  d'artificiel,  de  manière  à 
présenter  une  imperfection  véritable. 

En  effet,  le  but  principal  que  l'on  doit  avoir  en  vue 
dans  tout  travail  encyclopédique,  c'est  de  disposer  les 
sciences  dans  l'ordre  de  leur  enchaînement  naturel,  en 
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suivant  leur  dépendance  niuluellc;  i\v  Udio  sorte  (ju'on 
puisse  les  exposer  successivement,  sans  jamais  rlrt' 
entraîné  dans  le  moindre  ceicle  vici«'ux.  (Jr,  c'est  uni' 
condition  qu'il  me  paraît  impossible  d'accomplir  d'utH' 
manière  tout  à  fait  rigoureus»'.  Qu'il  me  suit  permis  d«* 
donner  ici  (juelque  développement  à  cette  létlexion, 
que  je  crois  importante  pour  caractériser  la  véritahN' 
difficulté  de  la  recherche  qui  nous  occupe  actuellement. 
Cette  considération,  d'ailleurs,  me  donnera  lieu  d'éta- 
blir, relativement  à  l'exposition  de  nos  connaissances, 
un  principe  g"énéral  dont  j'aurai  plus  taid  à  présnih-r  *\i' 
fré(juentes  applications. 

Toute  science  peut  être  exposée  suivant  deux  marches 
essentiellement  distinctes,  dont  tout  autre  modr  d'expo- 
sition iK'  saurait  èli<'  (ju'une  combinaison,  la  manlu' 
hixtoriqur  <'l  la  marche  <lo(/7natu/i(r. 

l*ar  le  jjrrinici-  procédé,  on  expose  successiveninil  les 
coimaissances  dans  le  iném«'  ordre  effectif  suivant  le<piel 
l'esprit  humain  lésa  réellement  obtenues,  el  en  :i(lnplaiil. 
autani  que  possible,  les  mêmes  voies. 

I*ai  le  second,  on  présente  le  svstème  des  idées  tel 
qu'il  poui'iail  èlre  conçu  aujoui'd'hui  par  un  seul  esprit, 
«pii,  placé  au  [)oint  de  \ue  convenable,  et  pouivu  des 
connaissances  suffisantes,  s'occuperait  à  refaire  la 
science  dans  son  ensemble. 

Le  j)i'<'mier  mode  est  évidenmient  celui  par  lequel 
commence,  de  toute  nécessité,  l'étude  de  chaque  scieiu'e 
naissante;  car  il  présente  cette  propriété,  de  u'e.xinei-, 
poui-  l'exurisitit)!!  des  comiaissaTK'es,  aucun  u<mi\«mu  lia- 
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vail  distinct  de  celui  de  leur  formation,  toute  la  didactique 
se  réduisant  alors  à  étudier  successivement,  dans  l'ordre 
chronologique,  les  divers  ouvrages  originaux  qui  ont 
contribué  aux  progrès  de  la  science. 

Le  mode  dogmatique,  supposant  au  contraire  que 
tous  ces  travaux  particuliers  ont  été  refondus  en  un 
système  général,  pour  être  présentés  suivant  un  ordre 
logique  plus  naturel,  n'est  applicable  qu'à  une  science 
déjà  parvenue  à  un  assez  haut  degré  de  développement. 
Mais,  à  mesure  que  la  science  fait  des  progrès,  l'ordre 
historique  d'exposition  devient  de  plus  en  plus  imprati- 
cable, par  la  trop  longue  suite  d'intermédiaires  qu'il 
obligerait  l'esprit  à  parcourir  ;  tandis  que  l'ordre  dog- 
matique devient  de  plus  en  plus  possible,  en  même 
temps  que  nécessaire,  parce  que  de  nouvelles  concep- 
tions permettent  de  présenter  les  découvertes  anté- 
rieures sous  un  point  de  vue  plus  direct. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  l'éducation  d'un  géo- 
mètre de  l'antiquité  consistait  simplement  dans  l'étude 
successive  du  très  petit  nombre  de  traités  originaux 
produits  jusqu'alors  sur  les  diverses  parties  de  la  géo- 
métrie, ce  qui  se  réduisait  essentiellement  aux  écrits 
d'Archimède  et  d'Apollonius;  tandis  que,  au  contraire, 
un  géomètre  moderne  a  communément  terminé  son 
éducation,  sans  avoir  lu  un  seul  ouvrage  original, 
excepté  relativement  aux  découvertes  les  plus  récentes,  ij 
qu'on  ne  peut  connaître  que  par  ce  moyen.  ■ 

La  tendance  constante  de  l'esprit  humain,  quant  à 
l'exposition  des  connaissances,  est  donc  de   substituer 
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(le  plus  cri  plus  à  l'ordre  lilstoricjue  rurdre  dogmatiquf , 
(jui  peut  seul  convenir  à  l'état  perfectionné  de  notre 
intelligence. 

Le  problème  général  de  l'éducation  inlellrcUielle  con- 
siste k  faire  parvenir,  en  peu  d'aïuiées,   un  srul  en'.ende- 
uient,  le  plus  souvent  médiocn',  au  même  point  «l».'  dé- 
veloppement (jui  a  élé  atteint,  dans  une  longue  suit»'  de 
siècles,  par  un  grand   nombre  de  génies  supérieurs  a|)- 
|)liquant  successivement,  pendant  l<Mjr  vi«'  entière  tontes 
l»'urs    forces    à   l'étude  d'un    même    sujet.    Il   «'st    clair, 
d'après  cela,  que.  quoiqu'il  soit  infiniment  plus  facib'  et 
plus  court  d'apprendre  (jue  d'inventer,  il  serait  certaine- 
ment impossible  d'atteindre  le  but  proposé,  si  l'on  vou- 
lait assujettir  cbaque  esprit  individuel  à  passer  successi- 
vement par  les  mêmes   intermédiaires  qu'a  dû   suivre 
nécessairement  le  génie  collectif  de   l'espèce   humaine. 
De  là.  l'indispensable  besoin  de  Toidic  dogmatique,  «{ni 
est  surtout  si   sensibb?  aujourd'hui  poui"  les  sci(»nces  les 
jdus  avancées,  dont    le   mode  ordinaire  d'exposition  ne 
(présente  plus  presque  aucune  trace  de  la  filiation  effec- 
tive de  leurs  détails. 

Il  faut,  néarnnoins.  ajouter.  |)our  j)ié\enii-  toute  exa- 
iij'Malioii.  (jne  tout  mode  i«'('|  d'exposition  rst.  inévita- 
blement, u[ie  ceitaine  rninbinaison  de  rmilr»'  dognia- 
ti(jue  avec  j'ordr»*  histnri(jue,  dans  laquelle  seiilenieni  le 
|»reiniei'  doit  dominer  constannnenl  et  de  j)lns  m  plus. 
L  urthe  doiimaticpie  in-  peut,  fii  rlfel.  éli-e  sni\i  d  iiin- 
inanii'rr  tout  ;i  fait  liiininruse  ;  cai",  par  crhi  iiiêiiieijii  il 
t'xige  mie  nouvelle  élaboration  «les  («Minaissancrs  ar- 
»piis»*s.   il  n  «'st    point    Mpplieabb'.   ,«  (-|i,'o|ih'  t'|jiHjue  de  tu 
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science,  aux  parties  récemment  formées,  dont  rétiide  ne 
comporte  qu'nn  ordre  essentiellement  historique,  lequel 
ne  présente  pas,  d'ailleurs,  dans  ce  cas,  les  inconvénients 
])rincipaux  qui  le  font  rejeter  en  général. 

La  seule  imperfection  fondamentale  qu'on  pourrait 
reprocher  au  mode  dogmatique,  c'est  de  laisser  ignorer 
la  manière  dont  se  sont  formées  les  diverses  connais- 
sances humaines,  ce  qui,  quoique  distinct  de  l'acquisi- 
tion même  de  ces  connaissances,  est,  en  soi,  du  plus 
haut  intérêt  pour  tout  esprit  philosophique.  Cette  consi- 
dération aurait,  à  mes  yeux,  heaucoup  de  poids,  si  elle 
était  réellement  un  motif  en  faveur  de  l'ordre  historique. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'il  n'y  a  qu'une  relation  appa- 
rente entre  étudier  une  science  en  suivant  le  mode  dit 
historique,  et  connaître  véritablement  l'histoire  effective 
de  cette  science. 

En  effet,  non-seulement  les  diverses  parties  de  chaque 
science,  qu'on  est  conduit  à  séparer  dans  Tordre  dogma- 
tique, se  sont,  en  réalité,  développées  simultanément  et 
sous  l'influence  les  unes  des  autres,  ce  qui  tendrait  à 
faire  préférer  l'ordre  historique  ;vi\tà^  en  considérant, 
dans  son  ensemble,  le  développement  effectif  de  l'esprit 
humain,  on  voit  de  plus  que  les  différentes  sciences  ont 
été,  dans  le  fait,  perfectionnées  en  même  temps  et  mu- 
tuellement ;  on  voit  même  que  les  progrès  des  sciences 
et  ceux  des  arts  ont  dépendu  les  uns  des  autres,  par 
(rinnombrables  influences  réciproques,  et  enfin  que  tous 
ont  été  étroitement  liés  au  développement  général  de  la 
société  humaine.  Ce  vaste  enchaînement  est  tellement 
réel  que  souvont.  pour  concevoir  la  génération  effective 


EXPOSITION  fi7 

(l'nno  llu'orio  scienlifiqiir,  l'cspiit  ost  mnduit  ù  coîisi- 
(lévi'v  le  pcrfc'Clionnoment  île  quoique  art  (jui  n'a  avec 
elle  aucune  liaison  rationnelle,  ou  même  quelcjue  pro- 
grès particulier  dans  l'organisation  sociale,  sans  lequel 
cette  découverte  n'eût  pu  avoir  lieu.  Nous  en  verrons 
dans  la  suite  de  nombreux  exemples.  Il  résulte  donc  de 
là  (jue  l'on  ne  peut  connaître  la  véritable  histoire  de 
chaque  science,  c'est-à-dire  la  formation  réelle  des  dé- 
couvertes dont  elle  se  comj)Ose,  (ju'en  éludlaiil,  d'iiiie 
manière  générale  et  directe,  l'histoire  de  l'humanilé. 
C/esl  pourquoi  tous  h;s  documents  recueillis  jus(ju'ici 
sui-  l'histoire  des  mathématiques,  de  l'astronomie,  de 
la  médecine,  etc..  etc. ,  (piehpie  pn'cieux  qu  ils  sdiciil .  ne 
peuvent  être  rei^aidés  (jue  romme  des  matéiiaux. 

Le  prétendu  ordre ///.v/^vr//////Mrexposition,  même  quand 
il  p(»urrait  être  suivi  rigoureusement  pour  les  détails  <le 
('ha(|ue  science  en  parliculier-.  sérail  déjà  pm-enienl  li\  - 
|K>lhéfi<}ne  et  ahstr.'i.il  sous  le  rapjinrl  le  plus  impdilanl. 
t'ii  et'  (juil  consid/'ieiait  le  (lé\  ('l(q)pement  de  celle  science 
(•«mime  is(dé.  Bien  loin  de  nieltie  en  e\  idence  la  véi  ilahle 
histoire  de  la  scienc«*.  il  lendiail  à  eu  faire  cniici'voir  une 
(qjinion  très  fausse. 

Ainsi,  nous  sommes  cerlainemeni  ('(»ii\aincus  que  la 
connaissance  de  l'histoii-e  des  sciences  est  de  la  plus  haute 
imjtoilance.  Je  pense  même  (pr^ii  ne  eonnaîl  pas  com- 
plètemenl  une  scieiu'e  lant  qu'on  ii  eu  sail  pas  riiislnii»'. 

-Mais  celle  élude  iloil  êtl'e  CdUCUe  cniinue  eul  ii'ielUeiil 
séparée  de  l'élude  jiidpre  el  do^^inaliquc  de  la  science, 
sans  la(juel|('  même  celle  hislnlir  ne  seiail  pas  inlelli- 
uihle,  .Nous  considérerniis  donc  avec  heaucoup   de  soin 


08  PHILOSOPHIE    POSITIVE 

riiisloiro  réelle  des  sciences  fondamentales  qui  vont  être 
le  sujet  de  nos  méditations  ;  mais  ce  sera  seulement 
dans  la  dernière  partie  de  ce  cours,  celle  relative  à 
l'élude  des  phénomènes  sociaux,  en  traitant  du  dévelop- 
pemenl  général  de  l'humanité,  dont  l'histoire  des 
sciences  constitue  la  partie  la  plus  importante,  quoique 
jusqu'ici  la  plus  négligée.  Dans  l'étude  de  chaque 
science,  les  considérations  historiques  incidentes  qui 
pciunoiil  se  présenter  auront  un  caractère  nettement 
distinct,  de  manière  à  ne  pas  altérer  la  nature  propre  de 
notre  travail  principal. 

La  discussion  précédente,  qui  doit  d'ailleurs,  comme 
un  Ir  voit,  être  spécialement  développée  plus  tard,  tend 
il  préciser  davantage,  en  le  présentant  sous  un  nouveau 
point  de  vue,  le  véritahle  esprit  de  ce  cours.  Mais,  sur- 
tout, il  en  résulte,  relativement  à  la  question  actuelle, 
la  détermination  exacte  des  conditions  qu'on  doit  s'im- 
|i(»s('r  cl  (|u'un  peut  justement  espérer  de  remplir  dans  la 
tonslniclion  d'une  échelle  encyclopédique  des  diverses 
.sciences  fondamentales. 

<  )n  voit,  en  effet,  que,  quelque  parfaite  qu'on  put  lasup- 
posi;r,  celle  classification  ne  saurait  jamais  être  rigoureu- 
sement conforme  à  l'enchaînement  historique  des  scien- 
ces. Quoi  ipi'on  lasse,  on  ne  peut  éviter  entièrement  de 
jiréscntcr  comme  antérieure  telle  science  qui  aura  ce- 
pendant I). SI  lin,  sous  (piel([ues  rapports  particuliers 
plus  ou  moins  importants,  d'emprunter  des  notions  à 
une  autre  science  classée  dans  un  rang  postérieur.  Il 
faut  lâcher  si;ulement  qu'un  tel  inconvénient  n'ait  pas  lieu 
rclalivrmcni  mu\  conceptions  caractéristiques  de  chaque 
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science,  car  alors  la  classification  serait  (out-à-fait  vi- 
cieuse. 

Ainsi,  par  exemple,  il  mr  semi)!»'  incontestable  qne, 
dans  le  système  général  des  sciences,  l'astronomie  doit 
ètrf  placée  avant  la  physique  proprement  flito.  «'f  néan- 
moins plusieurs  branches  d»'  celle-ri,  suit  ont  lopticpir. 
sont  indispensables  à  l'exposition  complète  de  la  pre- 
mière. 

De  tels  défauts  secondaires,  qui  sont  stiichMneiil  iné- 
vitables, ne  sauraient  |)révaloir  (vnilrr  une  rlassi- 
fication.  qui  l'emplirail  d'ailleurs  convenablement  les 
conditions  principales.  Ils  tiennent  h  ce  qu'il  v  n  né- 
cessairement d'artificiel  dans  notre  division  du  tiavail 
intellectuel. 

Néanmoins,  ([uoique,  d'après  les  explicatinns  piécé- 
drntes,  nous  ne  devions  pas  pnMidrr  Trudrc  liist(>ri<|ue 
pnni-  base  de  nntic  classification,  jr  ne  dois  pas  nég'liiirr 
d'indiquer  d'avance,  comme  un«'  picqiriété  ossentiellf  dr 
I  échelb'  encvclopédiqnc  qn«^  ji-  vais  prop()ser.  sa  ron- 
formité  générale  avec  l'ensemble  de  l'Iiistnii-e  seienli- 
fiqne:  en  ce  sens  que.  malgré  la  sinnillainMlé  ri'elle  ••! 
conliîMi»'  du  fléveloppjMiient  ries  fliftVM«'nl(^s  sciences, 
celles  (jui  seiont  classées  connue  aril«'rieui«'s  seront,  en 
effet,  plus  ancieimes  et  constanuneril  pins  a\anr«'rs  que 
celles  présentées  comme  postiTieuics.  ('/est  ce  qni  doit 
avoir  lieu  inévitablement  si,  en  i-i'alilé.  nons  prenons. 
Cf>mme  cfda  doit  être,  ponr  piincijie  do  classification, 
l'enchaînement  Ingirpu'  natniel  des  diverses  scimces.  |t> 
point  de  dépari  de  l'espi'ce  avant  dTi  n»''cessaiFernent 
être  je  rnéme  que  ceini  del'individn, 
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IS.iii  jichovor  (le  déterminer  avec  toute  la  précision 
possible  la  difficulté  exacte  de  la  question  encyclopédi- 
(|ii('  (jue  nous  avons  à  résoudre,  je  crois  utile  d'intro- 
diiir.'  une  considération  mathématique  fort  simple  qui 
résumera  rigoureusement  l'ensemble  des  raisonnements 
exposés  jusqu'ici  dans  celle  leçon.  Voici  en  quoi  elle 
consiste. 

Nous  nous  proposons  de  classer  les  sciences  fonda- 
mrntah's.  Or,  nous  verrons  bientôt  que,  tout  bien  consi- 
déré, il  n'est  pas  possible  d'en  distinguer  moins  de  six; 
la  |tlup;ul  des  savants  en  admettraient  même  vraisem- 
hlahlemenl  un  plus  grand  nombre.  Cela  posé,  on   sait 
que  six  objets  comportent  720  dispositions  différentes. 
Les  sciences  fondamentales  pourraient  donc  donner  lieu 
H  720  classifications  distinctes,  parmi  lesquelles  il  s'agit 
de  choisir  la  classification  nécessairement  unique,  qui 
satisfail  le   mieux  aux  principales    conditions   du  pro- 
hlénir.  ()i\  voit  que,  malgré  le  grand  nombre  d'échelles 
rii(\(lo|H*diques  successivement  proposées  jusqu'à  pré- 
sj'iil.   la  discussion  n'a  porté  encore  que  sur  une   bien 
faiblr  pallie  des  dispositions  possibles;  et   néanmoins, 
j<'  crois  pouvoir  dire  sans  exagération  qu'en  examinant 
rhaciiiH'  dr  CCS  720  classifications,  il  n'en  serait  peut- 
éln-  |.as  iiiios(;ule  en  faveur  de  laquelle  on  ne   pût  faire 
valoir  (pi(d(jues  motifs  plausibles  ;  car,  en  observant  les 
diverses  dispositions   (jui  ont  été  effectivement   propo- 
sées, on  remarque  entre  elles  les  plus  extrêmes  diffé- 
n-nces  :  les  sciences  qui  sont  placées  par  les  uns   à  la 
télc   du   système   encyclopédique,  étant  renvoyées   par 
d  aulres  à  l'extrémité  opposée,  et  réciproquement.  C'est    : 
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fluiic  dans  ce  choix  d'un  seul  ordre  vr.uineiit  rationuel, 
parmi  le  iiuuibic  très  considérable  des  systèmes  possi- 
bles, que  consiste  la  difficulté  précise  de  la  question  (jue 
nous  avons  posée. 

Abordant  mainlenanl  d  uin-  iiuinièie  diiLMl»'  c«ill«' 
grande  question,  rappelons-nuus  d'abord  que  pour  ob- 
tenir une  classification  naturelle  et  positive  des  sciences 
fiuidamentales,  c'est  dans  la  comparaison  des  divers 
ordres  de  phénomènes  dont  elles  ont  pour  objet  tle  dé- 
couvrii"  les  lois  que  nous  devons  en  chercher  le  [uincipe. 
Me  que  mjus  vcmlons  déterminer,  c'est  la  dépendance 
réelle  des  diverses  études  scientifiques.  Or,  cette  dépr-n- 
dance  ne  peut  résulter  (jue  de  celle  des  phénomènes 
corres|)ondanls. 

Kn  considérant  sous  ce  point  th'  \  iir  Ions  Irs  [)lH'nu- 
mènes  observables,  nous  allons  voir  qu  il  est  [)ossibl«' 
de  h's  classer  m  un  petit  nombre  de  catégories  nalu- 
rclb's.  disposées  diiiic  Icllc  nianièi'c  (jui'  l'étude  lalioii- 
in'lli'  dr  (|ia([U('  catr'/^oric  suit  Iniidi'c  siii-  la  coimais- 
>aii('«'  des  lois  [MHieipales  de  la  ealéiiniie  pi«!cedenlc. 
ri  deviennr'  le  fondemiMil  dr  ICliide  de  la  suivante.  Cet 
ordre  est  déterminé  par  le  degré  de  sim[)licilé,  on,  et- 
qui  revient  au  même,  j»ai  le  degré  de  généialit»'  des 
plu'îiomèiu's,  d'où  resiillc  leiii"  dépendance  successive. 
<'t,  en  consé(juence,  la  lacilil»'  jdiis  mi  moins  grande  de 
leur  élude. 

11  est  claii'.  en  effet,  à  /irnui,  «jue  les  phé*nomènes  b's 
plus  simples,  ceux  qui  se  complitjui'nt  le  nmius  des  au 
Ires,  sont  nécessairement  aussi   les  plus  généraux;  car 
ce  qui  s'observe  ilaus  h-  plus  ^rand  iioinbie  dr  las  «-st. 
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par  cela  mémo,  dégagé  le  plus  possible  des  circons- 
laiicrs  propres  à  chaque  cas  séparé.  C'est  donc  par 
ICludc  des  phénomènes  les  plus  généraux  ou  les  plus 
simples  qu'il  faut  commencer,  en  procédant  ensuite 
successivemeiil  jusqu'aux  phénomènes  les  plus  parli- 
cnlif-rs  nu  les  plus  compliqués,  si  l'on  veut  concevoir 
la  philosophie  naturelle  d'une  manière  vraiment  mé- 
lhodi<jue;  car  cet  ordre  de  généralité  ou  de  simplicité, 
délerminaiil  nécessairement  l'enchaînement  rationnel 
des  diverses  sciences  fondamentales  par  la  dépendance 
successive  de  leurs  phénomènes,  fixe  ainsi  leur  degré 
de  facilité. 

En  même  temps,  par  une  considération  auxiliaire  que 
je  crois  important  de  noter  ici,  et  qui  converge  exacte- 
ment avec  toutes  les  précédentes,  les  phénomènes  les 
plus  généraux  ou  les  plus  simples,  se  trouvant  nécessai- 
rement les  plus  étrangers  à  l'homme,  doivent,  par  cela 
mémo,  éUe  étudiés  dans  une  disposition  d'esprit  plus 
calnio.  plus  rationnelle,  ce  qui  constitue  un  nouveau 
motif  pour  que  les  sciences  correspondantes  se  dévelop- 
pent plus  lapidement. 

Ayant  ainsi  indiqué  la  règle  fondamentale  qui  doit 
presidor  à  la  classification  des  sciences,  je  puis  passer 
immédiatement  à  la  construction  de  l'échelle  encyclopé- 
dique d'après  laquelle  le  plan  de  ce  cours  doit  être  dé- 
terminé, cl  <jijr  chacun  pourra  aisément  apprécier  à 
l'aide  des  considérations  précédentes. 

l'no  première  contemplation  de  l'ensemble  des  phé- 
nomènes n.ihirels  nous  porte  à  les  diviser  d'abord,  con- 
formément  an   principe  (jue  nous  venons  d'établir,  en 
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«U'ux  grandes  classas  principales,  Ja  première  compre- 
nant tous  les  phénomènes  des  corps  bruts,  la  second** 
tous  ceux  des  corps  organisés. 

Ces  derniers  sont  évidemmenl.  riictïel.  plus  ciunpli- 
(piès  «'I   plus  particuliers  (jue   les   aulrrs;    ils   dèpmdrnl 
(l«'S  précédents,  (jui.  .ni   cniilraiic.   nrii   dépendeul  iinl- 
h'MU'iil.De  là  la  nécessite  de    ii*<''ludier  les  phénomiMics 
physiologiqurs  qu'apièsceux  drs corps  inorganiques.  Dr 
quoique  manière  qu'on  expliqua  les   différences  de  ces 
deux  sortes  d'êtres,  il  est  certain  (juOii  (d)S('rv('  dans  les 
crnps    vivants  tous    1rs    phénomèn»  s.   soit   mécainques, 
s(>itchimi(|Uos,  qui  oui  liru  dans  Irs  corps  liruls,  plus  un 
nrdr<î  Inul   spécial  de   pluMKunènrs,    les  phénomènes  vi- 
taux pi<q)n'in**nt  dits,  ceux  (jui  lieinicntà  V'Hr/dulsatwn. 
Il  nr  s'agit   pas   ici  d'examiiu'i-  si    1rs  deux    classrs   de 
corps  sont  <ui  ne  son!   pas  de  la  même   nnturr,  qnrsiinn 
insoluble  (|U()n  agile  beaucoup  trop   de  nos  joins,    par 
nu  reste  d'influence  des  habitudes  llié(doi:iques  et  inéla- 
|di\siques;  une  telle  (jiieslion    n'est  pas  du    domaine   de 
la  j)liilos(qdiie  pdsilixc.  (|ni  l'ail  fnrnielleineni  pi-ofession 
<l  i:;iiorer  absolument   la  nafiirc  inlinie  d'un  cm-ps   qnel- 
compie.  Mais  il  n'est   nullement  indispensable   de  ennsi- 
dj'i'er  les  corps  bruts  et  les   coips  \ivanls    roinme  étant 
d  une  naluie  essr'nticdiemeni  différente  |M>ni  reronnaitir 
la  nécessité  de  la  séjuiration  de  Icms  éludes. 

Sans  doute,  les  idées  ne  sont  [)as  encoir  suffisamment 
fixées  sur  la  manière  générale  de  concevoir  les  phéno- 
mènes des  corps  vi\anls.  Mais,  (juelque  parti  qu On 
puisse  j)rendre  à  cet  égarrl  par  suite  des  progr«»s  ulté- 
rieurs de  la  philos(q)hie   nalurelle.    la    rlassilicatimi  que 
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nous  établissons  n'en  saurait  être  aucunement  affectée. 
En  effet,  regarclàt-on  comme  démontré,  ce  que  permet 
à  peine  d'entrevoir  l'état  présent  de  la  physiologie,  que 
les  phénomènes  physiologiques  sont  toujours  de  sim- 
ples phénomènes  mécaniques,  électriques  et  chimiques, 
modifiés  par  la  structure  et  la  composition  propres  aux 
corps  organisés,  notre  division  fondamentale  n'en  sub- 
sisterait pas  moins.  Car  il  reste  toujours  vrai,  même 
dans  cette  hypothèse,  que  les  phénomènes  généraux  doi- 
vent être  étudiés  avant  de  procéder  à  l'examen  des  mo- 
difications spéciales  qu'ils  éprouvent  dans  certains  êtres 
d«'  l'univers,  par  suite  d'une  disposition  particulière  des 
molécules.  Ainsi,  la  division,  qui  est  aujourd'hui  fondée 
dans  la  plupart  des  esprits  éclairés  sur  la  diversité  des 
lois,  est  (h)  nature  à  se  maintenir  indéfiniment  à  cause 
«1»'  la  subordination  des  phénomènes  et  par  suite  des 
éludes,  quelque  rapprochement  qu'on  puisse  jamais  éta- 
blir solidement  entre  les  deux  classes  de  corps. 

C<'  M  est  pas  ici  le  lieu  de  développer,  dans  ses  diverses 
parties  essentielles,  la  comparaison  générale  entre  les 
corps  bruts  et  les  corps  vivants,  qui  sera  le  sujet  spécial 
'I  iiii  examen  approfondi  dans  la  section  physiologique 
<le  ce  cours.  Il  suffit,  ([uant  à  présent,  d'avoir  reconnu, 
i'iï  priiicipe.  la  nécessité  logique  de  séparer  la  science 
l'Ialiveaux  premiers  de  celle  relative  aux  seconds,  et| 
de  ne  procéder  à  l'étude  de  id p/ii/ s ique  organique  qua-i 
près  avoir  établi  les  lois  générales  de  la  physique  inor-\ 

f/fi/uf^t/r. 

laissons  mainteiumt  à  la  (h^termination  de  la  sous- 
divisioii  piJMcipale  dont  est  susceptible,  d'après  la  mêmej 
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règh',  cliaciiiif'd»'  ces  deux  grandes  moiliés  de  la  philn- 
sopliic  iialiirellc. 

lN)iir  la  jjlif/siffuc  moifjanKjuc,  lums  Mjvuns  d  abord, 
en  nous  conformant  toujours  à  Tordre  de  généralité  et 
de  dépendance  des  phénomènes,  qu'elle  doit  être  parta- 
iice  en  deux  sections  distinctes,  suivant  «ju  elle  considère 
les  phénomènes  généraux  de  l'univers,  ou,  en  particu- 
lier-, ceux  (jue  présentent  les  corps  terrestres.  iJOii  la 
|ihysi(}ue  céleste,  ou  l'astronomie,  soit  géométrique, 
soit  mécanique  :  et  la  j)hvsique  terrestre.  La  nécessih* 
de'  cette  division  est  exactement  semhlahle  ù  celle  de  la 
précédente. 

Les  plK'uomèiie'S  astrononiicjues  étant  les  [)lus  géné- 
raux, les  plus  simples,  les  plus  abstraits  de  tous,  c'est 
l'vidennnent  par  leur  élude  (jue  doit  commencer  la  phi- 
losoj)hie  natuielle.  puis<jue  les  lois  auxquelles  ils  sont 
assujettis  inilueni  sur  celles  de  tous  les  autics  pliéno- 
nu'ues.  dont  elles-mêmes  sont,  au  <:onlraire,  essenti(d- 
lernenl  ind(''pendanle>.  Dans  lous  les  pliénomi'ues  de 
la  ph\si(jue  hîrreslre.  ou  observe  d'abord  les  ellels 
^éiu3raux  de  la  giavilalioii  uni\  eiselle.  plus  quebpirs 
autres  ('fiels  qui  leur  snnl  propics.  cl  <|ui  inodifieiil  les 
preniicis.  Il  s'cnsuil  (juc,  Inrsqu'nu  analyse  le  plu'iio- 
Uh'iie  Icrresire  le  plus  siiuple,  non  seulenicnl  «-ii  pre- 
iiaiil  lin  phénomi'ne  chimique,  nuiis  en  <linisissanf 
même  iiii  phenomi'iie  purement  mécani(|ue,  on  b-  trouve 
constamment  plus  composé  «jue  le  phénonn^ie  c<'lcste  le 
plus  compli(|U<'.  (Vesl  ainsi.  |)ai-  exemple.  (|iie  le  sinqde 
mouvement  d'un  coi  ps  pesant  .  même  i|uaiid  il  ik* 
s'a^il   qui-   d'un    sidide,    |u«''scnlc    i  «'cllcuniil ,   loisqu  on 
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\.iil  h'iiir  ct)nipt('  de  toutes  les  circonstances  détermi- 
nantes, un  sujet  de  recherches  plus  compliqué  que  la 
question  astronomique  la  plus  difficile.  Une  telle  consi- 
dération montre  clairement  combien  il  est  indispensable 
de  séparer  nettement  la  physique  céleste  et  la  physique 
terrestre,  et  de  ne  procéder  à  l'étude  de  la  seconde 
qu'après  celle  de  la  première,  qui  en  est  la  base  ration- 
nHIr. 

La  physique  terrestre,  à  son  tour,  se  sous-divise,  d'a- 
près le  même  priucipe,  en  deux  portions  très  distinctes, 
sfdon  qu'elle  envisage  les  corps  sous  le  point  de  vue  mé- 
caniqne.  ou  sous  le  point  de  vue  chimique.  D'où  la  phy- 
sique proprement  dite,  et  la  chimie.  Celle-ci,  pour  être 
conçue  d'une  manière  vraiment  méthodique,  suppose 
évidemment  la  connaissance  préalable  de  l'autre.  Car 
Ions  les  phénomènes  chimiques  sont  nécessairement 
phis  compliqués  que  les  phénomènes  physiques;  ils  en 
dépendent  sans  influer  sur  eux.  Chacun  sait,  en  effet, 
qne  toute  action  chimique  est  soumise  d'abord  à  l'in- 
flnence  de  la  pesanteur,  de  la  chaleur,  de  l'électri- 
eilé.  etc..  et  présente,  en  outre,  quelque  chose  de  propre 
'pii  modifie  l'action  des  agents  précédents.  Cette  considé- 
rât ion .  qui  montre  évidemment  la  chimie  comme  ne  pou- 
v;int  marcher  qu'après  la  physique,  la  présente  en  même 
trmps  comme  une  science  distincte.  Car,  quelque  opi- 
ni(»n  (pi'ori  adopte  relativement  aux  affinités  chimiques, 
el  quand  même  on  ne  verrait  en  elles,  ainsi  qu'on  peut  le 
concevoir.  qn<'  des  modifications  de  la  gravitation  gé- 
nérale produite  par  la  figure  et  par  la  disposition  mu-^ 
Inellf.  fies  atomes,  il  demeurerait  incontestable  que  la 
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nécessité  d'avoir  conlinuollomeiil  cgard  à  ces  conditions 
spéciales  ne  permettrait  point  de  traiter  la  chimie  comm»? 
un  simple  appendice  de  la  physique.  On  serait  donc 
ohligé,  dans  tous  les  cas,  ne  fiit-ce  que  pour  la  facililL*  de 
l'élude,  de  maintenir  hi  division  el  reiichainenieiit  que 
l'on  reii;^arde  aujourd'hui  connue  tenant  à  l'hétérogénéité 
des  phénomènes. 

Telle  est  donc  la  distrihution  iali<tniielle  des  princi- 
pales hranches  de  la  science  générale  des  corps  biuls. 
lue  division  analogue  s'établit,  de  la  même  manière. 
daFis  la  science  générale  des  corps  organisés. 

lous  les  êtres  vivants  présentent  deux  ordies  de  phé- 
iKunènes  essentiellement  distincts,  ceux  relatifs  à  l'indi- 
vidu, et  ceux  qui  concernent  l'espèce,  surtout  quand  elle 
est  sociable.  C'est  principalemeni  pai-  i  apporl  à  l'honnne 
(jue  cette  distinction  est  fondamentale.  Lr  deiniei-  oïdie 
de  phénomènes  est  évidenHuciil  jdus  conijiliqué  el  pins 
paiticulier  (jue  le  piemier  ;  il  «mi  dépend  sans  influer  siii- 
lui.  De  là  deux  grandes  sections  d.ins  la  /j/n/s/t/f/r  o/f/ff- 
nKjiic  :\i\.  phvsiologie  proprement  dite  el  l.i  ph\sique  so- 
eiale,  (|ui  est  fondée  sur  la  première. 

Dans  tous  les  phénonn'*nes   sociaux,    on   <d)ser\r    d  a- 

hnrd  linnurlicr  (k'S  Inis  [»ll\  SlnlogKjUcS  dr  I  I  lld  I  \  idll .  cl. 
•  •Il  oullt.'.  (jllehjue  cliosc  de  pail  iculirr  qui  fil  modifie  les 
etfels.  f'I  (pn  lieiil  à  I  arlmn  des  individus  Irs  uns  sur 
1rs  autres,  sini:ulien'inf'iil  cniuplniiire,  dans  resjiiTf 
liuinaiiir.  jtai  I  aclKHi  de  <'liai]ii<'  i^t'iK'iat ion  sur  erllc 
i|iii  la  suit.  H  est  donc  <'\id*'iil  «pic  pniir  «'Indin  cmi 
\cnableniriil  les  piiéiinninirs  sociaux,  il  tant  d  abord 
pai  In  diiiH' connaissance   appinlniidir  d«'s  Inis  irlatises 
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à  la  vio  iiulividiiollo.  D'un  autre  côté,  cette  subordina- 
lion  nécessaire  entre  les  deux  études  no  prescrit  nulle- 
uKMil,  comme  quelques  physiologistes  du  premier  ordre 
ont  été  portés  aie  croire,  de  voir  dans  la  physique  so- 
ciale un  simple  appendice  de  la  physiologie.  Quoique 
les  phénomènes  soient  certainement  homogènes,  ils  ne 
sont  point  identiques,  et  la  séparation  des  deux  sciences 
est  d'une  importance  vraiment  fondamentale.  Car  il  se- 
rait impossible  de  traiter  l'étude  collective  de  l'espèce 
comni»'  une  pure  déduction  de  l'étude  de  l'individu, 
puisque  les  conditions  sociales,  qui  modifient  l'action 
(It'S  lois  physiologiques,  sont  précisément  alors  la  consi- 
dération la  plus  essentielle.  Ainsi,  la  physique  sociale 
doit  être  fondée  sur  un  corps  d'observations  directes  qui 
lui  soit  propre,  toul  en  ayant  égard,  comme  il  convient, 
à  son  intime  relation  nécessaire  avec  la  physiologie  pro- 
prement dite. 

On    pourrait  aisément  établir  une   symétrie   parfaite  - 
♦'iilr<'  la  division  de  la  physique  organique  et  celle  ci-  I 
drssus  exposée  pour  la  physique  inorganique,  en  rappe- 
lanl   l;i  distinction  vulgaire  de  la  physiologie   propre- 
MKiil   dih'   en  végétale  et  animale.   11  serait  facile,  en 
•'tirl,   d(>  rattache)'  cette  sous-division   au   principe  de 
classification     que     nous    avons    constamment    suivi,  || 
puisque  les  phénomènes  de  la  vie  animale  se  présentent, 
en  général  du  moins,  comme  plus  compliqués  et  plus 
spéciaux  (jue  c(;ux  de  la  vie  végétale.  Mais  la  recherche 
de  cette  symétrie  précise  aurait  quelque  chose  de  puéril, 
SI  elle  entraînait  à  méconnaître  ou  à  exagérer  les  ana- 
U»gies  réelles  ou   les  différences  effectives  des  phéno- 
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nii'ncs.  Dr.  il  osl  rortain  quo  la  disliiiction  onlre  la  pliv- 
siologic  vog-iHalo  et  la  physiologio  animale,  qui  a  iiiic 
grande  impoi-tance  dans  ce  que  j'ai  appelé  la  phi/siqur 
ro/i^y^/^,  n'en  a  presque  aucune  dans  W pfu/siqup  abstrait f\ 
la  seul»'  (loni  il  s'agisse  ici.  La  coiniaissance  des  lois 
générales  de  la  vie,  qui  doit  être,  à  nos  veux,  !«•  véii- 
table  objet  de  la  physiologie,  exige  la  considératinri 
simultanée  de  toute  la  série  organique  sans  distinrlion 
de  végétaux  <'t  d'animaux,  distinction  qui,  d'ailleurs, 
s'efface  de  jour-  en  jour,  à  mesure  que  les  phénomènes 
sont  étudiés  d'uïie  manière  plus  approfondie. 

Nous  persisterons  donc  à  ne  considérer  (|u'une  seule 
division  dans  la  jdiysique  organicjue,  (pioique  imus 
avons  cru  devoir  en  établir  deux  successives  dans  la  j)hv- 
sique  inorganique. 

Vax  résultat  de  cette  discussion,  la  philosophie  positive 
se  trouve  donc  naturellement  partagée  en  ciinj  sciences 
fondamentales,  dont  la  succession  est  déterminée  jt.u 
une  suboi'dination  nécessaire  et  invariable,  fundée,  in- 
dependannnenl  de  toute  opinion  li\  j>otheti(|Ue,  sur  la 
simjde  comparaison  appi*ofondi(î  des  phémunènes  cor- 
respondants: ce  s(uil  l'astronomie,  la  pliysicpic,  la 
cliimie,  la  physiologie,  et  enfin  la  pinsique  sociale.  I^a 
première  considère  les  phénomènes  les  plus  généraux, 
les  |»lus  simples,  les  plus  abstiaits  et  les  plus  éloignés 
de  riinnianit»'  ;  ils  inilueni  soi-  Inws  les  autres,  sans  être 
inihienc«*s  pai'  eux.  Les  pliiMiomenes  cimsidérés  p.ir  la 
dei'fiière  sont,  au  C(»nliaii<',  les  plus  paiticnlici  s,  les 
pins  com[»liqiiés,  les  plus  concrets  et  les  plus  diiccte- 
nieiil  iiili'ress.'iiils  pnnr  l'Iionnni'  :  ils  depiMidrnl.  plus  nu 
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in(»ins,  do  tous  les  précédents,  sans  exercer  sur  eux 
aucinie  intluence.  Entre  ces  deux  extrêmes,  les  degrés 
do  spécialité,  do  complication  et  de  personnalité  des 
phénomènes  vont  graduellement  en  augmentant,  ainsi 
que  leur  dépendance  successive.  Telle  est  l'intime  rela- 
tion générale  que  la  véritable  observation  philosophique, 
convenablement  employée,  et  non  de  vaines  distinctions 
arbitraires,  nous  conduit  à  établir  entre  les  diverses 
scicncos  fondamentales.  Tel  doit  donc  être  le  plan  de  c<' 
cours. 

Jo  n'ai  pu  ici  qu'esquisser  l'exposition  des  considéra- 
lions  principales  sur  lesquelles   repose  cette  classifica- 
tion. Four  la  concevoir  complètement,  il  faudrait  main- 
tenant, après  l'avoir  envisagée  d'un  point  de  vue  géné- 
ral, l'examiner  relativement  à  chaque  science  fondamen- 
tale en  particulier.  C'est  ce  que  nous  ferons  soigneuse- 
ment en  commençant  l'étude  spéciale  de  chaque  partie  de 
cecours.  La  construction  de  cette  échelle  encyclopédique, 
roprise  ainsi  successivement  en  partant  de  chacune  des 
•  iiui  grandes  sciences,  lui  fera  acquérir  plus  d'exacti- 
lud»',  et  surtout  mettra  pleinement  en  évidence  sa  soli- 
dité*, (^es  avantages  seront  d'autant  plus  sensibles  que 
nous  verrons  alors  la  distribution  intérieure  de  chaque 
scioiicc  s'établir  naturellement  d'après    le  même  prin- 
cipe. (•«•  qui    présentera  tout    le  système  des    connais- 
sanros  humaines  décomposé,  jusque  dans    ses  détails 
secondaires,  d'après  une  considération  unique  constam- 
Mniit  suivie,  cello  du  degré  d'abstraction  plus  ou  moins 
tirand  des  concoptions  corrospondantes.  Mais  des  travaux 
d«'  <•<•  geiiir.  oiili-e  qu'ils  MOUS  orjtraîneraient  maintenant 
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beaucoup  trop  loin,  seraient  certainement  déplacés  dans 
cette  leçon,  uù  notre  esprit  doit  se  maintenir  au  pniMt 
de  vue  le  plus  général  de  la  philosophie  positive. 

Néanmoins,  pour  faire  apprécier  aussi  coniplèt»;ment 
que  possible,  dès  ce  moment,  l'importance  de  cette  hié- 
rarchie fondamentale,  dont  je  ferai,  dans  toute  la  suite 
de  ce  cours,  des  applications  continuelles,  je  dois  si- 
gnaler rapidement  ici  ses  propriétés  générales  les  plus 
essentielles. 

Il  faut  d'abord  remarquer,  comme  une  vérification 
très  décisive  de  l'exactitude  de  cette  classification,  sa 
conformité  essentielle  avec  la  coordination,  en  quehjue 
sorte  spontanée,  (jui  se  trouve  en  effet  implicitement 
admise  [>ar  les  savants  livrés  à  l'étud»'  <l<'s  diverses 
branches  de  la  philosophie  naturelle. 

C'est  une  condition  ordinairement  fort  néglig<^«'  par 
les  constructeurs  d'échellrs  encyclopédicjurs,  qur  ilr 
j)r«''S('nlt'i-  comme  distinctes  les  sciences  (jiir  la  niarclu- 
effective  de  l'esprit  humain  a  conduit,  sans  (lesstiii  juc- 
médilé,  à  cultiver  séparément,  et  d'établir-  entre  elles  mie 
subordination  conforme  aux  relations  positives  que  ma- 
nifeste leur  développement  journaliei'.  l  ii  tel  accord  est 
néarnnoins  «'vich'mment  le  plus  sùv  indice  d'inie  bonne 
classification;  car  les  divisions  ([ni  se  sont  iiili  odnilcs 
spontanément  dans  le  système  scientifi(|ue  n'onl  pu  être 
déterminées  que  par  le  senlimenl  longtemps  iproiive  des 
véritables  besoins  de  l'esprit  bumaiii,  sans  «pion  ait  pn 
être  égaré  par  des  généralités  vicieuses. 

Mais,  quoique  la  classification  ci-dessus  jiroposéc 
iem[)lisse    entièrement    cette    condition,   cr  qn  il    serait 
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sii|mmI1u  <lt'  [U'ouvoi',  il  nVii  faudrait  pas  conclure  que 
les  liabiUides  i>énéralemeni  établies  aujourd'hui  par 
expérience  cliez  les  savants  rendraient  inutile  le  travail 
encyclopédique  que  nous  venons  d'exécuter.  Elles  ont 
st'ulemenl  rendu  possible  une  telle  opération,  qui  pré- 
sente la  différence  fondamentale  d'une  conception  ra- 
tionnelle à  une  classification  purement  empirique.  Il 
s'en  faiil  d'ailleurs  que  cette  classification  soit  ordinai- 
rement conçue  et  surtout  suivie  avec  toute  la  précision 
nécessaire,  et  que  son  importance  soit  convenablement 
appréciée  ;  il  suffirait,  pour  s'en  convaincre,  de  consi- 
dérer les  graves  infractions  qui  sont  commises  tous  les 
jours  contre  cette  loi  encyclopédique,  au  g-rand  préjudice 
de  l'esprit  humain. 

In  second  caractère  très  essentiel  de  notre  classifica- 
tion, c'est  d'être  nécessairement  conforme  à  l'ordre  effectif 
du  développement  de  la  philosophie  naturelle.  C'est  ce 
que  vérifie  tout  ce  qu'on  sait  de  l'histoire  des  sciences, 
particulièrement  dans  les  deux  derniers  siècles,  où  nous  M 
pouvons  suivre  leur  marche  avec  plus  d'exactitude.         S 

On  conçoit,  en  effet,  que  l'étude  rationnelle  de  chaque 
science  fondamentale,  exigeant  la  culture  préalable  de 
toutes  celles  qui  la  précèdent  dans  notre  hiérarchie  en- 
cyclopédique, n'a  pu  faire  de  progrès  réels  et  prendre- J 
son  véritable  caractère,  qu'après  un  grand  développe- 
ment des  sciences  antérieures  relatives  à  des  phéno- 
mènes plus  généraux,  plus  abstraits,  moins  compliqués, 
••t  indépendants  dr-s  autres.  C'est  donc  dans  cet  ordre! 
qu<'  la  progression,  quoique  simultanée,  a  dû  avoir] 
lieu. 
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Celle  considération  me  semble  d'une  tellr  importance 
que  je  ne  crois  pas  possible  d»*  comprendre  réellemenl, 
sans  y  avoir  égard,  l'bistoire  de  Tesprit  liumain.  La  loi 
générale  qui  domine  toute  cette  histoire,  cl  que  j'ai 
exposée  dans  la  leçon  précédente,  ne  peut  être  convena- 
blement entendue,  si  on  ne  la  combine  point  dans  l'ap- 
plication avec  la  formule  encyclopédique  que  nous  ve- 
nons d'établir.  Car,  c'est  suivant  l'ordre  énoncé  par 
cette  formule  que  les  différentes  théories  Immaini's  mil 
atteint  successivement,  d'abord  l'ctat  Ibéologiquc,  cii- 
suilc  Tclal  métaphysique,  cl  enfin  l'élat  pusilif.  Si  l'un 
ne  li(uil  pas  com|)le  dans  l'usage  de  la  loi  de  celte  pru- 
yressiori  nécessaire,  on  rencontj-cra  souvent  des  diffi- 
cultes  qui  paraîtront  insurmontables,  car  il  esl  clair  que 
rélat  théologique  ou  métaphysique  de  certaines  théo- 
ries fondamentales  a  dû  temporairement  coïncider,  et  a 
quelquefois  coïncidé  en  effet  avec  l'étal  positif  de  celles 
qui  leui-  sont  antérieures  dans  notre  svslème  encvclo- 
pédique,  ce  qui  tend  à  jeter  sur  la  vérification  de  la  loi 
générale  une  obscurité  qu'on  ne  jieuf  dissiper  que  par  la 
classification  précédent*'. 

Kn  troisième  lieu,  cette  classification  pn'senle  la  [Ud- 
priété  très  remarquable  de  marquer  exactement  la  per- 
fection relative  des  différentes  sciences,  la(|uelle  consiste 
essentiellement  dans  le  degn*  de  précision  des  connais- 
sances, et  dans  leur  coordination  plus  on  moins  intime. 

Il  esl  aisé  de  sentii  en  effet  qne  |>lns  des  phén<»mènes 
sont  généraux,  simples  et  abstraits,  moins  ils  dépendent 
des  autres,  et  plus  les  connaissances  (pii  s'\  lapitorlml 
peuvent  être   pr«'cises.    en   même    temps  qne  liMll    <  nnitli- 
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iKilion  peut  (Hro  plus  complète.  Ainsi,  les  phénomènes 
oriianiques  ne  compoiicnt  qu'une  étude  à  la  fois  moins 
exacte  et  moins  systématique  que  les  phénomènes  des 
corps  bruts.  De  même,  dans  la  physique  inorganique, 
h\s  phénomènes  célestes,  vu  leur  plus  grande  généralité 
v[  h'ur  indépendance  de  tous  les  autres,  ont  donné  lieu 
à  une  science  bien  plus  précise  et  beaucoup  plus  liée  que 
celle  des  phénomènes  terrestres. 

Cette  observation,  qui  est  si  frappante  dans  l'étude 
effective  des  sciences,  et  qui  a  souvent  donné  lieu  à 
des  espérances  chimériques  ou  à  d'injustes  comparai- 
sons, se  trouve  donc  complètement  expliquée  par 
Tordre  encyclopédique  que  j'ai  établi.  J'aurai  natu- 
rellement occasion  de  lui  donner  toute  son  extension 
dans  la  leçon  prochaine,  en  montrant  que  la  possibilité 
d'appliquer  à  l'étude  des  divers  phénomènes  l'analyse 
mathématique,  ce  qui  est  le  moyen  de  procurer  à  cette 
élude  II'  plus  haut  degré  possible  de  précision  et  de 
coordination,  se  trouve  exactement  déterminée  par  le 
rang  qu'occupent  ces  phénomènes  dans  mon  échelle  en 
cyclopédique. 

Je  ne  dois  point  passera  une  autre  considération,  sans 
mettre  le  U;cleur  en  garde  à  ce  sujet  contre  une  erreur 
iorl  grave,  et  qui,  bien  que  très  grossière,  est  encore 
extrêmement  commune.  Elle  consiste  à  confondre  le  degré 
de  précision  (jue  comportent  nos  différentes  connais- 
sances avec  h'ui-  degré  de  certitude,  d'où  est  résulté  le 
préjugé  très  dangereux  que,  le  premier  étant  évidemment 
fort  inégal,  il  en  doit  être  ainsi  du  second.  Aussi  parle- 
l-(in  souvent  encore,  quoique  moins  que  jadis,  de  l'iné- 
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gale  certituflo  des  diverses  sciences,  ce  qui  tend  directe- 
mont  à  décourager  la  culture  des  sciences  les  plus  diffi- 
ciles. Il  est  clair,  néanmoins,  que  la  précision  ot  la  cer- 
titude sont  deux  qualités  en  elles-mêmes  fort  différentes. 
Une  proposition  tout  à  fait  absurde  peut  être  extrême- 
ment précise,  comme  si  l'on  disait,  par  exemple,  que  la 
somme  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  trois  angles 
droits  :  et  une  proposition  très  certaine  peut  ne  compor- 
[rv  (|u  une  précision  fort  médioci»'.  ronime  lorsqu'un 
affirme,  par  exemple,  que  tout  homme  mourra.  Si, 
d'après  l'explication  précédente,  les  diverses  sciences 
doivent  nécessairement  présenter  une  précision  très  iné- 
gale, il  n'en  est  nullement  ainsi  de  leur  rertihido.  Cha- 
cune peut  offiii-  (les  résultats  aussi  certains  (jur  ceux  dt* 
toute  autre,  pourvu  qu'elle  sache  renfermer  ses  conclu- 
sions dans  le  degré  de  précision  que  comportent  les  phé- 
nomènes correspondants,  condition  qui  peut  n'être  pas 
toujours  très  facile  à  remplir.  Dans  une  science  quel- 
conque, tout  ce  qui  «'St  simplement  conjectural  n'est  que 
plus  ou  moins  [)robable,  et  ce  n'est  pas  là  ce  qui  com- 
pose son  domaine  essentiel  ;  tout  ce  qui  est  positif,  c'est- 
à-dire  fond<'  sur  dr's  faits  bien  constatés,  est  certain  :  il 
n'v  a  pas  de  distinction  à  cet  égard. 

EFifin.  la  propriété  la  plus  intéressant»-  dr  notre  for- 
inulr  enrvclopedique,  à  cause  de  rimporlance  ••{  de  I.» 
nuilliplicité  des  applications  immédiates  (ju'on  «mi  |huI 
faire,  c'est  de  déterminer  directement  le  véritable  plan 
général  d'une  éducation  scientifique  ♦•ntièrement  ration- 
nelle. C'est  ce  qui  résultr  sur  I»'  «liainp  de  la  s»Mile  coni- 
jwjsition  dr  la  formnlc. 
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Il  est  sensible,  en  effet,  qu'avant  d'entreprendre  l'étude 
méthodique  de  quelqu'une  des  sciences  fondamentales, 
il  faul   nécessairement  s'être  préparé  par  l'examen  de 
celles  relatives  aux  phénomènes  antérieurs  dans  notre 
échelle  encyclopédique,  puisque  ceux-ci  influent  toujours 
(l'une  manière  prépondérante  sur  ceux  dont  on  se  pro-j 
pose  de  connaître  les  lois.  Cette  considération  est  telle- 
nu  ni    frappante  que,  malgré  son   extrême  importance 
praliciue,  je  n'ai  pas  besoin  d'insister  davantage  en  ce 
moment  sur  un  principe  qui,  plus  tard,  se  reproduira 
«railleurs  inévitablement,  par  rapport  à  chaque  science 
fondamentale.  Je  me  bornerai  seulement  à  faire  obser- 
Ncr  (juc  s'il  est  éminemment  applicable  à  l'éducation 
générale,  il  l'est  aussi  particulièrement  à  l'éducation  spé- 
ciale des  savants. 

Ainsi,  les  physiciens  qui  n'ont  pas  d'abord  étudié  l'as- 
liniiomic.  au  moins  sous  un  point  de  vue  général  ;  les 
ihimistes  qui,  avant  de  s'occuper  de  leur  science  propre, 
n'onl  pas  étudié  préalablement  l'astronomie  et  ensuite 
la  physique  ;  les  physiologistes  qui  ne  se  sont  pas  pré- 
parés à  leurs  travaux  spéciaux  par  une  étude  prélimi- 
naire flo  l'astronomie,  de  la  physique  et  de  la  chimie, 
"lit  manqué  à  l'une  des  conditions  fondamentales  de 
leur  développement  intellectuel.  Il  en  est  encore  plus 
évidemment  de  môme  pour  les  esprits  qui  veulent  sej 
livrora  l'élude  j)ositive  des  phénomènes  sociaux,  sans 
avoir  d'abord  acquis  une  connaissance  générale  de  l'as- 
tronomie, de  la  physique,  de  la  chimie  et  de  la  physio- 
logie. 

Comme  de  telles  conditions  sont  bien  rarement  rem-1 
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plies  de  nos  jours,  et  qu'aucune  institution  régulière 
n'est  organisée  pour  les  accomplir,  nous  pouvons  dire 
qu'il  n'existe  pas  encore  pour  les  savants,  d'éducation 
vraiment  rationnelle.  Cette  considération  est ,  à  m<'s 
\»'iix,  d'une  si  grande  importance,  que  je  ne  crains  pas 
fl'attribuer  en  partie  à  ce  vice  de  nos  éducations  actuelles 
l'état  d'imperfection  extrême  où  nous  voyons  encore  1rs 
sciences  les  plus  difficiles,  état  véritablement  inférieure 
ce  que  prescrit  en  effet  la  nahiie  pins  ((Mnpliquée  des 
phénomènes  correspondants. 

Relativement  à  l'éducation  générale,  cette  condilinii 
est  encore  bien  plus  nécessaire.  Je  la  crois  tellemeni  in- 
dispensable que  je  regai'de  l'enseignement  scientifique 
comme  incapable  de  réaliser  les  résultats  g<Miéraux  les 
plus  essentiels  qu'il  est  destiné  à  produire  dans  la  so- 
eiété  poui  la  lénovation  du  système  intellectuel,  si  les 
diverses  branches  principales  de  la  philosophie  naturelle 
ne  sont  pas  étudiées  dans  l'ordre  convenable.  N'oublions 
pa>  que.  dans  presque  toutes  les  intelligences,  même  les 
plus  élevées,  les  idées  restent  ordinairement  enchaîn<''es 
suivant  l'ordre  de  leur  acquisition  première;  et  (jue.  p.n 
conséquent,  c'est  un  mal  le  plus  souvent  irrémédiable 
(jur'  de  n'avoii'  pas  coinmoncé  |)ai-  le  commencement. 
Chaque  siècle  ne  compte  qu  un  bien  petit  iiombie  de 
peuseuis  «'apables,  à  l'épocjne  de  leui  virilit»'.  coruFue 
Baeon.  Descartes  et  Leibnitz.  de  taire  vj^ritablemenl 
table  rase,  pour  reconstruiie  de  fond  eu  coinble  le  sys- 
tème eiitiei-  dr  leurs  ifh'M'saecpiises. 

L  importance  de  notre  loi  encyriopedique  poui  -ei\n 
de   base  ;i    rédm-atiMU    srientilique   ne   peut    èlie   cniive- 
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iiahlomonl  appréciée  qu'en  la  considérant  aussi  par  rap- 
poil  il  la  métliofle,  au  lieu  de  l'envisager  seulement, 
comme  nous  venons  de  le  faire,  relativement  à  la  doc- 
trine. 

Sous  ce  nouveau  point  de  vue,  une  exécution  conve- 
nable du  plan  général  d'études  que  nous  avons  déter- 
miné doit  avoir  pour  résultat  nécessaire  de  nous  pro- 
curei'  une  connaissance  parfaite  de  la  méthode  positive, 
«jui  ne  pourrait  être  obtenue  d'aucune  autre  manière. 

En  effet,  les  phénomènes  naturels  ayant  été  classés  de 
telle  sorte  que  ceux  qui  sont  réellement  homogènes 
restent  toujours  compris  dans  une  même  étude,  tandis 
que  ceux  qui  ont  été  affectés  à  des  études  différentes 
sont  effectivement  hétérogènes,  il  doit  nécessairement 
en  résulter  que  la  méthode  positive  générale  sera  cons- 
tamment modifiée  d'une  manière  uniforme  dans  l'éten- 
due d'une  même  science  fondamentale,  et  qu'elle  éprou- 
vera sans  cesse  des  modifications  différentes  et  de  plus 
f'!i  plus  composées,  en  passant  d'une  science  à  une 
aulrc.  Nons  aurons  donc  ainsi  la  certitude  de  la  considé- 
rer dans  (ouïes  les  variétés  réelles  dont  elle  est  suscep- 
tible, rr  (|iii  n'aurait  puavoir  lieu,  si  nous  avions  adopté 
une  forrnnbî  encyclopédique  qui  ne  remplit  pas  les  con- 
ditiruis  essentielles  posées  ci-dessus. 

r>('tte    nouvelle  considération   est    d'une  importance 
vraiment   fondamentale;  car,  si  nous  avons  vu  en  gé-j 
néral.  dans  la   dernière  leçon,  qu'il  est  impossible  de 
connaître  la   méthode    positive,    quand   on   veut   l'étu- 
dier  séparémeni    df.   son   emploi,    nous    devons   ajou-; 
ter  aujouifrinii   qu'on    ne   peut    s'en  former  une  idée 
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nette  et  exacte  qu'en  élufliant  successivement,  ri  dans 
l'ordre  convenable,  son  application  à  toutes  les  diverses 
classes  principales  des  phénomènes  naturels,  l'ne  seule 
science  ne  suffirait  point  pour  atteindre  ce  but,  niAme  en 
la  choisissant  le  plus  judicieusement  possible.  Car, 
quoique  la  méthode  soit  essentiellement  identique  dans 
loutes,  chaque  science  développe  spécialement  tel  ou  tel 
de  ses  procédés  caractéristiques,  dont  l'influence,  trop 
[leu  prononcée  dans  les  autres  sciences,  demeurerait 
inaperçue.  Ainsi,  par  exemple,  dans  certaines  branches 
de  la  philosophie,  c'est  l'observation  proprement  dite; 
dans  d'autres  c'est  l'expérience,  et  telle  ou  telle  nature 
d'expériences,  qui  constitue  le  principal  moyen  d'explo- 
ration. De  même,  tel  précepte  général,  qui  fait  partie 
intégrante  de  la  méthode,  a  été  fourni  primitivement  par 
une  certaine  science  ;  et,  bien  qu'il  ait  pu  être  ensuite 
transporté  dans  d'autres,  c'est  à  sa  source  qu'il  faut  l'é- 
tuflier  pour  le  bien  connaître;  comme,  par  exemple,  la 
théorie  des  classifications. 

En  se  bornant  à  l'étude  d'unr  science  uniqu«v,  il  fau- 
drait sans  doute  choisir  la  plus  [)arfait('  pour  avoii-  un 
sentiment  plus  pi-ofoiid  de  la  méllHidc  pnsitivr.  ()r.  la 
plus  parfaite  étant  en  même  temps  la  plus  siinjil»'.  un 
n'aurait  ainsi  ((irniic  connaissance  bien  incompli'tr  de  la 
méthode,  puiscjue  on  n'apprendrait  pas  quelles  nindifi- 
rations  essentielles  elle  doit  subir  ponr  s'adaptera  des 
phénnnièiies  |»lns  ((tlUpliqur'S.  ('Iiaque  srieiire  fondaineii- 
tale  a  donc,  sous  ce  ra[>p<)it  des  avantages  «pii  lui  sont 
propres;  ce  (pii  prouve  clairemenl  la  nécessite  de  les 
considérer  toutes,  sous  peine  t\r   ne  se    formel  que  des 
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ronceptions  trop  étroites  et  des  habitudes  insuffisantes. 
Cette  considération  devant  se  reproduire  fréquemment 
dans  la  suite,  il  est  inutile  de  la  développer  davantage 
en  ce  moment. 

Je  dois  néanmoins  ici,  toujours  sous  le  rapport  de  la 
méthode,  insister  spécialement  sur  le  besoin,  pour  la 
bien  connaître,  non-seulement  d'étudier  philosophique- 
ment toutes  les  diverses  sciences  fondamentales,  mais 
de  les  étudier  suivant  l'ordre  encyclopédique  établi  dans 
cette  leçon.  Que  peut  produire  de  rationnel,  à  moins 
d'une  extrême  supériorité  naiurelle,  un  esprit  qui  s'oc- 
cupe de  prime  abord  de  l'étude  des  phénomènes  les  plus 
compliqués,  sans  avoir  préalablement  appris  à  connaî- 
tre, par  l'examen  des  phénomènes  les  plus  simples,  ce 
r|U('  c'est  qu'une  loi,  ce  que  c'est  ç\\ï observe7\  ce  que 
c'f si  qu'une  conception  positive,  ce  que  c'est  même 
(juuu  raisonnement  suivi?  Telle  est  pourtant  en- 
core aujourd'hui  la  marche  ordinaire  de  nos  jeunes 
physiologistes,  qui  abordent  immédiatement  l'étude  des 
corps  vivants,  sans  avoir  le  plus  souvent  été  préparés 
autrement  que  par  une  éducation  préliminaire  réduite  à 
I  élude  d'une  ou  deux  langues  mortes,  et  n'ayant,  tout 
au  jdus.  qu'une  connaissance  très  superficielle  de  la  phy- 
si(ju<'  t'i  (b-  la  chimie,  connaissance  presque  nulle  sous 
b'  ra[)pfu  I  de  la  méthode,  puisqu'elle  n'a  pas  été  obte- 
rnie  comnmnémeut  d'une  manière  rationnelle,  et  en 
[wirtant  du  véritable  point  de  départ  de  la  philosophie  na- 
lurrdb'.  Oïl  cofMftit  combien  il  importe  de  réformer  un 
plan  d  éludi's  aussi  vicieux.  De  même,  relativement  aux 
[diénr.niénes  sociaux,  (jui  sont  encore  plus  compliqués. 
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ne  serait-ce  point  avoir  fait  un  grand  pas  vers  le  retour 
des  sociétés  modernes  à  un  état  vraiment  normal,  que 
d'avoir  reconnu  la  nécessité  logique  dr  ne  procéder  à 
Tétude  de  ces  phénomènes,  qu'après  avoir  di-essé  succes- 
sivement l'organe  intellectuel  par  l'examen  philosophi- 
que approfondi  de  tous  les  phénomènes  antérieurs?  On 
peut  même  dire  avec  précision  que  c'est  là  toute  la  dif- 
ficulté principale.  Car  il  est  peu  de  bons  esprits  (jiii  iir 
soient  convaincus  aujourd'hui  ([u'il  faul  étudiei-  h's  piic- 
nomènes  sociaux  d  après  la  méthode  positive.  Seule- 
incnl.  ceux  qui  s'occupent  de  cette  élude,  ne  sachant  pas 
•  1  ne  pouvant  pas  savoir  exactement  en  quoi  consiste 
cettf*  méthodr.  faute  de  l'avoir  examinée  dans  ses  ap- 
[ïlications antérieures,  celte  maxime  est  jusqu'à  presi'ul 
demeurée  stérile  pour  la  rénovation  des  théories  socia- 
les, (jui  ne  sont  pas  «Micore  sorties  de  l'état  théologique 
(MI  de  l'état  métaphysique,  malgré  les  efforts  des  préten- 
dus réformai eurs  positifs.  Cette  considération  sera,  plus 
lard,  spécialement  développée;  je  dois  ici  me  borner  à 
iindiquer.  uniquement  pour  faire  apeicevoir  toute  la 
portée  de  la  conception  encvchqK'dique  (|nr  J  ai  |tropn- 
see  dans  cette  le( ;o[i. 

Tels  s(uil  donc  les  «piatre  points  de  \  iir  principaux, 
sous  lesquels  j'ai  dû  mat  tacher  à  faire  ressortir  I  im- 
portance générale  de  la  classification  latioiinellc  et  po- 
sitive, établie  ci-dessus  pour  les  sciences  fondamen- 
tales. 

Afin  de  (.'omj>l<'ler  re\p(»sition  ^cneialr  du  plan  d»-  ce 
cours,  il  me  reste  maintenanl  a  considéri'i'  une  lacune 
immen.se  et  ca|)itale.  qmjai  laissée  à  «lessein  dans    nia 
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fniimil»'  encyclopédique,  et  que  le  lecteur  a  sans  doute 
déjà  remarquée.  Eu  effet,  nous  n'avons  point  marqué 
dans  notre  système  scientifique  le  rang  de  la  science 
mathématique. 

Le  motif  de  cette  omission  volontaire  est  dans  l'im- 
portance même  de  cette  science,  si  vaste  et  si  fondamen- 
tale. Car  la  leçon  prochaine  sera  entièrement  consacrée 
à  la  détermination  exacte  de  son  véritable  caractère  gé- 
néral, et  par  suite  à  la  fixation  précise  de  son  rang  ency- 
clopédique. Mais  pour  ne  pas  laisser  incomplet,  sous  un 
rapport  aussi  capital,  le  grand  tableau  que  j'ai  tâché 
d'esquisser  dans  cette  leçon,  je  dois  indiquer  ici  som- 
mairement, par  anticipation,  les  résultats  généraux  de 
l'examen  que  nous  entreprendrons  dans  la  leçon  sui- 
vante. 

Dans  l'état  actuel  du  développement  de  nos  connais- 
sances positives,  il  convient,  je  crois,  de  regarder  la 
science  mathématique,  moins  comme  une  partie  consti- 
tuante de  la  philosophie  naturelle  proprement  dite,  que 
eomme  étant,  depuis  Descartes  et  Newton,  la  vraie  base 
fnnd.irnenl aie  de  toute  cette  philosophie,  quoique,  à  parler 
exarlement,  elle  soit  à  la  fois  l'une  et  l'autre.  x'Vujour- 
d'Imi,  en  effet,  la  science  mathématique  est  bien  moins 
importante  par  les  connaissances,  très  réelles  et  très 
(irécieuses  néanmoins  qui  la  composent  directement, 
que  er.mnie  constituant  l'instrument  le  plus  puissant  que 
l'esprit  humain  puisse  employer  dans  la  recherche  des 
lois  des  phénomènes  naturels. 

l'nui  présenter  à  cet  égard  une  conception  parfaite- 
ment nellc  ..(  ligonceusement  exacte,  nousverrons  qu'il 
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faut  divisfM*  la  science  matliémaliqiie  vu  deux  grandes 
sciences,  dont  le  caractère  est  essentiellement  distinct  : 
la  mathématique  abstraite  ou  le  calcul,  <'n  prenant  ce 
mot  dans  sa  plus  grande  extension,  et  la  mathématique 
concrète,  qui  se  compose,  d'une  part,  de  la  géométrie 
générale,  d'une  autre  part,  de  la  mécanique  rationnelle». 
La  partie  concrète  est  nécessairement  fondée  sur  la 
partie  abstraite,  et  devient  à  son  tour  la  base  directe  de 
toute  la  philosophie  naturelle,  en  considérant,  autant 
que  possible,  tous  les  phénomènes  de  l'univers  comun» 
g'éométriques   ou   conmie  mécani(jues. 

La  partie  abstraite  est  la  seule  qui  soit  purement  ins- 
trumentale, n'étant  autre  chose  qu'une  immense  exten- 
sion admirable  de  la  logique  naturelle  à  un  certain 
ordre  de  déductions.  La  géométrie  et  la  mécanique 
doivent,  au  contraire  être  envisagées  comme  de  véri- 
tables sciences  naturelles,  fondées,  ainsi  ([ue  toutes  les 
autres,  sur  l'observation,  quoique,  par  Tcxtrème  sim- 
plicité de  Iruis  phénomènes,  elles  comportent  un  deiiré 
infiniment  plus  parfait  de  systématisation,  qui  a  pu 
quelquefois  faire  méconnaître  ie  caractère  expérimental 
de  leurs  premiers  j)rincipes.  Mais  ces  deux  sciences  phy- 
siques (nil  rel;i  de  piii'l ieulier  (jue.  dans  l'état  pi'esenl 
de  l'esprit  humain,  elles  sont  déjà  et  seinni  toujours 
davantage  em|)lovées  comme  métluMle.  beauconp  plus 
que  crunme  dortiine  directe. 

Il  est,  du  reste,  évident  (juen  plaçant  ainsi  la  srienro 
malhémati(|ue  à  la  lèh- de  la  philosophie  positive,  nous 
ne  faisons  qu'«*tendre  davantaiit»  l'applicatinn  île  <••  même 
principe  de  elassification.  Innde  sni    la   dépendance  suc- 
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cossivt'  (It^s  sciences  en  résultat  du  degré  d'abstraction 
(le   leurs  phénomènes  respectifs,   qui  nous  a  fourni  la 
série  encyclopédique,  établie  dans  cette  leçon.  Nous  ne 
faisons  maintenant  que  restituer  à  cette  série  son  véri- 
table premier  terme,  dont  l'importance  propre  exigeait 
un  examen  spécial  plus  développé.  On  voit,  en  effet,  que 
b's  phénomènes  géométriques  et  mécaniques  sont,    de 
Inus,    les  plus  généraux,    les    plus   simples,   les    plus 
abstraits,  les  plus   irréductibles,  et   les   plus  indépen- 
dants de  tous  les  autres,  dont  ils   sont,  au  contraire, 
la    hase.   On    conçoit  pareillement   que   leur  étude   est 
un  préliminaire  indispensable  à  celle  de  tous  les  autres 
nrdres   de    phénomènes.    C'est     donc    la    science    ma- 
thématique  qui   doit   constituer   le  véritable    point    de 
départ  de  toute  éducation  scientifique  rationnelle,  soit 
générale,  soit  spéciale,  ce  qui  explique  l'usage  universel 
qui  s'est  établi  depuis  longtemps  à  ce  sujet,  d'une  ma- 
nière empirique,  quoiqu'il  n'ait  eu  primitivement  d'autre 
cause    que   la   plus   grande   ancienneté  relative    de   la 
science  mathématique.  Je  dois  me  borner  en  ce  moment 
à  une  indication  très  rapide  de  ces  diverses  considéra- 
tions, qui  vont  être  l'objet  spécial  de  la  leçon  suivante. 
-Nous  avons  donc  exactement  déterminé  dans   cette 
h'con.  no!i  d'après  de   vaines  spéculations  arbitraires, 
mais  eu  le  regardant  comme  le  sujet  d'un  véritable  pro- 
l)lème  phihjsophique,    le   plan  rationnel  qui    doit  nous 
LMiider  eonstammeni  dans  l'élude  de  la  philosophie  po- 
sitive. En  résultat  définitif,  la  mathématique,  l'astrono- 
im.'.  la  physique,  la  chimie,  la  physiologie  et  la  phy- 
sique sociale;  telle  est  la  formule  encyclopédique  qui. 
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|>aiiiii  le  lies  grainl  nunibie  de  classifi(ati(jns  que  cuiii- 
porUMil  les  six  sciences  fondamentales,  est  seule  logi- 
quement conforme  à  la  hiérarchie  naturelle  et  inva- 
riable des  phénomènes.  Je  iTai  pas  besoin  de  rappeler 
limportance  de  ce  résultat,  que  le  lecteur  doit  se  rendre 
éminemment  familier,  pour  en  faire  dans  toute  l'éten- 
due de  ce  cours  une  application  continuelle. 

La  conséquence  finale  de  cette  leçon,  exprimée  s(»us 
la  fornu'  la  plus  simple,  consiste  dmir  djiiis  l'explication 
»'l  la  justification  du  grand  tableau  synoptique  j)lac«''  an 
(ommencement  de  cet  ouvrage,  et  dans  la  conslinclinn 
duquel  je  me  suis  efforcé  de  suivre,  aussi  rigoureuse- 
ineiil  que  possible,  pour  la  distribution  intr'rienre  d»* 
chaque  science  fondamenlale.  Ir  même  principe  de  clas- 
sification (|ni  \ienl  dr  ii(»n>^  tnmnii-  la  séri»'  trénéralc  d^-^ 
>ciences. 
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TROISIÈME    LEÇON 

Considérations  philosophiques  sur  rensemble  de  la  science 
mathématique. 


En  commençant  à  entrer  directement  en  matière  par 
lY'tude  philosophique  de  la  première  des  six  sciences 
fondamentales  établies  dans  la  leçon  précédente,  nous 
avons  lieu  de  constater  immédiatement  l'importance  de 
la  philosophie  positive  pour  perfectionner  le  caractère 
général  de  chaque  science  en  particulier. 

Ouoique  la  science  mathématique  soit  la  plus  ancienne 
«'l  la  plus  parfaite  de  toutes,  l'idée  g-énérale  qu'on  doit 
s'en  forrnci-  n'est  point  encore  nettement  déterminée.  La 
(l('riiiili()ii  (le  la  science,  ses  principales  divisions,  sont, 
demeurées  jusqu'ici  vagues  et  incertaines.  Le  nom  mul- 
lij)l('  par  lequel  on  la  désigne  habituellement  suffirait 
même  seul  pour  indiquer  le  défaut  d'unité  de  son  carac- 
tère philosophique,  tel  qu'il  est  conçu  communément. 

A  la  vérité,  c'est  seulement  au  commencement  du 
siècle  (lernierque  les  diverses  conceptions  fondamentales 
qui  eonsliliiciii  cette  grande  science  ont  pris  chacune 
assez  de  développement  pour  que  le  véritable  esprit  dej 
l'onsemhle  put  se  manifester  clairement.  Depuis  cette) 
époque,  l'attention  des  géomètres  a  été  trop  justement 
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et  trop  exclusivement  absorbée  par  \o  perfectionnement 
spécial  des  différentes  branches,  cl  par  l'application  ca- 
pitale qu'ils  en  ont  faite  ;iu\  lois  les  plus  inij)ortantes 
de  I  univers ,  pour  pouvoir  se  diri;^('r  «onvcnablemenl 
sur  le  système  généial  de  la  science. 

Mais  aujourd'hui  le  progrès  des  spécialités  nV>l  plus 
lidlemenl  rapide  qu'il  interdise  la  conteinplatioFi  de  l'en- 
semble. La  mathématique  (1)  est  maint enanl  assez  dé- 
velopj)ée,  soit  en  (die-méme,  soit  quant  à  ses  applica- 
tions les  plus  essentielles,  poui  ètic  parvenue  k  cet  état 
le  consistance,  dans  lequel  on  doit  s'efforcer  de  coor- 
lonner  en  un  système  unique  les  diverses  parties  de  la 
ience.  afin  de  préparer  dr  nouveaux  progrès.  On  peut 
même  observer  que  les  derniers  perfectionnements  capi- 
taux éprouvés  [)ar  la  science  mathématique  ont  directe- 
ment préparé  cette  importante  opération  philosophique, 
en  imprimant  à  ses  principales  parties  un  caractère 
d'unih'  qui  n'existait  pas  auparavant;  tel  est  «'minem- 
ment  et  hors  de  toute  comparaison  l'esprit  des  travaux 
de  l'immortel  auteur  de  la  Th'fjr/r  //rs  Fondions  et  de  la 
\h'ran\fiu('  analytiqur. 

Vnwv  se  former  une  juste  id(''e  de  l'objet  de  la  science 
matluMuatique  eonsiih'rf'e  dans  son  eii-^enibir.  mi  |ieiil 
d'abord  paitir  de  la  dcMiiiition  vai;ue  el  iiisi'ji^nifiante 
(pi'on  eu  dorme  ordinairement,  à  défaut  de  t(uit(»  autre, 
en  disant  (pTelle  es!  ht  si  irmc  (h's  (jrdinhnirs,  ou,  ce  (pii 
t'xl  plus  positif,  la  sriniic  «/m  n  pour  hut  lu  mrsun'  ilrs 

[W  .J'emploierai  j^oiiveiit  c»'lt»*  »rxpn*.ssion  an  ^iniriilior.  cotnine  l'a  pro- 
posé Coudorcet,  aliu  d'iudiquer  avec  pl't-  .1  .  n.i  .i..  l'.-..|»!it  .1  imil»'  daiH 
Ifquel  je  couçois  la  scifuce. 
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(/laïuh'urs.  Cet  aperçu  scoiaslique  a,  sans  doute,  singu- 
lièrement besoin  d'acquérir  plus  de  précision  et  plus  de 
profondeur.  Mais  l'idée  est  juste  au  fond;  elle  est  môme 
suffisanmienl  étendue,  lorsqu'on  la  conçoit  convenable- 
iiMiil.  Il  importe  d'ailleurs,  en  pareille  matière,  quand 
(tn  le  peut  sans  inconvénient,  de  s'appuyer  sur  des  no- 
tions généralement  admises.  Voyons  donc  comment,  en 
partant  de  cette  grossière  ébauche,  on  peut  s'élever  à 
une  véritable  définition  de  la  mathématique,  à  une  défini- 
lion  qui  soit  digne  de  correspondre  à  l'importance,  à 
retendue  et  à  la  difficulté  de  la  science. 

La  question  de  mesurer  une  grandeur  ne  présente  par 
elle-même  à  l'esprit  d'autre  idée  que  celle  de  la  simple 
(•(jinparaisun  immédiate  de  cette  grandeur  avec  une  autre 
grandeur  semblable  supposée  connue,  qu'on  prend  pour 
iimir  entre  toutes  celles  de  la  môme  espèce.  Ainsi,  quand 
Mil  se  borne  à  définir  les  mathématiques  comme  ayant 
pduidbjel  la  mesure  des  grandeurs,  on  en  donne  une  idée  . 
ImiI  ini|)aifaite,  cai-  il  est  même  impossible  de  voir  par  là 
•  ■"iiiiiicnl  il  y  a  lien,  sons  ce  rapport,  à  une  science quel- 
r<)n(|ue.  el  sinidnl  à  une  science  aussi  vaste  et  aussi  pro- 
jonde  qu'est  iéj)nlée  l'être  avec  raison  la  science  mathé- 
malicpie.  An  lien  d'un  immense  enchaînement  de  travaux 
rationnel  Iri's-piolongés,  qui  offrent  à  notre  activité 
iiitcdiecinelle  nn  aliment  inépuisable,  la  science  paraî- 
trait senlenieni  consister,  d'après  un  tel  énoncé,  dans 
une  simple  suite  d(;  procédés  mécaniques,  pour  obtenir 
dire»  icrnent,  à  l'aide  d'opérations  analogues  à  la  super- 
position des  lignes,  les  rapports  des  quantités  à  mesurer 
il  celles  par  lesquelles  on  veut  les  mesurer.  Néanmoins, 
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cotte  (l('*f"iiiitiun  n'a  point  ivclltMiionl  (raiilic  défaut  que 
de  irètro  pas  suffisamment  a|)profon(lit*.  Kllc  ii'iii(liiit 
point  en  erreur  sur  le  véritable  hut  final  des  mathéma- 
tiques; seulement  elle  présente  comme  dire*  l  un  objet 
(|ui,  presque  toujours,  est,  au  contraire,  fort  indirect,  et 
parla,  elle  ne  fait  nullement  concevoir  la  nature  de  la 
science. 

Four  y  parvenir,  il  faut  d'abord  considérer  un  fait  g'é- 
in-ral.  très-facile  à  constater,  fl'est  que  la  mesure  dirrcir 
d'une  grandeur,  par  la  superposition  «m  j);u-  quelque 
procédé  semblable,  est  le  plus  souvent  pour  nous  une 
opération  tout-à-fail  impossible  :  en  sorte  que  si  n(ni> 
n'avions  pas  d'autre  moyen  pour  déterminei-  les  gran- 
deurs que  les  comparaisons  immédiates,  nous  serions 
obligés  de  renoncer  à  la  connaissance  (b^  b\  plupart  de 
celles  qui  nous  intéressent. 

On  comprendra  toute  l'exactitude  de  celte  observation 
générale,  en  se  bornant  à  considérer  spécialement  le  cas 
particulier  qui  préseiue  évidemment  b»  phis  de  facilit»'. 
relui  de  la  mesure  d  une  ligne  droile  par  une  aulre 
ligue  di'oilc.  CiClte  comparaison,  (|ui.  de  louiez  celles 
que  nous  pouvons  imaginer,  est  sans  contredil  la  plus 
simple,  ne  peut  n('*ainuoins  [jrescjue  jamais  être  ettec- 
luée  inmu'diatemenl.  En  rellécbissanl  à  l'ensemblt'  des 
con(liti(Mis  nécessaires  pnui*  (ju'une  ligne  dioile  soit 
susceptible  d  une  mesure  dii'e<le,  yn\  voit  «pie  le  |dus  sou- 
vent (dies  ne  pruNcnl  poiril  rire  remplies  à  la  fois,  icla- 
livement  aux  lignes  cpie  uous  désirons  connaître.  La 
première  et  la  plus  grossière  «le  r»'s  r(uulilinuv.  relie 
de   pouvoir  parcourir  la  ligne  d  un  bout  a  l'autre,   pour 
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porter  successivement  l'unité  dans  toute  son  étendue, 
l'xclul  évidemment  déjà  la  très-majeure  partie  des  dis- 
lances qui  nous  intéressent  le  plus;  d'abord  toutes  les  " 
distances  entre  les  différents  corps  célestes,  ou  de  la  terre 
à  quelqu  autre  corps  céleste,  et  ensuite  même  la  plupart 
des  distances  terrestres,  qui  sont  si  fréquemment  inac- 
cessibles. Quand  cette  première  condition  se  trouve  ac- 
complie, il  faut  encore  que  là  longueur  ne  soit  ni  trop 
grande  ni  trop  petite,  ce  qui  rendrait  la  mesure  directe 
également  impossible  ;  il  faut  qu'elle  soit  convenablement 
située,  etc.  La  plus  légère  circonstance,  qui  abstraite- 
ment ne  paraîtrait  devoir  introduire  aucune  nouvelle 
difficulté,  suffira  souvent,  dans  la  réalité,  pour  nous  in- 
tt'niiiv  toute  mesure  directe.  Ainsi,  par  exemple,  telle 
ligne  que  nous  pourrions  mesurer  exactement  avec  la 
plus  grande  facilité,  si  elle  était  horizontale,  il  suffira 
de  la  concevoir  redressée  verticalement,  pour  que  la  me- 
sure en  devienne  impossible.  En  un  mot,  la  mesure  im- 
médiatt'  d'une  ligne  droite  présente  une  telle  complica- 
tion (le  (liCficullés,  surtout  quand  on  veut  y  apporter 
quelque  exactitude,  que  presque  jamais  nous  ne  rencon- 
trons d'autres  lignes  susceptibles  d'être  mesurées  direc- 
tement avec  précision,  du  moins  parmi  celles  d'une  cer- 
taine grandeur,  que  des  lignes  purement  artificielles, 
créées  expressément  par  nous  pour  comporter  une  déter- 
mination directe,  et  auxquelles  nous  parvenons  à  ratta- 
eher  toutes  les  autres. 

Ce  que  je  viens  d'établir  relativement  aux  lignes  se 
conçoit,  à  bien  plus  forte  raison,  des  surfaces,  des 
volumes,  des  vitesses,  des  temps,  des  forces,  etc.,  et, 
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on  général,  do  toutes  los  autres  grandeurs  susceptibles 
d'appréciation  exacte,  et  qui.  par  leur  nature,  présentent 
nécessairement  beaucoup  plus  d'obstacles  encore  à  une 
mesure  immédiate.  Il  est  donc  inutile  de  s*v  arr(^tor.  et 
nous  devons  regarder  comme  suffisamment  constatée 
l'impossibilité  de  déterminer,  en  les  mesurant  dirocto- 
mont.  la  plupart  des  grandeurs  que  nous  désirons  con- 
naîlre.  C'est  ce  fait  général  qui  nécessite  la  formation 
do  la  science  mathématique,  comme  nous  allons  le  voii-. 
(iar,  renonçant,  dans  presque  tous  les  cas,  à  la  mesure 
immédiate  des  grandeurs,  l'esprit  humain  a  dû  chercher 
h  les  déterminoi'  indirectement,  et  c'est  ainsi  qu'il  a  ét<» 
conduit  à  la  création  des  mathématiques. 

La  méthode  générale  qu'on  emploie  constamment,  la 
seule  évidemment  qu'on  puisse  concevoir,  pnni-  ((ni- 
naître  dos  grandeurs  qui  no  comportent  point  une 
nicsuiM'  directe,  consiste  à  les  laltacher  à  d'autres  qui 
soient  susceptibles  d'(Mn'  déterminées  immédiatement, 
<'l  d'après  lesquelles  on  parvient  à  découvrir  les  pre- 
mières, au  moyen  des  relations  qui  existent  cnlro  N»s 
unes  et  les  autres.  Tel  est  l'objet  précis  (\o  la  sciencr 
ni.'if h^'Oinf iquo  cnvisagJM'  dan^  <on  «Mi^omblo.  Pniii-  «-'en 
r.iiic  imo  idée  suffisamment  étendue,  il  faut  considjMri 
(|ii('  C(»lt(*  dé'tormination  indirecte  des  grauflours  pciil 
être  inriirecteàdes  degrés  fort  différents.  Dans  un  grand 
nombrf  do  cas.  qui  souvent  srmt  Ic^  pln<  importants, 
los  grandeurs,  à  la  détermination  desquelles  on  ramèn<^ 
la  recherche  des  grandeurs  principales  qu'on  veuf  con- 
naître, ne  peuvent  point  elles-mêmes  être  mesurées 
immédiatement,  et  doivent  par  conséquonl.  à  leur  tour. 
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devenir  le  sujet  d'une  question  semblable,  et  ainsi  de 
suite;  en  sorte  que,  dans  beaucoup  d'occasions,  l'esprit 
liuniain  est  obligé  d'établir  une  longue  suite  d'intermé- 
diaires entre  le  système  des  grandeurs  inconnues  qui 
sont  l'objet  définitif  de  ces  recherches,  et  le  système 
des  grandeurs  susceptibles  de  mesure  directe,  d'après 
lesquelles  on  détermine  finalement  les  premières,  et 
qui  ne  paraissent  d'abord  avoir  avec  celles-ci  aucune 
liaison. 

Quelques  exemples  vont  suffire  pour  éclaircir  ce  que 
les  généralités  précédentes  pourraient  présenter  de  trop 
abstrait. 

(Considérons,  en  premier  lieu,  un  phénomène  naturel 
très  simple  qui  puisse  néanmoins  donner  lieu  à  une 
question  mathématique  réelle  et  susceptible  d'applica- 
tions effectives,  le  phénomène  de  la  chute  verticale  des 
corps  pesants. 

Kn  observant  ce  phénomène,  l'esprit  le  plus  étranger 
aux  conreptions  mathématiques  reconnaît  sur-le-champ 
que  les  deux  quantités  qu'il  présente,  savoir  :  la  hauteur 
d'où  un  eorps  est  tombé,  elle  temps  de  sa  chute,  sont 
nécessairement  liées  l'une  à  l'autre,  puisqu'elles  varient 
ensemble,  et  restent  fixes  simultanément;  ou,  suivant  le 
langage  des  géomètres,  qu'elles  sont  fonction  l'une  de 
l'autre.  Le  phénomène,  considéré  sous  ce  point  de  vue, 
df.nne  donr  lieu  à  une  question  mathématique,  qui  con- 
siste à  suppléer  à  la  mesure  directe  de  l'une  de  ces  deux 
grandeurs  lorsqu'elle  sera  impossible,  par  la  mesure  de 
l'autre.  C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'on  pourra  déter- 
miner indirectement  la  profondeur  d'un  précipice,  en  se 
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bornant  à  nK^surn  !<•  temps  qu'un  rorps  ciiiploici-ait  ;i 
lomberjusqu'au  fond:  ot,  on  proc(^flanf  ronvonablcnn'nt, 
retle  profondeur  inaccessible  sera  ronniie  avec  ton! 
autant  de  précision  que  si  c'était  niic  li^iic  borizonlal»' 
placée  dans  les  circonstances  les  |)liis  favorables  à  une 
mesure  facile  et  exacte.  Dans  d'autres  occasions,  c'est  la 
hauteur  flou  le  corps  est  tombé  (pii  sera  facile  à  con- 
Fiaître,  tandis  que  le  temps  de  la  chute  ne  pouriail  point 
être  observé  directement  ;  alors  le  même  phénomène 
doimera  lieu  à  la  question  inverse,  déterminer  le  temps 
d'après  la  hauteur;  comme,  par  exemple,  si  l'on  voulait 
connaître  quelle  sera  la  durée  de  la  chute  verticale  d'un 
corps  tombant  rie  la  lune  sui-  la  tene. 

Dans  l'exeniple  précédent,  la  question  mathématique 
est  fort  simple,  du  moins  quand  on  n'a  pas  é'iiaid  à  la 
vai'iation  (rintensit(*  de  la  j)esanleni  .  ni  à  la  lésislance 
du  fluide  ([ue  le  corps  traverse  dans  sa  chute.  Mais,  pour 
agrandir  la  question,  il  suffiia  rie  considéiei-  le  même 
phénomène  flans  sa  plus  tirande  i^(''inM-.ilil(''.  en  <np[)o>^ant 
la  r-hufe  obli([ue.  et  tenant  compte  de  lonle»  |r>N  rir<<iii<- 
tances  principales.  Alors,  au  lien  d'offrii'  siniplemenl 
deux  fjuantifés  variables  liées  erHre  elles  par  une  relation 
IVicile  à  suivre,  le  phénomène  en  [tié^cnlera  un  plii^ 
^^rand  nombre,  l'espacr»  parcouru,  s(nl  dans  je  sens  ver- 
tical, sfut  dans  le  sens  horizontal,  leterups  employé  à  le 
parcourir,  la  vitesse  du  corps  a  cluupie  point  de  >.a 
course,  et  même  I  intensité'  et  la  directirm  de  son  impul- 
sion primitive,  qui  pourront  aussi  Aire  envisafî^éesconime 
variabh's.  et  enfin,  dans  certains  cas,  pour  tenir  compte 
de  tout,  la  lé'sistance  du  milieu  et  l'énerp-iode  la  gravité. 
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Toutes  ces  diverses  quantités  seront  liées  entre  elles,  de 
telle  sorte  que  chacune  à  son  tour  pourra  être  déter- 
minée indirectement  d'après  les  autres,  ce  qui  présen- 
tera autant  de  recherches  mathématiques  distinctes,  qu'il 
y  aura  de  grandeurs  co-existantes  dans  le  phénomène 
considéré.  Ce  changement  1res  simple  dans  les  condi- 
tions physiques  d'un  problème  pourra  faire,  comme  il 
arrive  en  effet  pour  l'exemple  cité,  qu'une  recherche 
mathématique,  primitivement  fort  élémentaire,  se  place 
tout  à  coup  au  rang  des  questions  les  plus  difficiles,  dont 
la  solution  complète  et  rigoureuse  surpasse  jusqu'à  pré- 
sent toutes  les  plus  grandes  forces  de  l'esprit  humain. 

Prenons  un  second  exemple  dans  les  phénomènes  géo-  m 
métriques.  Qu'il  s'agisse  de  déterminer  une  distance  qui 
n'est  pas  susceptible  de  mesure  directe;  on  la  concevra 
généralement  comme  faisant  partie  d'une  figure^  ou  d'un 
système  quelconque  de  lignes,  choisi  de  telle  manière 
que  tous  ses  autres  éléments  puissent  être  observés  i| 
immédiatement;  par  exemple,  dans  le  cas  le  plus  simple 
et  auquel  tous  les  autres  peuvent  se  réduire  finalement, 
on  considérera  la  distance  proposée  comme  appartenant 
à  un  triangle,  dans  lequel  on  pourrait  déterminer  direc- 
tement, soit  un  autre  côté  et  deux  ang-les,  soit  deux 
côtés  et  un  seul  angle.  Dès  lors,  la  connaissance  de  la 
distance  cherchée,  au  lieu  d'être  obtenue  immédiate- 
mont,  sera  le  résultat  d'un  travail  mathématique  qui 
consistera  à  la  déduire  des  éléments  observés,  d'après 
la  relation  qui  la  lie  avec  eux.  Ce  travail  pourra  devenir 
surcessivemont  de  plus  en  plus  compliqué,  si  les  élé- 
ments supposés  connus  ne  pouvaient,  à  leur  tour,  comme 
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il  arrive  le  plus  souvent,  être  déterminés  que  d'une  ma- 
nière indirecte,  à  laide  de  nouveaux  systèmes  auxi- 
liaires, dont  le  nombre,  dans  les  grandes  opérations  de 
ce  genre,  finit  par  devenir  quelquefois  très  considérable. 
La  distance  une  fois  déterminée,  cette  seule  connais- 
sance suffira  fréquemment  pour  faire  oblonir  de  nou- 
velles quantités,  qui  offriront  le  sujet  de  nouvelles  ques- 
tions matbématiques.  Ainsi,  quand  on  sait  à  quelle 
distance  est  situé  un  objet,  la  simple  observation,  tou- 
jours possibb',  de  son  diamètre  apparent,  doit  évidem- 
ment permettrede  déterminer  indirectement,  quelqu'inac- 
cessibb'  (ju'ij  puisse  être,  ses  dimensions  réelles,  et,  par 
une  suite  de  rechercbes  analogues,  sa  surface,  son 
volume,  son  j)oids  même,  rt  niie  f(uile  d'autres  prn- 
|>riétés,  dont  la  connaissance  semblait  devoir  nous  être 
nécessairement  interdite. 

C'est  par  de  tels  travaux  (jue  l'Iifimme  a  pu  parvenir 
à  connaître,  non  seulement  les  distances  des  astres  à  la 
terre,  et  par  suite,  entre  eux,  mais  leur  grandeur  (effec- 
tive, leur  véritable  figure,  jusqu'aux  iru'galités  de  leur 
surface,  et,  ce  qui  semble  se  dérober  bien  plus  encore  à 
nos  movens  d'investigation,  leurs  ruasses  resjx'ctives. 
leurs  densités  movennes.  les  eiiTonstanc(»s  principales 
(le  la  (bute  des  rorps  pesants  à  la  surfaee  de  cliacun 
d  eux,  etc.  l*ar  la  pui.ssancedes  tbéori<»s  matbématiques, 
tous  ces  divers  résultats,  et  bien  d'autres  encore  relatifs 
aux  différentes  classes  de  pliénomiuies  naturels,  n'ont 
exigé  définitivement  d'autres  mesures  immédiates  que 
celles  d'un  très  petit  nombre  de  lignes  droites,  convena- 
blement clioisies,  ««t  d'un  plus  grand  nombre  d'angles. 
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On  peut  niome  dire,  en  tonio  rigueur,  pour  indiquer  d'un 
soûl  trait  la  portée  générale  de  la  science,  que  si  l'on  ne 
craignait  pas  avec  raison  de  multiplier  sans  nécessité  les 
opérations  mathématiques,  et  si,  par  conséquent,  on  ne  % 
devait  pas  les  réserver  seulement  pour  la  détermination 
des  quantités  qui  ne  pourraient  nullement  être  mesurées 
directement,  ou  d'une  manière  assez  exacte,  la  connais- 
sance do  toutes  les  grandeurs  susceptibles  d'estimation  1 
précise  que  les  divers  ordres  de  phénomènes  peuvent 
nous  offrir  serait  finalement  réductible  à  la  mesure 
immédiate  d'une  ligne  droite  unique  et  d'un  nombre 
d'angles  convenable. 

Nous  sommes  donc  parvenus  maintenant  à  définir  avec 
exactitude  la  science  mathématique,  en  lui  assignant  pour 
but.  la  mesure  mdirecte  des  grandeurs,  et  disant  qu'on 
s'y  propose  constamment  de  déterminer  len grandews  les. 
un  es  par  les  autres^  d'après  les  reloMons précises  qui  existent 
nitre  pUps.  Cot  énoncé,  au  lieu  de  donner  seulement  l'idée 
d'im  (irl,  rommo  le  font  jusqu'ici  toutes  les  définitions 
ordinaires,  oaractérise  immédiatement  une  véritable 
srienrp,  o\  la  montre  sur-le-champ  composée  d'un  im- 
mense onchaînemont  d'opérations  intellectuelles,  qui 
[(oiirront  évidemment  devenir  très  compliquées,  à  raison 
de  l;i  -siiilc  (rintermédiaires  qu'il  faudra  établir  entre  les 
quantités  inconnues  et  celles  qui  comportent  une  mesure 
direrto.  du  nomhro  des  variables  co-existantes  dans  la 
question  proposée,  ot  de  la  nature  des  relations  que 
fourniront  outre  loutes  ros  diverses  grandeurs  les  phé- 
nomènes oonsidérés.  D'après  une  telle  définition,  l'esprit 
mathématique  ronsiste  à  regarder  toujours  comme  liées 
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pntre  elles  toutes  les  quantités  que  peut  présent»  r  un 
phénomène  quelrouque.  dans  l.i  vue  do  les  fléduirc  les 
unes  ries  autres.  Or.  il  n'y  a  j>as  évidemment  de  phéno- 
mène qui  ne  puisse  donner  lieu  a  des  considérations 
de  ce  genre;  d'où  résulte  l'étendue  naturellement  indé- 
finie o\  même  la  rigoureuse  universalité  logique  de  la 
srienee  mathématicjue  :  nous  chercherons  plus  loin  à 
circonscrire  aussi  exactement  que  possible  son  exten- 
sion effective. 

Les  explications  précédentes  établissent  clairement  la 
justification  du  nom  employé  \)()uv  désigner  la  science 
que  nous  considérons.  Cette  dénomination,  qui  a  j)ris 
aujourd'hui  une  acception  si  déterminée,  signifie  simple- 
ment par  elle-même  l'dscÎPîirr  (Ml  général,  l  ne  telle  dési- 
gnation, rigoureusement  exacte  pour  les  (irecs,  qui 
n'avaient  pas  d'autre  scîpfirp  réelle,  n'a  pu  être  ((mscrvcc 
j)ar  les  modernes  que  pour  indicjuer  les  mathématiques 
comme  la.sr/^wrr  par  excellence.  Et,  en  effet,  la  définiliou 
à  laquelle  nous  venions  dèli'e  conduits,  si  ou  eu  écaite  la 
circonstance  de  la  précision  des  déterminations,  n'est 
autre  chose  que  la  définition  de  toute  véritable  sci(Mirr 
(|uelcon(|ue,  car  chacune  [l'a-l-elle  pas  uécessairemeiil 
pr)Uf  but  de  déterminer  (\o<  phénomi'iie^  le«  nn<  p.n-  le«^ 
autres,  fl'apri's  les  relalioFi-^  (pu  <'\i<|tMil  nilre  »'ii\  / 
I  ouïe  srienrr  consiste  dans  la  coordinalinii  des  faits;  si 
les  diverses  observations  étaient  entii-rement  isolées,  il 
n'v  aurait  pas  de  science.  On  peut  même  tiire  générale- 
ment que  la  srifinrp  est  essentiellement  «h^stinéo  à  dis- 
penser, autant  (]ue  le  com[)ortenl  les  divers  phénomènes, 
de  toute  observalirm  fiirecle.  rn  permettant  de  dé-duiie 
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(lu  plus  petit  nombre  possible  de  données  immédiates,  le 
plus  grand  nombre  possible  de  résultats.  N'est-ce  point 
là,  en  effet,  l'usag-e  réel,  soit  dans  la  spéculation,  soit 
dans  l'action,  des  lois  que  nous  parvenons  à  découvrir 
entre  les  phénomènes  naturels? La  science  mathématique 
ne  fait,  d'après  cela,  que  pousser  au  plus  haut  degré  pos- 
sible, tant  sous  le  rapport  de  la  quantité  que  sous  celui 
de  la  qualité,  sur  les  sujets  véritablement  de  son  ressort, 
le  même  genre  de  recherches  que  poursuit,  à  des  degrés 
plus  ou  moins  inférieurs,  chaque  science  réelle,  dans  sa 
sphère  respective. 

(Test  donc  par  l'étude  des  mathématiques ,  et  seule- 
ment par  elle,  que  l'on  peut  se  faire  une  idée  juste  et 
approfondie  de  ce  que  c'est  qu'une  science.  C'est  là  uni- 
(juoniont  qu'on  doit  chercher  à  connaître  avec  précision 
hi  méthode  générale  que  l'esprit  humain  emploie  cons- 
lamniont  dans  toutes  ses  recherches  positives,  parce  que 
nulle  part  ailleurs  les  questions  ne  sont  résolues  d'une 
mjmière  aussi  complète,  et  les  déductions  prolongées 
aussi  loin  avec  une  sévérité  rigoureuse.  C'est  là  égale- 
mont  (juo  notre  entendement  a  donné  les  plus  grandes 
pn-iivcs  de  sa  force,  parce  que  les  idées  qu'il  y  considère 
>onl  (lu  plus  liant  degré  d'abstraction  possible  dans 
l'ordre  positif.  Toute  éducation  scientifique  qui  ne  com- 
menro  point  par  une  telle  étude  pèche  donc  nécessaire- 
monl  [>ar  sa  hase. 

Nous  avons  jusqu'ici  envisagé  la  science  mathéma- 
liquo  soulemeni  dans  son  ensemble  total,  sans  avoir  au- 
run  égard  à  ses  divisions.  Nous  devons  maintenant, 
j>our  compléter  cette  vue  générale  et  nous  former  une 
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juste  idée  du  caractère  philosophique  de  la  science,  con- 
sidérer sa  division  fondamentale.  Les  divisions  secon- 
daires seront  examinées  dans  les  legons  suivantes. 

Cette  division  principale  ne  saurait  être  vraiment  ra- 
tionnelle, et  dériver  de  la  nature  même  du  sujet,  qu'au- 
tant qu'elle  se  présentera  spontanément,  en  faisant  l'ana- 
lyse exacte  d'une  question  mathématique  complète. 
Ainsi,  après  avoir  déterminé  ci-dessus  (juel  est  l'ohjel 
général  des  travaux  mathématiques,  <*aractérisons 
maintenant  avec  précision  les  divers  ordres  principaux 
de  recherches  dont  ils  se  composent  constamment. 

La  solution  complète  de  toute  question  mathématique 
se  décompose  nécessairement  en  deux  parties,  (rime 
nature  essentiellement  distincte,  et  dont  la  iclation  est 
invariahlement  déteiiniiu'H».  En  effet,  muis  avons  vu  que 
toute  recherche  mathématique  a  pour  ohjel  de  (l<''ler- 
miner  des  grandeurs  inconnues,  d'apiiîs  h's  relations  qui 
existent  (Mitre  eMes  et  des  grandeurs  connues.  (h',ilfiml 
é\i(lenimenl  d  ahoid.  a  cette  fin,  paiNcnir  à  connaîti'e 
avec  pn'cision  les  relations  existantes  enti-eh'>  qnaiiliti's 
(jue  Ton  considèi-e,  (le  premier  ordre  de  i-echerches  cons- 
titue ce  (jue  j'appelle  la  partie  conrrrtf  de  la  solution. 
(Jnaiid  elle  est  tei'miiK'c,  la  question  change  de  nalure; 
elle  >e  rt'dnit  à  une  pure  question  (le  nombre^,  con^i-- 
lant  simj»lemenl  «It'sormais  à  (h'terrninei  de^  iminhics 
inconnus,  lorsipiOn  sait  «pielles  relali(»ns  précises  les 
lient  à  des  nombres  comms.  ('/est  dans  ce  second  ordic 
de  recherches  «pie  consiste  ce  que  je  nomme  la  partie 
ahstraih-  dr  la  solution.  De  lii  r(''>nlte  ki  division  fonda- 
mentale de  la  science  matliémati(jue  générale  en  d«'u\ 
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grandes  sciences,  la  mathématique  abstraite  et  la  mathé- 
matique concrète. 

(lelte  analyse  peut  être  observée  dans  toute  question 
luatiiématique  complète ,  quelque  simple  ou  quelque 
compliquée  qu'elle  soit.  11  suffira,  pour  la  faire  bien 
comprendre,  d'en  indiquer  un  seul  exemple. 

Reprenant  le  phénomène  déjà  cité  de  la  chute  verti- 
cale d'un  corps   pesant ,  et  considérant   le  cas  le  plus 
simple,  on  voit  que  pour  parvenir  à  déterminer  l'une  par 
l'autre  la  hauteur  d'où  le  corps  est  tombé  et  la  durée  de 
sa  (^hute,  il  faut  commencer  par  découvrir  la  relation 
exacte  de  ces  deux  quantités,  ou,  suivant  le  lang-age  des 
géomètres,  V équation  qui  existe  entre  elles.  iVvant  que 
cette  première  recherche  soit  terminée,  toute  tentative 
pour  déterminer  numériquement  la  valeur  de  l'une  de 
res  deux  grandeurs  par  celle  de  l'autre  serait  évidem- 
menl  prématurée,  car  elle  n'aurait  aucune  base.  Il  ne 
suffit  pas  de  savoir  vaguement  qu'elles  dépendent  l'une 
d<'  l'autre,  ce  que  tout  le  monde  aperçoit  sur  le  champ, 
niais  il  faut  déterminer  en  quoi  consiste   cette  dépen- 
dunrc  ;  ce  qui  peut  être  fort  difficile,  et  constitue  en  effet, 
dans  l<'  cas  actuel,  la  partie  incomparablement  supé- 
I K'uic  du  problème.  Le  véritable  esprit  scientifique  est 
M  iiiudciiic  et  encore  tellement  rare,  que  personne  peut- 
éUv  avant  (ialilée  n'avait  seulement  remarqué  l'accrois- 
seniciii  (le  vitesse  qu'éprouve  un  corps  dans  sa  chute, ce 
qui  excliii  riiypothèse,  vers  laquelle  notre  intelligence, 
luujours     portée     involontairement    à    supposer    dans 
chaque  phénomène  les  /oncliomla^  plus  simples,  sans 
aucun  autre  motif  que  sa  plus  grande  facilité  à  les  con- 
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cevoir,  sérail  naturellement  entraînée  :  la  hauteur  jiro- 
portionnelle  au  temps.  En  un  mot,  ce  premier  travail 
aboutit  k  la  découverte  de  la  loi  de  Galilée.  Quand  cette 
partie  concrète  est  terminée,  la  lecherclie  devient  d'unr 
tuute  autre  nature.  Sachant  que  les  espaces  parcourus 
par  le  corps  dans  chaque  seconde  successive  de  sa  chute 
croissent  comme  la  suite  des  nombres  impairs,  c'est 
alors  une  question  purement  numérique  et  abstraite  que 
d'en  déduire  ou  la  hauteur  d'après  le  temps,  on  l<* 
temps  par  la  hauteur,  ce  qui  consistera  à  trouver  que, 
d'après  la  loi  établie,  la  première  de  ces  deux  quantités 
est  un  multiple  connu  de  la  seconde  puissance  de  l'autre, 
d'où  l'on  devra  finalement  conclure  la  valeur  (b'  l'un»* 
quand  celle  de  l'autre  sera  donnée. 

Dans  cet  exemple,  la  question  concrète  est  plus  difti- 
cib'  que  la  question  abstraite,  ('e  serait  l'inverse,  si  l'on 
«onsidérail  le  même  phénomène  dans  sa  j)lus  grande 
généralité,  tel  que  je  l'ai  envisagé  plus  haut  poui-  un 
autre  motif.  Suivant  les  cas,  ce  sera  tantôt  la  premi»M'e. 
laiilnl  la  seconde  de  co  deux  parties  «pii  cnn^lituera  la 
|)i  incipale  difri<nll(''  de  la  question  totale;  la  loi  niatln''- 
niali(|ur  dn  jiln'noinène  ponvanl  èlic  lies  simple.  niai>- 
difficile  ;i  (tbtenir.  el,  (lan>  d  antres  occasion-^.  fa<ile  à 
(b'couviir,  mais  fort  compliqm'e  :  en  sorle  ijne  le>  deux 
grandes  sectiinis  de  la  science  inalliemati(|ne.  (jnand  on 
les  c(»mpare  en  nuisse,  doivenl  être  reii.iicb'es  counnc 
exacleinent  (''<jnivalentes  en  ('leinlin'  el  en  difficiillc. 
au--^i  bien  qn fn  iiuporlancc.  aiii-i  (jne  non^  le  confiait' 
rons  plus  taid  m  coiisidci  ani  cliacnnc  d  elb-N  -««'pare- 
ni«>nl. 
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Ces  deux  parties,  essentiellement  distinctes,  d'après 
l'explication  précédente,  par  l'objet  que  l'esprit  s'y  pro- 
pose, ne  le  sont  pas  moins  par  la  nature  des  recherches 
dont  elles  se  composent. 

La  première  doit  porter  le  nom  de  concrète^  car  elle 
dépend  évidemment  du  genre  des  phénomènes  considé- 
l'és,  et  doit  varier  nécessairement  lorsqu'on  envisagera 
(le  nouveaux  phénomènes  ;  tandis  que  la  seconde  est 
complètement  indépendante  de  la  nature  des  objets  exa- 
minés, et  porte  seulement  sur  les  relations  numériques 
qu'ils  présentent,  ce  qui  doit  la  faire  appeler  abstraite. 
Les  mêmes  relations  peuvent  exister  dans  un  grand 
nombre  de  phénomènes  différents,  qui,  malg-ré  leur  ex- 
trême diversité,  seront  envisag^és  par  le  géomètre  comme 
offrant  une  question  analytique,  suceptible,  en  l'étudiant 
isolément,  d'élre  résolue  une  fois  pour  toutes.  Ainsi, 
j)ar  exemple,  la  même  loi  qui  règne  entre  l'espace  et  le 
temps,  (juand  on  examine  la  chute  verticale  d'un  corps 
dans  le  vide,  se  retrouve  pour  d'autres  phénomènes  qui 
n'offrent  aucune  analogie  avec  le  premier  ni  entre  eux  : 
rar  cllo  exprime  aussi  la  relation  entre  l'aire  d'un  corps 
sphéiique  et  la  longueur  de  son  diamètre;  elle  déter- 
mine également  le  décroissement  de  l'intensité  de  la  lu- 
mière ou  de  la  chaleur  à  raison  de  la  distance  des  objets 
éclairés  ou  échauffés,  etc.  La  partie  abstraite,  commune 
à  ces  diverses  questions  mathématiques,  ayant  été  traitée 
àl*occasion  d'une  seule  d'entre  elles,  se  trouvera  l'être,  1 
par  cela  même,  pour  toutes  les  autres;  tandis  que  la  1 
partie  (onerète  devra  nécessairement  être  reprise 
pour  chacune  sépaiément,  sans  que  la  solution  de  quel- 
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(juos-unes  puissent  fournir,  sous  c»'  ra|)|)oi't.  aurnn  se- 
cours direct  pour  celle  des  suivantes.  11  est  impossible 
dV^tablir  de  véritables  métliodes  générales  qui.  par  uiuî 
marche  déterminée  et  invariable,  assurent,  dans  tous  les 
cas.  la  découverte  des  relations  existantes  entre  les 
•juantités,  relativement  à  des  phénomènes  quelconques  : 
ce  sujet  ne  comporte  nécessairement  que  des  méthodes 
spéciales  pour  telle  ou  telle  classe  de  phénomènes  g"éo- 
mélriques,  ou  mécaniques,  ou  thermologiques,  etc.  On 
peut,  au  contraire,  de  quelque  source  que  proviennent 
les  quantités  considérées,  établir  des  méthodes  uni- 
formes pour  les  déduire  les  unes  des  autres,  en  suppo- 
sant connues  leurs  relations  exactes.  La  partie  abstraite 
des  mathématiques  est  donc  de  sa  nature  générale:  la 
partie  concrète,  spéciale. 

Kn  présentant  cetl<'  comparaison  sons  un  nouveau 
point  de  ^U(^  on  peut  diie  (|ue  la  mathcMualique  con- 
ciète  a  un  caractère  philosfq)hi(pie  essentiellement  e\- 
péi'imental,  pliysicjue,  phénoménal:  tandis  cpie  celui  de 
la  mathématiipie  abstraite  est  purement  logicpie.  lation- 
iiel.  Ce  n'est  j»as  ici  le  lien  de  di^ciitei'  exactement  les 
procédés  qu'emploie  l'esprit  humain  pour  (b'couvrii  le^ 
lois  mathémati(|ues  des  phiMiomènes.  Mais,  soit  que 
l'observation  précise  suggère  elle-même  la  loi,  soit, 
comme  il  arrive  plus  sonviMit,  (pi'elle  no  fasse  (jue  con- 
firmer la  loi  construite  pai'  le  raisoimemenl  d'après  le^ 
faits  les  |)lus  connnuns:  toujours  e^t-il  certain  (pie  cette 
loi  n'est  envisairée  cnnnne  i"(''elle  qn'antani  cpi  elle  s»» 
monti'e  d'accoi'd  a\ec  les  i'(''<nllals  de  l'expi-iience  di- 
r<'cle.  Ain>i.  la  partie  cniini'h"  de  inutc  (jne-.lion  inath»'- 
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matiquc  ost  nécessairenieiil  fondée  sur  la  considération 
«lu  monde  extérieur,  et  ne  saurait  jamais,  quelle  qu'y 
puisse  être  la  part  du  raisonnement,  se  résoudre  par  une 
simple  suite  de  combinaisons  intellectuelles.  La  partie 
abstraite,  an  contraire,  quand  elle  a  été  d'abord  bien 
exactement  séparée,  ne  peut  consister  que  dans  une  sé- 
rie de  déductions  rationnelles  plus  ou  moins  prolongée, 
(lar,  si  Ton  a  une  fois  trouvé  les  équations  d'un  phé- 
nomène, la  détermination  des  unes  par  les  autres  des 
quantités  qu'on  y  considère,  quelques  difficultés  d'ail- 
leurs qu'elle  puisse  souvent  offrir,  est  uniquement  du 
ressort  du  raisonnement.  C'est  à  l'intelligence  qu'il 
appartient  de  déduire  de  ces  équations  des  résultats 
qui  y  sont  évidemment  compris,  quoique  d'une  ma- 
nière peut-être  fort  implicite,  sans  qu'il  y  ait  lieu  à 
consulter  de  nouveau  le  monde  extérieur,  dont  la 
considération,  devenue  dès  lors  étrangère,  doit  même 
être  soigneusement  écartée  pour  réduire  le  travail  à  sa 
véritable  difficulté  propre. 

On  voit,  par  cette  comparaison  générale,  dont  je  dois 
me  borner  ici  à  indiquer  les  traits  principaux,  combien 
<'^l  naturelle  et  profonde  la  division  fondamentale  éta-j 
1)1  !<•  ci-dessus  dans  la  science  mathématique. 

Poiii-  Ici  iiiincr  rexposition  générale  de  cette  divisionj 
il  ne  nous  leste  plus  qu'à  circonscrire,  aussi  exactemei 
qiH'  non-  puissions  le  faire  dans  ce  premier  aperçu,  chî 
<  une  des  deux  grandes  sections  de  la  science  mathéma- 
tique. 

La  mathmialiquc  concrote,  ayant  pour  objet  de  décou- 
es  f'fpialions  des  phénomènes,  semblerait,  à  priori, 
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(lovoir  so  roniposor  crantaiil  di^  sri(^M((^s  distinrlrs  (ju'il 
y  a  de  catégories  réellement difféiMMites  pournous  parmi 
les  phénomènes  naturels.  .\[ais  il  s'en  faut  de  heauroup 
(ju'on  soit  encore  parvenu  à  découvrir  des  lois  mathé- 
matiques dans  tous  les  ordres  de  phénomènes;  nnii< 
verrons  même  tout  à  l'heure  que,  sous  ce  rapport,  la 
majeure  partie  se  dérohera  très  vraisemhlahlement  ton- 
jours  à  nos  efforts.  En  réalité,  dans  l'état  présent  dr 
l'esprit  humain,  il  n'v  a  directement  (jue  deux  grandes 
catégories  générales  de  phénomènes  dont  on  connaisse 
constamment  les  équations:  ce  sont  d'ahord  \q<  phéno- 
inènes  géométriques,  et  ensuite  les  phénomènes  méca- 
niques. Ainsi,  la  partie  concrète  do>  mathématiques  se 
compose  donc  de  la  géométrie  et  de  la  mécanique  i"a- 
tionnelle. 

Cela  suffit,  il  est  vrai,  pour  lui  dnimer  un  caractère 
comph'l  d'universalit<'  loiiicpic,  quand  (tu  c<»nsidèr(^  l'en- 
semble des  phénomènes  du  point  de  vue  le  \)\u<  rlfvr 
de  la  philosophie  natui'elle.  En  effet,  <i  toutes  le-,  pai- 
ties  do  l'univers  étaient  coiuMies  enmine  innu(dH"le»,  il 
n'v  aurait  évidemnu^nt  à  ohseiNcr  (|ue  des  phé^nonuMies 
géométriques.  |)uis(jne  tniil  se  l'éduirail  à  (\i^>  relatimi^ 
de  lorme,  ch»  gi'andeui"  ««t  de  siliiatioii  ;  a\ant  ensuite 
égard  aux  mouvennMil>  (jni  s'y  e\(''(iileiil .  il  \  a  lieu  à 
considiMei'de  plusdes  plié'iioinènes  mécaniques  .Enapj)li- 
«piaut  ici,  apri's  l'aNoir  suffisannuent  gé'ué'ialisee,  une 
conception  philos(q)lii(pie,  due  à  M.  de  HIainville,  el 
déjà  citée  pour  un  autre  usai^r  dans  j.i  j»ieniieie  leenn 
(page  '21).  nu  peut  donc  («taldir  (pie.  \u  sou^  Ir  lappoil 
statique,  1  Uuiser-'  !ie  prcsrnle  que  de-,  plicrh  »ruèih'<  l'/mi- 
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in('lri(iuos;  ol,  sous  le  rapport  dynamique,  que  des  phé- 
noniènos  mécaniques.  Ainsi  la  géométrie  et  la  mécani- 
«jue  conslituenl,  par  elles-mêmes,  les  deux  sciences  na- 
turelles fondamentales,  en  ce  sens,  que  tous  les  effets 
naturels  peuvent  être  conçus  comme  de  simples  résul- 
tats nécessaires,  ou  des  lois  de  l'étendue,  ou  des  lois  du 
mouvement. 

Mais,  quoique  cette  conception  soit  toujours  logique- 
ment possible,  la  difficulté  est  de  la  spécialiser  avec  la 
précision  nécessaire,  et  de  la  suivre  exactement  dans 
chacun  des  cas  généraux  que  nous  offre  l'étude  de  la 
nature,   c'est-à-dire    de   réduire    effectivement    chaque 
question  principale  de  philosophie  naturelle,  pour  tel 
ordre  de  phénomènes  déterminé,  à  la  question  de  géo- 
métrie ou  de  mécanique,  à  laquelle  on  pourrait  ration- 
nellement la  supposer  ramenée.   Cette  transformation, 
qui  exige  préalablement  de  grands  progrès  dans  l'étude 
(le   rhîKjue   classe  de   phénomènes,  n'a  été  réellement 
rxéciitée  jusqu'ici  que  pour  les   phénomènes  astrono- 
miques, et  pour  une  partie  de  ceux  que  considère  laj 
physique  terrestre  proprement  dite.  C'est  ainsi  que  Fas- 
tronomie,    l'acoustique,  l'optique,   etc.,  sont  devenues 
fiiiah'ment  des  applications  de  la  science  mathématique» 
à  (h-  ccilaiiis  orihcs  d'observations  (1).  Mais,  ces  appli-J 

Il  .!«•  (lois  failli  ici,  par  anticipation,  une  mention  sommaire  de  h 
Ihermologie,  à  laquelle  je  consacrerai  plus  tard  une  leçon  spéciale.  Lï 
théorie  mathématique  des  phénomènes  de  la  chaleur  a  pris,  par  les 
inZ-morahles  travaux  de  son  illustre  fondateur,  un  tel  caractère,  qu'oi 
peut  aujourd'hui  la  concevoir,  après  la  géométrie  et  la  mécanique,! 
comme  une  véritable  troisième  section  distincte  de  la  mathématique] 
concrète,  puisque  M.  Fourier  a  établi,  d'une  manière  entièrement  di- 
recte, les  équations  thermologiques,  au  lieu  de  se  représenter  hypothé- 
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cations  ii'iHant  point,  [xir  leur  luituro,  rigourciisomcnt 
circonscrites,  ce  serait  assigner  à  la  science  nn  domaine 
indéfini  et  entièrement  vague,  que  de  les  confondre  avec 
elle,  comme  on  le  fait  dans  la  division  ordinaire,  si 
vicieuse  à  tant  d'antres  égards,  dos  m;ilh«'^matir|iios  en 
pures  et  appliquées.  Nous  persisterons  donr  à  regarder 
la  mathématique  concrète  comme  uniquement  composée 
de  la  géométrie  et  de  la  mécanique. 

Quant  il  la  mathfhnatiquc  ahsli-fiifc,  dnnl  j'examinerai 
la  division  générale  dans  la  leçon  suivante,  sa  nature  est 
nettement  et  exactement  déterminée.  Klle  se  compose  de 
ce  qu'on  appelle  le  ((ihul,  en  piciiant  ce  mot  dans  sa 
plus  grande  (extension,  qui  emhiassc  depuis  les  opéra- 
tion^ numériques  les  plus  simples  jusqu'aux  plus  sn- 
hliitics  comhinaisons  de  l'analyse  ti'anscendante.  \jv 
ralriil  a  pour  objet  propre  de  résoudre»  toutes  les  (pies- 
lions  de  nombres.  Son  point  de  dt'pail  est,  constamment 
et  néccssaiicnicnt .  la  (((nnaissancc  dcrelatioiis  pn'ciscs, 
c'cst-à-dii'c  d'/'Vy///^///V>//s,  entre  les  diverses  grandenrs  (pie 
l'iMi  con^idJ're  <ininltari(''iuenl .  ce  «pii  est.  an  contraire, 

liqiioinfnt  l»'s  qiiostions  roimm'  <los  application.-*  ilf  la  iiipcaiiiqur'.  ain-i 
qu'on  a  tenté  de  le  faire  ponr  les  phénomènes  électriques,  par  exeinpl»». 
Cette  grande  découverte,  qui,  comme  toutes  o.'llos  (|ui  se  rapportent 
à  la  méthode,  n'est  pas  encore  convenablement  appréciée,  mérito  sin- 
ffulitTcment  notre  attention  ;  car,  outre  son  iujportance  inuuëdiate  pour 
l'étude  vraiment  rationnelle  et  positive  d'un  ordre  de  phénomènes  aussi 
universel  et  aussi  fondamental,  elle  tend  à  relever  no»  espérances  phi- 
losophiques, quant  à  l'extension  future  des  applications  légitimes  de 
l'analyse  mathématique,  ainsi  que  je  l'expliquerai  dans  \f  second  vo- 
lume de  ce  cours,  en  examinant  le  caractère  j?énéral  de  cette  nouvelle 
série  de  travaux.  Je  n  aurais  pas  hésité  dès  a  présent  à  traiter  la  thcruio- 
logie,  ainsi  coniîue,  comme  une  troisième  branche  principal»*  de  la  ma- 
thématique concrète,  si  je  n'avais  craint  de  diminuer  l'utililé  de  cet 
ouvrage  eu  méciirlant  trop  ties  habitude-  ordmaire-. 
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Ir  icinic  do  la  nialhénialique  concrète.  Quelque  compli- 
(luéos  OU  quelque  indirectes  que  puissent  être  d'ailleurs 
ces  l'elations,  le  but  final  de  la  science  du  calcul  Q^i  d'en 
déduire  toujours  les  valeurs  des  quantités  inconnues  par 
celles  des  quantités  connues.  Cette 6X7>nt'e_,  bien  que  plus 
perfectionnée  qu'aucune  autre,  est,  sans  doute,  réellement 
peu  avancée  encore,  en  sorte  que  ce  but  est  rarement 
atleiul  d'une  manière  complètement  satisfaisante.  Mais 
tel  n'en  est  pas  moins  son  vrai  caractère.  Pour  concevoir 
nettement  la  véritable  nature  d'une  science,  il  faut  tou-  1 
jours  la  supposer  parfaite. 

Afin  de  résumer  le  plus  philosophiquement  possible 
les  considérations  ci-dessus  exposées  sur  la  division 
fondamentale  des  mathématiques,  il  importe  de  remar- 
quer qu'elle  n'est  qu'une  application  du  principe  général 
de  classification  qui  nous  a  permis  d'établir,  dans  la 
leçon  précédente,  la  hiérarchie  rationnelle  des  différentes 
sciences  positives. 

Si  l'on  compare,  en  effel,  d'une  part  le  calcul,  et  d'une 
autre  pail  la  géométrie  et  la  mécanique,  on  vérifie, 
n'iativerneiit  aux  idées  considérées  dans  chacune  de  ces 
deux  sections  principales  de  la  mathématique,  tous  les 
caractères  essentiels  de  notre  méthode  encyclopédique,  j 
Les  idées  analytiques  sont  évidemment  à  la  fois  plus  a 
abstraites,  plus  générales  et  plus  simples  que  les  idées 
géométriques  ou  mécaniques.  Bien  que  les  conceptions 
principales  de  l'analyse  mathématique,  envisagées  histo- 
riquement, se  soient  formées  sous  l'influence  des  consi- 
dérations de  géométrie  ou  de  mécanique,  au  perfection- 
nement desquelles  les  progrès  du  calcul  sont  étroitement 
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li»'s,  l'aiialyso  n'en  est  pas  moins,  sous  le  point  de  vue 
logique,  essenliellement  indépendante  de  la  géométrie 
et  de  la  mécanique,  tandis  que  celles-ci  sont,  au  con- 
traire, nécessairement  fondées  sur  la  première. 

L'analyse  mathématique  est  donc,  d'après  lesprincipes 
que  nous  avons  constamment  suivis  jusqu'ici,  la  véritable 
hase  rationnelle  du  système  enlicr  de  nos  connaissances 
positives.  Klle  constitue  la  premièi*e  cl  la  phi>  parfailc 
(le  loulcs  les  sciences  hmdamentah's.  L('>  idées  dont  elle 
s'occupe  sont  les  plus  universelles,  les  plus  abstraites  et 
les  plus  simples  que  nous  puissions  réellement  concevoir. 
On  ne  saurail  tenter  d'allei-  j)lns  loin,  sons  «'es  li'(»is 
iM|ij>orts  «'qiu'valents,  sans  loniher  iii»''\  iUiblemeiil  dans 
les  rêveries  métaphysiques.  Car,  (piel.s7/^.s7/y/c////// effectif 
pourrait-il  rester  (hms  l'esprit  pour  servir  de  sujet  positif 
au  raisonnement,  si  on  voulait  supprimer  encore  quelque 
circonstance  dans  les  notions  des  quantités  indéterminées, 
constantes  ou  variables,  telles  que  les  géomètres  les 
emploient  aujourd'hui,  afin  de  s'élever  à  un  prétenrhi 
flegré  supérieurd'abstraction,  comme  le  croient  les  onto- 
logistes? 

Cette  natuie  propre  de  l'analyse  mathématique  permet 
de  s'expliquer  aisément  pourquoi,  lors(|uVIle  est  conve- 
nablement emplovée,  elle  nous  offie  un  si  puissant 
moyen,  non  seulement  puur  d(jnner  plus  de  précision  a 
nos  connaissances  réelles,  ce  qui  est  évident  de  soi-même, 
mais  surtout  pour  établir  une  coordination  infiniment 
plus  parfaite  dans  l'étude  des  phénomènes  qui  com- 
[>ortent  cette  application.  Car.  les  conceptions^  ayant  été 
généralisées  et  >im[)lifiée>  le  pln^  pt^'^'-ible.  à  tel  point 
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(11111110  seule  question  analytique,  résolue  abstraitement, 
riMifeinie  la  solution  implicite  d'une  foule  de  questions 
j)liysiques  diverses,  il  doit  nécessairement  en  résulter 
pour  l'esprit  humain  une  plus  grande  facilité  à  apercevoir 
(les  relations  entre  des  phénomènes  qui  semblaient 
d'abord  entièrement  isolés  les  uns  des  autres,  et  desquels 
on  est  ainsi  parvenu  à  tirer,  pour  le  considérer  à  part, 
tout  ce  qu'ils  ont  de  commun.  C'est  ainsi  qu'en  examinant 
la  marche  de  notre  intelligence  dans  la  solution  des 
questions  importantes  de  géométrie  et  de  mécanique, 
nous  voyons  surgir  naturellement,  par  l'intermédiaire 
de  l'analyse,  les  rapprochements  les  plus  fréquents  et 
les  plus  inattendus  entre  des  problèmes  qui  n'offraient 
primitivement  aucune  liaison  apparente,  et  que  nous 
finissons  souvent  par  envisager  comme  identiques.  Pour- 
rions-nous, par  exemple,  sans  le  secours  de  l'analyse, 
apercevoir  la  moindre  analogie  entre  la  détermination 
de  la  direction  d'une  courbe  à  chacun  de  ses  points,  et 
crilc  (le  la  vitesse  acquise  par  un  corps  à  chaque  instant 
de  -on  mouvement  varié,  questions  qui,  quelque  di- 
verses qu'elles  soient,  n'en  font  qu'une,  aux  yeux  du 
géomètre? 

I..I  liante  perfection  relative  de  l'analyse  mathéma- 
tique, comparée  à  toutes  les  autres  branches  de  nos 
connaissances  positives,  se  conçoit  avec  la  même  facilité, 
quand  on  a  bien  saisi  son  vrai  caractère  général.  Cette 
perfection  ne  tient  pas,  comme  l'ont  cru  les  métaphysi- 
ciens, et  surtout  Condillac,  d'après  un  examen  super- 
fineL  à  la  nature  des  signes  éminemment  concis  et 
généraux  qu'on  emploie  comme  instruments  de  raison- 
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nonicnt.  Danscettoimportanto  ocrasion  spérialo.  romme 
flans  toutes  les  autres,  l'influenre  fies  signes  a  été  ("on- 
siflérablement  exagérée,  bien  qu'elle  sful  sans  floutetrès 
réelle,  ainsi  fjue  l'avaient  reeonnu.  avant  ('onflillar,  et 
fl'une  manière  bien  plus  exacte,  la  plupart  fies  géo- 
mètres. En  réalité,  toutes  les  grandes  roneeptions  ana- 
Ivliques  (int  été  formées  sans  cpie  les  signes  algébriques 
fussent  (l'anfun  seeours  ess(Mitiel.  autrement  que  pnui' 
les  exploit ei-  après  que  l'esprit  les  avait  obtenues.  La 
jierfeetion  supérieure  de  la  science  du  calcul  tient  piin- 
cipalement  h  l'extrême  sim[)li('it(''  do  idi-cs  (ju'elle  con- 
sidère. [)ar  (juelijues  signes  (ju'elles  soient  exprimées: 
en  sorte  (pi'il  ii'v  a  pas  le  UKundre  es[)<»ii'.  à  l'aifle 
(raiicuii  artifice  cjuelconque  du  langage  scientifique, 
même  en  le  supj)Osant  possible,  de  perfectifmner  an 
inéiu»'  degré  des  tbécM'ies  (jui.  poilani  >ui'  dc>  notions 
plus  conq)lexes,  sont  nécessairement  condamnées,  par 
IcuF  nature,  à  nne  infériorité  logique  j)lus  ou  mniii> 
irrande  suivant  la  classe  correspondante  de  pbénomènes. 

L  examen  «pic  nous  avons  [ouiv  de  faii'e.  dans  cette 
h'con.  dn  caractère  pliilosophiipie  de  la  scjriice  inatln*- 
malifjue.  resterait  inconqdet,  si,apri's  l'avnii- envi^air«*e 
dans  son  objet  et  dans  sa  composition,  nous  n  indiquions 
pas  quelques  considérations  générales  directement  rela- 
tives ;«  l'étendue  réelle  de  son  domaine. 

A  cet  effet,  il  est  indispensable  de  reconnaître  avant 
tout,  pour  se  faire  nne  juste  idée  de  la  véritable  nature 
des  matbf'matiques,  fpie.  sons  le  point  de  vue  puriMueiil 
logique,  cette  science  est.  par  elle-même,  m'*cessaire- 
ment  et   ligoureusemenl  unixcrselle.   (',ai- il  nv  a  pas  de 
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quosliun  quelconque  qui  ne  puisse  finalement  être 
conçue  comme  consistant  à  déterminer  des  quantités  les 
unes  par  les  autres  d'après  certaines  relations,  et,  par 
conséquent,  comme  réductible,  en  dernière  analyse,  à 
une  simple  question  de  nombres.  On  le  comprendra  si 
l'on  remarque  effectivement  que,  dans  toutes  nos  re- 
cherches, à  quelque  ordre  de  phénomènes  qu'elles  se 
rapportent,  nous  avons  définitivement  en  vue  d'arriver 
à  des  nombres,  à  des  doses.  Quoique  nous  n'y  parve- 
nions le  plus  souvent  que  d'une  manière  fort  grossière 
et  d'après  des  méthodes  très  incertaines,  il  n'en  est  pas 
moins  évident  que  tel  est  le  terme  réel  de  tous  nos  pro- 
blèmes quelconques.  iVinsi,  pour  prendre  un  exemple 
dans  la  classe  de  phénomènes  la  moins  accessible  à 
l'esprit  mathématique,  les  phénomènes  des  corps  vi- 
vants, considérés  même,  pour  plus  de  complication, 
dans  le  cas  pathologique,  n'est-il  pas  manifeste  que 
toutes  les  questions  de  thérapeutique  peuvent  être  en- 
visagées comme  consistant  à  déterminer  les  quantités  de 
tous  les  divers  modificateurs  de  l'organisme  qui  doivent 
agir  sur  lui  pour  le  ramener  à  l'état  normal,  en  admet- 
tant, suivant  l'usage  des  géomètres,  les  valeurs  nulles, 
négatives,  ou  même  contradictoires,  pour  quelques- 
unes  de  ces  quantités  dans  certains  cas?  Sans  doute, 
une  telle  manière  de  se  représenter  la  question  ne  peut 
être  en  effet  réellement  suivie,  comme  nous  allons  le 
voir,  pour  les  phénomènes  les  plus  complexes,  parce 
qu'ollo  nous  présente  dans  l'application  des  difficultés 
msurmontables;  mais  quand  il  s'agit  de  concevoir 
abstraitement  toute  la  portée  intellectuelle  d'une  science, 
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il  importe  (k'iui  siijjjMiscr  rcxlcnsion  lulalc  iltuil  elle  est 
lô^iquemonl  susceptible. 

On  objecterait  vainement  cuntre  une  telle  conception 
la  division  générale  des  idées  liumaines  scinii  Ir^  doux 
catégories  de  Kant.  de  la  quantité,  et  de  la  (jualité,  dont 
la  première  seule  constituerait  le  domaine  exclusif  de  la 
science  mathématique.  Le  développement  même  de 
cette  science  a  montr(''  positivement  dej)uis  lonclemps 
le  peu  <le  réalité  de  cette  suj)erficielle  distinction  nn'la- 
pbvsique.  Cav  la  conception  fondamentale  de  Descartes 
sur  la  relation  du  concret  à  l'abstrait  en  math(''matiques 
a  jjrouvé  (jue  toutes  les  idées  de  qualité  étaient  réduc- 
tibles à  des  idées  de  quantité.  (À*lle  conception,  établie 
d'abord,  par  son  immortel  auteur,  j)our  les  phénomènes 
géométriques  seulement,  a  été  ensuite  effectivement 
étendue  pai-  ses  successeurs  aux  phénomènes  méca- 
niques; et  elle  vient  de  l'être  de  in)>  jours  aux  [tln'no- 
mènes  thermologiques.  Kn  ii-sultal  de  celte  généralisa- 
tion graduelle,  il  n'y  a  pas  maintenant  de  géomètres  qui 
ne  la  considèrent,  dans  un  sens  purement  théorique, 
comme  pouvant  s'appliquer  à  toutes  nos  i«l(''es  réelles 
quelconques,  en  sorte  (|ue  tout  phénomène  >oit  logi- 
quement susceptible  d'être  représenté  par  une  rffuation, 
aussi  bien  qu'une  courbe  on  un  mouvement,  sauf  la  dif- 
ficulté de  la  trouver,  et  celle  de  la  rrsuUf/rr,  qui  peuvent 
être  et  sont  souvent  su|)érieures  aux  |)lu-- iiiandcs  forces 
de  l'esprit  humain. 

Mais  si,  pour  se  formel-  une  idée  convenable  de  la 
science  mathématique,  il  importe  de  la  concevoir  comme 
étant  nécessairement  doU(»e  pju   sa  nature  d'une  rigou- 
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reuse  universalité  logique,  il  n'est  pas  moins  indispen- 
sable de  considérer  maintenant  les  grandes  limitations 
réelles  qui,  vu  la  faiblesse  de  notre  intelligence,  rétré- 
cissent   singulièrement  son  domaine  effectif,  à  mesure    m 
que  les  phénomènes  se  compliquent  en  se  spécialisant.     | 

Toute  question  peut  sans  doute,  ainsi  que  nous  ve- 
nons de  le  voir^  être  conçue  comme  réductible  à  une  pure 
question  do  nombres.  Mais  la  difficulté  de  la  traiter 
réellement  sous  ce  point  de  vue,  c'est-à-dire  d'effectuer 
une  telle  transformation,  est  d'autant  plus  grande,  dans 
les  diverses  parties  essentielles  de  la  philosophie  natu- 
relle, que  Ton  considère  des  phénomènes  plus  compli- 
qués, en  sorte  que,  sauf  pour  les  phénomènes  les  plus 
simples  et  les  plus  généraux,  elle  devient  bientôt  insur-  ■ 
montable.  m 

On  If  sentira  aisément,  si  l'on  considère  que,  pour 
faire  rentrer  une  question  dans  le  domaine  de  l'analyse 
mathématique,  il  faut  d'abord  être  parvenu  à  découvrir 
des  relations  précises  entre  les  quantités  co-existantes  M 
dans  le  phénomène  étudié,  l'établissement  de  ces  équa-  I 
tions  des  phénomènes  étant  le  point  de  départ  néces- 
saire de  tous  les  travaux  analytiques.  Or,  cela  doit  être 
évidemment  d'autant  plus  difficile  qu'il  s'agit  de  phé- 
nomènes plus  particuliers,  et  par  suite  plus  compliqués. 
En  examinant  sous  ce  point  de  vue  les  diverses  caté- 
gories fondamentales  des  phénomènes  naturels  établis 
dans  la  leçon  précédente,  on  trouvera  que,  tout  bien 
considéré,  c'est  seulement  au  plus  pour  les  trois  pre- 
mières, comprenant  toute  \^ physique  inorganique,  qu'on 
peu!    légitimement   espérer  d'atteindre  un  jour  ce  haut 
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^\e}^vé  de  perfection  scienlifiqu»*.  autant  dumuins  qu'une 
lellr  limite  peut  être  posée  avec  précision.  Comme  je 
(lois  plus  lard  traiter  spécialement  cette  discussion  par 
rapport  à  chaque  science  f)»ndamentale,  il  suffira  dr 
l'indiquer  ici  de  la  manière  la  plus  générale. 

La  première  condition  pour  que  des  phénomènes  com- 
portent des  lois  mathématiques  susceptibles  d'être 
découvertes,  c'est  évidemment  que  les  diverses  quantités 
qu'ils  présentent  puissent  donner  lieu  à  des  nom- 
bres fixes.  Or,  en  comparant,  à  cet  égard,  les  deux 
grandes  sections  principales  de  la  philosophie  naturelle, 
on  voit  que  la. p/ii/sigur  orcjanique  tout  entière,»  et  pro- 
bablement aussi  les  parties  les  plus  compliquées  de  la 
physique  inorganique,  sont  nécessairement  inaccessi- 
bles, par  leur  nature,  à  notre  analyse  mathématique , 
rri  vj'ilu  (h'  l'extrême  variabilité  immérique  des  phéiio- 
uiènes  correspondants.  Toute  idée  précise  de  iiniubrrv 
fixes  est  véritablement  dé[)laeee  dans  les  j)hénonièiies 
des  corps  vivants,  (juaiid  on  \eut  l'emplovei-  auliennnl 
i]ne  coninic  nio\en  dr  soulairer  l'allenlion,  ri  (ju  on 
allachi*  (]ui*l(|ue  importance  aux  relations  exacti'S  des 
valeurs  assignées.  Sous  ce  ia{)port,  les  r«'*flexions  de 
IJichat,  sur  l'abus  de  l'esprit  mathemati(jne  en  physic»- 
logie,  sont  parfaitement  justes  ;  on  sait  à  <|uelles  aber- 
lations  a  eondnit  cette  nianièi*<'  vicirnse  de  considr-rei- 
le.s  corps  vivants. 

Les  différentes  propriclf^  des  corp>  liinl--,  -«nrlniil 
le^  plus  générales,  se  presenleni  dan>  eliai  nnd  eux  avec 
(le>  (legiM's  pres(|ue  invariables,  on  dn  inoin»»  elles 
n'épruuNcnt  qnc  dr^  \ai'ialion>  •^iniple>.  >«''|)ar«''es  par  de 
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longs  intervalles  d'nnilbrmité,  et  qu'il  est  possible,  en 
conséquence,  d'assujettir  à  des  lois  précises  et  régu- 
lières. Ainsi,  les  qualités  physiques  d'un  corps  inorga- 
nique, principalement  quand  il  est  solide,  sa  forme,  sa 
consistance,  sa  pesanteur  spécifique,  son  élasticité,  etc.,  ; 
présentent,  pour  un  temps  considérable,  une  fixité  nu- 
mérique remarquable,  qui  permet  de  les  considérer  réel- 
lement et  utilement  sous  un  point  de  vue  mathématique. 
On  sait  qu'il  n'en  est  déjà  plus  ainsi  à  beaucoup  près 
pour  les  phénomènes  chimiques  que  présentent  les  mêmes 
corps,  et  qui,  plus  compliqués,  dépendant  d'un  bien  plus 
grand  nombre  de  circonstances,  présentent  des  variations 
plus  étendues,  plus  fréquentes,  et  par  suite  plus  irrégu- 
lières. Aussi,  d'après  quelques  considérations  déjà  indi- 
quées dans  la  première  leçon  (page  37)  el  qui  seront 
spécialement  développées  dans  le  troisième  volume  de 
ce  cours,  on  ne  peut  pas  seulement  assurer  aujourd'hui, 
d  une  nuinière  générale,  qu'il  y  ait  lieu  à  concevoir  des 
nomhies  fixes  en  chimie,  même  sous  le  rapport  le  plus 
-im|il(',  quant  aux  proportions  relatives  des  corps  dans 
leurs  combinaisons,  ce  qui  montre  clairement  combien 
un  tel  ordre  de  phénomènes  est  encore  loin  de  comporter 
de  véritables  lois  mathématiques.  Admettons-en  néan- 
moins. |.onr  ce  cas,  la  possibilité  et  même  la  probabilité 
liilures.  afii)  de  ne  |)as  reridre  trop  minutieuse  la  dis- 
enssioii  (|<.  I;,  jiniile  générale  qu'il  s'agit  d'établir  ici  par 
rapf)fMi  a  l'extension,  effectivement  possible,  du  domaine 
réel  de  l'analyse  mathématique.  Iln'y  auraplus  le  moin- 
dre doute  aussitôt  (|ue  nous  passerons  aux  phénomènes 
que  présenleiil  Ifs  corps,  considérés  dans  cet  état  dVi- 
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talion  inlosliiip  ronlinucllf  de  louis  molorulos.  qui  rons- 
liluo  essontiolloniont  co  (juc  nous  nommons  la  vie,  onvi- 
^agée  de  la  manière  la  plus  g-énéralc  (lan>  l'ensemble 
des  êtres  qui  nous  la  manifestent.  En  effet,  un  caractère 
«'éminemment  propre  aux  phénomènes  physiologiques, 
et  que  leur  étude  plus  exacte  rend  maintenant  plus  sen- 
sible de  jour  eu  jour,  c'est  l'extrême  instabilité  numé- 
l'ique  qu  ils  présentent,  sous  quelcjuc  aspect  qu'on  les 
examine,  et  que  nous  verrons  plus  tard,  quand  l'ordre 
naturel  des  matières  nous  y  conduira,  èlie  une  consé- 
quence nécessaire  de  la  définition  même  des  corps  vi- 
vants. Quant  à  présent,  il  suffit  de  noter  cette  observa- 
lion  incontestable,  vérifiée  par  tous  les  faits,  que  chaque 
propriété  quelconque  d'un  corps  organisé,  soit  géomé- 
trique, soit  mécanique,  soit  chimique,  soit  vitale,  est 
assujettie,  dans  sa  quantité,  à  d'immenses  variations 
iHimériques  tout  à  fait  irrégulières,  qui  se  succèdent  aux 
intervalles  les  plus  rapprrichés  sous  l'influence  d'une 
toule  de  circonstances,  tant  extérieures  qu'intérieures, 
\ariahles  elles-mêmes;  on  sorte  que  toute  idée  de  ikmu- 
brt'S  fixes,  et,  par  suite,  de  lois  mathématiques,  «ju»'  nous 
puissions  espérer  d'cbtenir,  implique  réellement  contra- 
diction avec  la  natui-e  spéciale  de  cetto  classe  de  phénn- 
mèiirs.  Ainsi,  quand  (»n  veut  évaluor  avec  précision 
Miêint'  uniqurinnil  les  (|n;ililés  los  [dus  siinpb's  d'un 
ètrr  vivant,  par  cxonipb'  sa  drnsiti'  iiioyi'iNH',  ou  (••'lie 
(le  l'une  de  sos  piiiicipalcs  parties  constituantes,  sa  tein- 
pératun-,  la  \ilrssr  di*  sa  circulation  iiilt'riruic.  la  pro- 
poilion  dos  élomofits  iinMi«'diats  qui  ouinposmt  srs 
snlidos  ou  ses  fluides,  la  (juaiitito  d'oxygène  qu'il  cou- 
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soiniiie  on  iiii  temps  donné,  la  masse  de  ses  absorptions, 
ou  do  ses  exhalations  continuelles,  etc.,  et,  à  plus  forte 
raison,  l'énergie  de  ses  forces  musculaires,  l'intensité 
de  ses  impressions,  etc.,  il  ne  faut  pas  seulement,  ce  qui  • 
est  évident,  faire,  pour  chacun  de  ses  résultats,  autant 
d'observations  qu'il  y  a  d'espèces  ou  de  races  et  de 
variétés  dans  chaque  espèce;  on  doit  encore  mesurer  le 
changement  très  considérable  qu'éprouve  cette  quantité 
en  passant  d'un  individu  à  un  autre,  et,  quant  au  même 
individu,  suivant  son  âge,  son  état  de  santé  ou  de  ma- 
ladie, sa  disposition  intérieure,  les  circonstances  de  tout 
genre  incessamment  mobiles  sous  l'influence  desquelles 
il  se  trouve  placé,  telles  que  la  constitution  atmosphé- 
rique, etc.  Que  peuvent  donc  signifier  ces  prétendues 
évaluations  numériques  si  soigneusement  enregistrées 
pour  les  divers  phénomènes  physiologiques  ou  même 
pathologiques,  et  déduites,  dans  le  cas  le  plus  favorable, 
dune  seuh'  mesure  réelle,  lorsqu'il  en  faudrait  une  mul- 
lituih'?  Kih's  ru'  peuvent  qu'induire  en  erreur  sur  la 
vraie  marche  des  phénomènes,  et  ne  doivent  être  appli- 
quées rationnellement  que  comme  un  moyen,  pour  ainsi 
diir  mnémonique  (\o  fixer  les  idées.  Dans  tous  les  cas, 
il  y  a  évidemment  impossibilité  totale  d'obtenir  jamais 
de  véritables  lois  mathématiques.  Il  en  est  encore  plus 
fortement  de  même  pour  les  phénomènes  sociaux,  qui 
offrent  une  complication  encore  supérieure,  et,  par 
suite,  une  variabilité  plus  grande,  comme  nous  l'établi- 
lons  spécialement  dans  le  quatrième  volume  de  ce  cours. 
<-<•  n'est  pas  néanmoins  qu'on  doive  cesser,  d'après 
eela.  de  concevoir,  en  thèse  philosophique  générale,  les 
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phénomènes  de  tous  les  ordres  comme  nécessairement 
soumis  par  eux-mêmes  à  des  lois  mathématiques,  que 
nous  sommes  seulement  condamnés  à  i£:norer  toujours 


O' 


lUJi 


dans  la  plupart  des  ca^,  à  cause  de  la  trop  ^rayide  com- 
plication  des  phénomènes.  Il  n'y  a  en  effet  aucun»'  rai- 
son  de  penser  que,  sous   ce  rapport,  les   phénomènes 
les  plus  complexes  des  corps  vivants  soient  essentielh'- 
nienl  d'une  autre   nature  spéciale  que  les  phénomènes 
les  plus  simples  des  corps  bruts.  Car,  s'il  était  possible 
d'isoler  rigoureusement  chacune  des  causes  simples  qui 
concourent  à  produire  un  même  phénomène  physiolo- 
gique, tout  porte  à  croire  qu'elle  se  montrerait  douée, 
dans   des  circonstances  déterminées,  d'un   genre  d'in- 
fluence  «'t    d'une    quantité   d'action    aussi    exactement 
fixes  que  nous  le  voyons  dans  la  gravitation  universelle, 
vfM'itable  type  des  lois  fondamentales  de  la  nalure.  O 
(jui  engendre  la  variabilité  irrégulière  des  effets,  c'est  le 
grand  nombre  d'agents  divers  déterminaiil  à  la  fois  un 
même  phénomène,   et  d On  il  résulte  (jur,  dans  Irs  jth»'- 
nomènes  très  compli(inés,  il  n'y  a  peut-être  pas  deux  cas 
ligoureusement  semblahlrs.    Nous  n'avons  pas  bes«n'n. 
pour  trouver    un«'  tcllr  difficulté,  d'allrr  jusqu'aux  plir- 
nomènes  des  corps  vivants.  Elle  se  pres«'nt«'  déjà   dans 
ceux   des  corps  bruts,   ([uand  rions  «-onsidérons  les  cas 
les  plus  complexes;  par  exemple,  en  étudiant  les  phéno- 
mi'nes  méléoridogiques.  (hi  iir  peut  dnulei   (pu-  cIkk  ini 
des  nombreux  agents  ijni  «(iiinnirenl  a  la  production  de 
ces  phénomènes  ne  soient  soumis  séparément  à  des  lois 
mathématiques,  (juoicpn'  imns  iirnorions  rncorr   la  pin- 
part  d'entre  elles;  mais  hni  mnltiplicilé  rrnd   l«*s  effets 
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observés  aussi  irrégulièrement  variables  que  si  chaque 
cause  n'était  assujettie  à  aucune  condition  précise. 

La  considération  précédente  conduit  à  apercevoir  un 
second  motif  distinct  en  vertu  duquel  il  nous  est  néces- 
sairement interdit,  vu  la  faiblesse  de  notre  intelligence, 
de  faire  rentrer  l'étude  des  phénomènes  les  plus  com- 
pliqués dans  le  domaine  des  applications  de  l'analyse 
mathématique.  En  effet,  indépendamment  de  ce  que, 
dans  les  phénomènes  les  plus  spéciaux,  les  résultats 
effectifs  sont  tellement  variables  que  nous  ne  pouvons 
pas  même  y  saisir  des  valeurs  fixes,  il  suit  de  la  compli- 
cation des  cas  que,  quand  même  nous  pourrions  con- 
naître un  jour  la  loi  mathématique  à  laquelle  est  soumis 
chaque  agent  pris  à  part,  la  combinaison  d'un  aussi 
grand  nombre  de  conditions  rendrait  le  problème 
mathématique  correspondant  tellement  supérieur  à  nos 
faibles  moyens  que  la  question  resterait  le  plus  souvent 
insoluble.  Ce  n'est  donc  pas  ainsi  qu'on  peut  faire  une 
étude  réelle  et  féconde  de  la  majeure  partie  des  phéno- 
mènes naturels. 

Pniii  apprécier  aussi  exactement  que  possible  cette 
difficulté,  considérons  à  quel  point  se  compliquent  les 
<Iuestioii.s  maihématiques,  même  relativement  aux  phé- 
nomènes les  plus  simples  des  corps  bruts,  quand  on 
veut  rapprocher  suffisamment  l'état  abstrait  de  l'état 
conrrel.  en  ay.inl  égard  ù  toutes  les  conditions  princi- 
|)ales  qni  j)euverit  exercer  sur  l'effet  produit  une 
inflnerice  véritable.  On  sait,  par  exemple,  que  le  phé- 
nomène très  simple  de  l'écoulement  d'un  fluide,  en 
vertu  de  sa  seule  pesanteur,  par  un  orifice  donné,  n'a 
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pas  jusqu'à  présent  de  solution  mathématique  complète, 
quand  on  veut  tenir  compte  de  toutes  les  circonstances 
essentielles.  Il  en  est  encore  ainsi,  même  pour  le  mou- 
vement encore  plus  simple  d'un  projectile  solide  dans 
un  milieu  résistant. 

Pourquoi  l'analyse  mathématiquo  a-l-elle  pu  s'adaplrr, 
avec  un  succès  si  admirable,  à  l'étude  approfondie  des 
phénomènes  célestes?  Parce  qu'ils  sont,  malgré  les  appa- 
F-ences  vulgaires,  beaucoup  plus  simples  que  tous  les 
autres.  Le  problème  le  plus  compliqué  qu'ils  présentent, 
celui  de  la  modification  que  produit,  dans  le  mouvement 
(le  deux  corps  tendant  l'un  vers  l'autre  en  vertu  de  leui- 
gravitation,  l'influence  d'un  troisième  corps  agissant  sur 
tous  deux  de  la  même  manière,  est  bien  moins  composé 
que  le  problème  terrestre  le  plus  simple.  Et,  néanmoins. 
il  offre  déjà  une  telle  difficulté,  que  nous  n'en  possédons 
«Micore  que  des  solutions  approximatives.  11  est  même 
aisé  de  voir,  en  examinant  ce  sujet  plus  profondément. 
(|in' la  haute  perfection  à  laquelle  a  pu  s'élever  l'astrono- 
mie solaire  pai*  l'emploi  de  la  science  mathématique  rsl 
encore  essentiellement  due  à  ce  que  nous  avons  profilé 
avec  adresse  de  toutes  les  facilités  particulières,  et,  poui- 
ainsi  dire,  accidentelles,  (ju'(»ffrait  poui'  la  s»)lution  des 
prohlèincs.  la  constitution  spéciale,  très  favorable  sons 
(•«'  lapport,  (h'  notn'  système  planétaire.  En  l'ffet,  les 
planètes  dont  il  se  comprise  sont  assez  piii  rininbreuses, 
mais  surtout  elles  sonl.  m  î:»-<'néi*al.  de  masses  fort  iné- 
iiales  et  hirn  moindres  que  celles  ihi  soleil,  cl  dr  plus 
fort  éloignées  les  unes  des  auti'es;  «dles  oril  drs  fornu-s 
presque   sphéiicjues  :    h'urs    oihilcs  sdnl   prrsquf  eireu- 
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laires,et  présentent  de  faibles  inclinaisons  mutuelles,  etc. 
Il  résulte  de  cet  ensemble  de  circonstances  que  les  per- 
turbations sont  le  plus  souvent  peu  considérables,  et  que 
pour  les  calculer  il  suffit  ordinairement  de  tenir  compte, 
concurremment  avec  l'action  du  soleil  sur  chaque  pla- 
nète en  particulier,  de  l'influence  d'une  seule  autre  pla- 
nète, susceptible,  par  sa  grosseur  et  sa  proximité,  de 
déterminer  des  dérangements  sensibles.  Mais  si,  au  lieu 
d'un  tel  état  de  choses,  notre  système  solaire  eût  été 
composé  d'un  plus  grand  nombre  de  planètes  concentrées 
dans  un  moindre  espace,  et  à  peu  près  égales  en  masse; 
si  leurs  orbites  avaient  offert  des  inclinaisons  fort  diffé- 
rentes, et  des  excentricités  considérables;  si  ces  corps 
eussent  été  d'une  forme  plus  compliquée,  par  exemple, 
des  elHpsoïdes  très  excentriques,  etc.  ;  il  est  certain 
qu'en  supposant  la  même  loi  réelle  de  gravitation,  nous 
ne  serions  pas  encore  parvenus  à  soumettre  l'étude  des 
phénomènes  célestes  à  notre  analyse  mathématique,  et 
probablement  nous  n'eussions  pas  même  pu  démêler 
jusqu'à  présent  la  loi  principale. 

Ces  conditions  hypothétiques  se  trouveraient  précisé- 
ment réalisées  au  plus  haut  degré  dans  les  phénomènes 
chimiques,  si  l'on  voulait  les  calculer  d'après  la  théorie 
de  la  gravitation  générale. 

En  p(;sant  convenablement  les  diverses  considéra- 
lions  qui  précèdent,  on  sera  convaincu,  je  crois,  qu'en 
réduisant  aux  diverses  parties  de  la  physique  inorga- 
nique l'extension  future  des  grandes  applications  réel- 
lemenl  possibh;s  de  l'analyse  mathématique,  j'ai  bien 
plutôt  exagéré  que  rétréci  l'étendue   de    son  domaine 
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effectif.  Autant  il  importait  He  rendre  sensible  la  rigou- 
reuse universalité  logique  de  la  science  mathématique, 
autant  je  devais  signaler  les  conditions  qui  limitent  pour 
nous  son  extension  réelle,  afin  de  ne  pas  contribuer  à 
écarter  l'esprit  humain  de  la  véritable  direction  scienti- 
fique dans  l'étude  des  phénomènes  les  plus  compliqués, 
par  la  recherche  chimérique  d'une  perfection  impossible. 

Ainsi,  tout  en  s'efforçant  d'agrandir  autant  qu'on  le 
pourra  [o  domaine  réel  des  mathématiques,  on  doit 
reconnaître  que  les  sciences  les  plus  difficiles  sont  des- 
tinées, par  leur  nature,  à  rester  indéfiniment  dans  cr\ 
état  préliminaire  qui  prépare  pour  les  autres  l'époque 
où  elles  deviennent  accessibles  aux  théories  mathéma- 
tiques. Nous  devons,  poui-  les  phénomènes  les  plus 
compliqués,  nous  contenter  d'analyser  avec  exactitude 
les  circonstances  de  leur  production,  de  les  rattacher 
les  uns  aux  autres  d'une  manière  générale,  de  connaître 
le  genre  d'influence  qu'exerce  chaque  agent  princi- 
pal, etc.  :  mais  sans  les  étudier  sous  le  point  de  vue  de 
la  quantité,  et  par  conséquent  sans  espoir  d'inti-oduirr. 
dans  les  sciences  correspondantes,  ce  iiaut  degré  de  per- 
fection que  procure,  quant  aux  pliénomènes  les  plus 
simples,  un  usage  convenable  de  la  niathématique,  soit 
sous  le  rapport  de  la  prérisinn  de  rms  connaissances, 
soit,  ce  qui  est  peut-être  encore  plus  remarcjuahle.  mms 
le  rapport  de  leur  coordination. 

C'est  par  les  mathématiques  que  la  philosophie  posi- 
tive a  commence  à  se  former  :  c'est  fl'elh's  (jiic  nous 
vient  la  mPthfKlr.  Il  était  donc  natundlement  inévitable 
rpie,     lorsque    la     même    manière   d»'    [procéder    a    du 
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s'étendre  à  chacune  des  autres  sciences  fondamentales, 
on  s'efforçât  d'y  introduire  l'esprit  mathématique  à  un 
pkis  haut  degré  que  ne  le  comportaient  les  phénom.ènes 
correspondants;  ce  qui  a  donné  lieu  ensuite  à  des  tra- 
vaux d'épuration  plus  ou  moins  étendus,  comme  ceux 
de  BerthoUet  sur  la  chimie,  pour  se  dégager  de  cette 
iniluence  exagérée.  Mais  chaque  science,  en  se  dévelop-  | 
pant,  a  fait  subir  à  la  méthode  positive  générale  des 
modifications  déterminées  par  les  phénomènes  qui  lui  ■ 
sont  propres,  d'où  résulte  son  génie  spécial  ;  c'est  seule- 
ment alors  qu'elle  a  pris  son  véritable  caractère  défi- 
nitif, qui  ne  doit  jamais  être  confondu  avec  celui 
d'aucune  autre  science  fondamentale. 

Ayant  exposé,  dans  cette  leçon,  le  but  essentiel  et  la 
composition  principale  de  la  science  mathématique, 
ainsi  que  ses  relations  générales  avec  l'ensemble  de  la 
[diilusuphie  naturelle,  son  caractère  philosophique  se 
Iruuvo  déterminé,  autant  qu'il  puisse  l'être  par  un  tel 
aperçu.  Nous  devons  passer  maintenant  à  l'examen 
spécial  de  chacune  des  trois  grandes  sciences  dont  elle 
est  composée,  le  calcul,  la  géométrie  et  la  mécanique. 
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QUATRIÈME    LEÇON 

Vue  générale  de  l'analyse       athematiqiie. 


Dans  le  devolopp(>mciil  hisl()ri(ju('  d»' la  science  mathé- 
matique depuis  Descartes,  les  progrès  de  la  partie  abs- 
traite ont  presque  toujours  été  déterminés  par  ceux  de 
la  parlie  concrète.  Mais  il  n'en  est  pas  moins  nécessain', 
pour  concevoir  la  science  d'une  manière  vraiment  ration- 
nelle, de  considérer  le  calcul  dans  toutes  ses  branches 
principales  avant  de  piocéder  à  r<'tu(l«'  philosophique  de 
la  géométrie  et  de  la  mécanicjur.  Les  théories  analyti- 
ques, plus  simples  et  plus  générales  que  celles  d»'  la 
mathématique  concrète,  «mi  sont,  par  rlles-mèmes, 
essentiellement  indépendantes;  tandis  que  celles-ci  ont. 
au  contraire,  (h*  h'ur  nature,  un  besoin  contimiel  des 
fjremières,  sans  le  secours  desquelles  elles  ne  pourraient 
(aire  presque  aucun  progrès.  Quoiqu»-  les  principales 
conceptions  de  l'analyse  conservent  encore  aujourd'hui 
(juelques  traces  très  sensibles  de  h'ur  oiigiur  géomé- 
trique ou  mécanique,  elles  sont  maintenant  néanmoins 
essentiellement  dégagées  de  ce  caractère  primitif,  qui 
ne  se  manifeste  plus  guère  que  pour  quelques  points 
secondaires;  en  sorte  que,  depuis  les  travaux  de  La- 
pranpe  surtout,  il  «'st  possible,  dans  une  exposition dop- 
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niatique.  do  les  présenter  d'une  manière  purement  abs- 
Iraile,  en  un  système  unique  et  continu.  C'est  ce  que  je 
vais  entreprendre  dans  cette  leçon  et  dans  les  cinq  sui- 
vantes, en  me  bornant,  comme  il  convient  à  la  nature 
de  ce  cours,  aux  considérations  les  plus  générales  sur 
chaque  branche  principale  de  la  science  du  calcul. 

Le  but  définitif  de  nos  recherches  dans  la  mathéma- 
tique concrète  étant  la  découverte  des  équations,  qui 
expriment  les  lois  mathématiques  des  phénomènes  con- 
sidérés, et  ces  équations  constituant  le  principal  point  de 
départ  du  calcul,  dont  l'objet  est  d'en  déduire  la  déter- 
mination des  quantités  les  unes  par  les  autres,  je  crois 
indispensable,  avant  d'aller  plus  loin,  d'approfondir, 
plus  qu'on  n'a  coutume  de  le  faire,  cette  idée  fondamen- 
tale ^'équation,  sujet  continuel,  soit  comme  terme,  soit 
comme  origine,  de  tous  les  travaux  mathématiques. 
Outre  l'avantage  de  mieux  circonscrire  le  véritable 
champ  de  l'analyse,  il  en  résultera  nécessairement  cette 
importante  conséquence,  de  tracer  d'une  manière  plus 
exacte  la  ligne  réelle  de  démarcation  entre  la  partie 
concrète  et  la  partie  abstraite  des  mathématiques,  ce  qui 
complétera  l'exposition  générale  de  la  division  fonda- 
mentale établie  dans  la  leçon  précédente. 

^h\  se  forme  ordinairement  une  idée  beaucoup  trop 
vague  de  ce  que  c'est  qu'une  équation,  lorsqu'on  donne 
ce  nom  à  toute  espèce  de  relation  d'égalité  entre  deux 
fonctions  quelconques  à^^  grandeurs  que  l'on  considère, 
r.ar,  SI  toute  équation  est  évidemment  une  relation 
d  égalité,  il  s  en  faut  de  beaucoup  que,  réciproquement, 
toute  relation  d'égalité  soit  une  véritable  équation,  du 
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gonre  décolles  auxquelles,  par  leur  uature,  les  méthofles 
analytiques  sont  applicables. 

Ce  défaut  de  précision  dans  la  considération  logique 
dune  notion  aussi  fondamental»'  en  mathématiques 
entraîne  le  grave  iiiconvénient  de  rendre  à  peu  près 
inexplicable,  en  thèse  générale,  la  difficulté  immense  et 
capitale  que  nous  éprouvons  à  établir  la  relation  du 
concret  à  l'abstrait,  et  qu'on  fait  communément  ressortir 
avec  tant  de  raison  pour  chaque  grand»'  question  mathe- 
malique  priseà  part.  Si  le  sens  du  mot  f'fpiation  était  vrai- 
ment aussi  étendu  qu'on  h'  suppose  habituellement  en  le 
•léfinissant .  on  ne  vi)il  point,  en  effet,  de  quelle  grande 
difficulté  pourrait  èln'  réellement,  en  général,  l'établis- 
sement des  équations  d'un  problème  quelconque.  Car 
loul  paraîtrait  consister  ainsi  en  une  simple  (|ueslion  de 
forme,  qui  ne  devrai!  pas  même  exiger  jamais  de  grands 
efforts  intellectuels,  attendu  que  nous  ne  pouvons  guère 
concevoir  de  relation  précise  qui  ne  sf>it  pas  immédia- 
tement une  certain»'  relation  d'égalité,  ou  qui  ne  puisse  y 
être  promptemenf  ram«'née  par  quelques  t  ransformat  ions 
très  faciles. 

Ainsi,  en  admettant,  en  général,  dans  l;i  d«'fiiiitinu  des 
f'quations,  toute  espèce  de  fonctions,  on  n»'  rend  iiull»'- 
menl  raison  de  Textrême  difficulté  qu'on  éprouve  le  plus 
souvent  à  mettre  un  problème  en  équation,  <'t  <|ui  est  si 
fréquemment  comparable  aux  efforts  qu'exige  l'elabora- 
tirm  analvti»ju»'  d»'  l'cqualion  um-  fois  obtenu»-.  En  nii 
nn»l.  l'idée  abstraite  et  g<'Mi»''ral<'  <ju'<ui  donrn'  d»*  I  ii/mi- 
timi  n»'  corresp»)nd  aucun»'m»'nl  an  s«'ns  réel  qn»-  h'sgéo- 
mètn's  altacheni  à  celte  «'Xincssion  dans  h'  »l»'\»'loppe- 
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nioiit  effectif  de  la  science.  Il  y  a  là  un  vice  logique,  un   I 
défaut  de  corrélation,  qu'il  importe  beaucoup  de  rectifier. 

Pour  y  parvenir,  je  distingue  d'abord  deux  sortes  de 
fonctions  :  les  fonctions  abstraites,  analytiques,  et  les 
fonctions  concrètes.  Les  premières  peuvent  seules  entrer 
dans  les  véritables  équations,  en  sorte  qu'on  pourra 
désormais  définir,  d'une  manière  exacte  et  suffisamment 
approfondie,  toute  équation  :  une  relation  d'égalité 
entre  deux  fonctions  abstraites  des  grandeurs  considé- 
rées. Afin  de  n'avoir  plus  à  revenir  sur  cette  définition 
fondamentale,  je  dois  ajouter  ici,  comme  un  complément  j 
indispensable  sans  lequel  l'idée  ne  serait  point  assez 
générale,  que  ces  fonctions  abstraites  peuvent  se  rap- 
porter non  seulement  aux  grandeurs  que  le  problème  ^ 
présente  en  effet  de  lui-même,  mais  aussi  à  toutes  les 
autres  grandeurs  auxiliaires  qui  s'y  rattachent,  et  qu'on 
pourra  souvent  introduire,  simplement  par  artifice  ma- 
thématique, dans  1^  seule  vue  de  faciliter  la  découverte 
«les  équations  des  phénomènes.  Je  ne  fais  ici,  dans  cette 
explication,  qu'emprunter  sommairement,  par  anticipa- 
tion, le  résultat  d'une  discussion  générale  de  la  plus 
haulo  importance,  qui  se  trouvera  à  la  fin  de  cette 
le(;on.  Revenons  maintenant  à  la  distinction  essentielle 
des  fonctions  en  abstraites  et  concrètes. 

Cette  distinction  peut  être  établie  par  deux  voies  essen- 
tiellement différentes,  complémentaires  l'une  de  l'autre: 
a  priori,  et  à  posteriori  :  c'est-à-dire,  en  caractérisant 
d'une  manière  générale  la  nature  propre  de  chaque 
espèce  de  fonctions,  et  ensuite  en  faisant,  ce  qui  est  pos- 
sible,   l'érnimération   effective   de   toutes   les   fonctions 
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abstraites  aujourd'hui  counues,  du  moius  quant  aux 
éléments  dont  elles  se  composent. 

.4  priori,  les  fonctions  que  j'appelle  abstraites  sont 
celles  qui  expriment  entre  des  grandt'urs  un  mode  de 
d(^*pendance  qu  un  peut  concevoir  uniquement  entre 
nombres,  sans  qu'il  soit  besoin  d  indiquer  aucun  phéno- 
mène quelconque  où  il  se  trouve  réalisé.  Je  nomme,  au 
contraire,  fonctions  concrotes  celles  pour  lesquelles  le 
modo  de  dépendance  exprimé  ne  peut  être  défini  ni 
conçu  qu'en  assignant  un  cas  physique  déterminé,  gé«)- 
mélriquc.  mécanique,  ou  (h;  toute  autir  nature  <hiiis 
lequel  il  ail  effectivement  lieu. 

La  plupart  des  fonctions,  à  leur  origine,  celles  mêmes 
(jui  sont  aujourd'hui  le  plus  purement  abstraites^  ont 
commencé  par  être  concrètes  ;  en  sorte  qu'il  est  aisé  de 
faire  comprendre  la  distinction  précédente,  ru  se  bor- 
nant à  citer  les  divers  points  de  vue  successifs  sous 
lesquels,  à  mesure  que  la  science  s'est  formée,  les  géo- 
mètres ont  considéré  les  fonctions  anal\  ticjues  les  plus 
simples.  J'indiquerai  pour  exemple  les  puissances,  deve- 
nues en  général  fonctions  abstraites,  depuis  seulemonl 
les  travaux  de  Viète  et  de  Descartes.  Ces  fonctions  r-,  j^', 
«jui,  dans  iiolri'  analyse  actuelhî,  sont  si  bien  conçues 
comme  simplement  abstraites,  n'étaient,  poiii-  les  géo- 
mètres de  l'antiquité,  (ju«*  des  fonctions  «ntièrement 
concrètes,  exprimant  la  relation  de  hi  superficie  d  un 
carré  ou  du  volume  dun  cube  à  la  longueur  de  leur 
côté.  Elles  avaient  si  exclusivement  à  leurs  yeux  un  tel 
caractère,  que  c'est  seulement  d'après  leur  définition 
géométrique  «juils  avaient  découvert  lespnq)riétcs  algc- 
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briques  élémentaires  de  ces  fonctions,  relativement  à  la 
décomposition  de  la  variable  en  deux  parties^  propriétés 
qui  n'étaient,  à  cette  époque,  que  de  vrais  théorèmes  de 
géométrie,  auxquels  on  n'a  attaché  que  beaucoup  plus 
tard  un  sens  numérique. 

J'aurai  encore  occasion  de  citer  tout  à  l'heure,  pour 
un  autre  motif,  un  nouvel  exemple  très  propre  à  faire 
bien  sentir  la  distinction  fondamentale  que  je  viens 
d'exposer;  c'est  celui  des  fonctions  circulaires,  soit 
directes,  soit  inverses,  qui  sont  encore  aujourd'hui 
tantôt  concrètes,  tantôt  abstraites,  selon  le  point  de  vue 
sous  lequel  on  les  envisage. 

Considérant  maintenant,  à  posteriori,  cette  division 
des  fonctions,  après  avoir  établi  le  caractère  général  qui 
rend  une  fonction  abstraite  ou  concrète,  la  question  de 
savoir  si  telle  fonction  déterminée  est  véritablement 
abstraite,  et  par  là  susceptible  d'entrer  dans  de  vraies 
équations  analytiques,  va  devenir  une  simple  question 
de  fait,  puisque  nous  allons  énumérer  toutes  les  fonc- 
tions de  cette  espèce. 

Au  premier  abord,  cette  énumération  semble  impos- 
sible, les  fonctions  analytiques  distinctes  étant  évidem- 
ment en  nombre  infini.  Mais  en  les  partageant  en  sim- 
plesfii  composées,  la  difficulté  disparaît.  Car,  si  le  nombre 
des  diverses  fonctions  considérées  dans  l'analyse  mathé- 
matique est  réellement  infini,  elles  sont,  au  contraire, 
même  aujourd'hui,  composées  d'un  fort  petit  nombre  de 
fonctions  élémentaires,  qu'on  peut  aisément  assigner,  et 
qui  suffisent  évidemment  pour  décider  du  caractère 
abstrait  ou   concret  de  telle  fonction  déterminée,  qui 
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sera  de  l'une  ou  de  l'autre  nature,  selon  qu'elle  se  corn- 
posera  exclusivement  de  ces  fonctions  abstraites  simples, 
ou  qu'elle  en  comprendra  d'autres.  Voici  le  tableau  de 
ces  éléments  fondamentaux  de  toutes  nos  combinaisons 
analytiques,  dans  l'état  présent  de  la  science.  On  ne 
doit,  évidemment,  considérer,  à  cet  effet,  que  les  fonc- 
tions d'une  seule  variable;  celles  relatives  à  plusieurs 
variables  indépendantes  étant  constamment,  par  bnii- 
nature,  plus  ou  mois  composées. 

Soit  X  la  variable  indépendante,  y  la  variable  co-rela- 
tive  qui  en  dépend.  Les  différents  modes  simples  de 
dépendance  abstraite  que  nous  pouvons  maintenant 
concevoir  entre  y  et  x,  sont  exprimés  par  les  dix  foi- 
mules  élémentaires  suivantes,  dans  lesquelles  chaqui* 
fonction  est  accouplée  avec  son  invorsp,  c'est-ii-din'  avec 
celle  qui  auiait  lieu,  d'après  la  fonction  (hrcrtc,  si  on  y 
rapptjrtait  ./  à  y,  au  lini  de  rapport»-!-  y  à  ./  .• 


{.  1" //z=^/-|-.r loïK'lion  .Nom//</', 

i''    coupl.- 

f  '2"  i/=(i — X \<)\]('\\(\n  t/iffprpnce, 

(  l*^  il=a.r loiictinii /y/-o^////7. 

-2°»*    couple'        1  '/ 

'  :2"  y  =— ruiiclioii  ijuolient, 

X 


;r'  couple 


Inncliitii  fiiiisstincf, 


4"'  cou  pi.' 


(  -2"  ij=lx 


IniKlion  rxfjunt'ntirllf, 
loiuliun  loyarithmùjtn' 
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O' 


(  l°i/=5/7?.  .T  ....  fonction  circulaire  directe, 

^^"  couple  (i)  )  ^  ,  ,         X    r.      ..        .      ,   .      . 

(2°  i/^arc  [sin=x).  fonction  circulaire  inverse. 


Tels  sont  les  éléments  très  peu  nombreux  qui  com- 
posent directement  toutes  les  fonctions  abstraites  aujour- 
d'hui connues.  Quelque  peu  multipliés  qu'ils  soient,  ils 
suffisent  évidemment  pour  donner  lieu  à  un  nombre 
tout  à  fait  infini  de  combinaisons  analytiques. 

\1;  Dans  la  vue  d'augmenter  autant  que  possible  les  ressources  et 
l'étendue  si  insuffisantes  de  l'analyse  mathénaatique,  les  géomètres 
comptent  ce  dernier  couple  de  fonctions  parmi  les  éléments  analytiques. 
Quoique  cette  inscription  soit  strictement  légitime,  il  importe  de  re- 
marquer que  les  fonctions  circulaires  ne  sont  pas  exactement  dans  le 
même  cas  que  les  autres  fonctions  abstraites  élémentaires.  Il  y  a  entre 
elles  cette  différence  fort  essentielle,  que  les  fonctions  des  quatre  pre- 
miers couples  sont  vraiment  à  la  fois  simples  et  abstraites,  tandis  que 
les  fonctions  circulaires,  qui  peuvent  manifester  successivement  l'un 
et  l'autre  caractère  suivant  le  point  de  vue  sons  lequel  on  les  envisage 
et  la  manière  dont  elles  sont  employées,  ne  présentent  jamais  simulta- 
nément ces  deux  propriétés. 

La  fonction  sin  x  est  introduite  dans  l'analyse  comme  une  nouvelle 
fonction  simple,  quand  on  la  conçoit  seulement  comme  indiquant  la 
relation  géométrique  dont  elle  dérive;  mais  alors  elle  n'est  évi- 
demment qu'une  fonction  concrète.  Dans  d'autres  circonstances,  elle 
rcuiplil  aualytiquement  les  conditions  d'une  véritable  fonction  aôs- 
traile,  lorsqu'on  ne  considère  sin  x  que  comme  l'expression  abrégée 
de  la  formule 

XyJ — 1        —x\l—\ 
''  —e 


2s -1 
ou  de  la  série  équivalente;  mais  sous  ce  dernier  point  de  vue,  ce  n'est 
plus  réellement  une  nouvelle  fonction  analytique,  puisqu'elle  ne  se  pré- 
sente que  comme  un  composé  des  précédentes. 

Néanmoins,  les  fonctions  circulaires  ont  quelques  qualités  spéciales 
qui  permettent  de  les  maintenir  au  tableau  des  éléments  rationnels  de 
raualyse  mathématique. 

1"  Elles  sont  susceptibles  d'évaluation,  quoique  conservant  leur  ca- 
ractère concret;  ce  qui  autorise  à  les  introduire  dans  les  équations,  tant 
qu'elle»  ne  portent  que  sur  des  données,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'avoir 
éguru  d  leur  expression  algébrique. 

■2"  Un  sait  ellV(;t,„.r  .sur'  les  didéreutes  fonctions  circulaires,  corn 
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Aucune  consich'^'ation  rationnollo  no  cirronscrit  rig^ou- 
rousoment  à  priori  le  tableau  précédent,  qui  n'est  que 
l'expression  effective  de  l'état  actuel  de  la  science.  Nos 
éléments  analytiques  sont  aujourd'hui  plus  nombreux 
qu'ils  ne  l'étaient  pour  Descartes,  et  même  pour  Newton 
♦'t  Leibnitz;  il  v  a  tout  au  plus  un  siècle  que  les  deux 
derniers  couples  ont  été  introduits  dans  l'analyse  par  les 
travaux  de  Jean  Bernouilli  et  d'Euler.  Sans  doute  on  t-n 
admettra  de  nouveaux  dans  la  suite;  mais,  comme  j»' 
l'indiquerai  à  la  fin  de  cette  leçon,  nous  ne  pouvons  pas 
espérer  qu'ils  soient  jamais  fort  multipliés,  leur  augmen- 
tation réelle  donnant  lieu  à  de  très  grandes  difficultés. 
Nous  pouvons  donc  maintenant  nous  former  une  idée 

parées  entre  elles  seulement,  une  certaine  suite  de  transformation?,  qui 
n  exigent  pas  davantage  la  counaissauce  de  leur  délinition  analytique. 
Il  en  résulte  évidemment  la  faculté  d'introduire  ces  fonctions  dans  les 
équations,  même  par  rapport  aux  inconnues,  pourvu  qu'il  n'y  entre 
pas  concurreuHiient  des  fonctions  uoii-trigonométriques  des  mêmes 
variables. 

C'est  donc  uniquement  dans  les  cas  où  les  fonctions  circulaires,  rela- 
tivement aux  inconnues,  sont  combinées  dans  les  équations  avec  des 
fonctions  abstraites  d'une  autre  espèce,  qu'il  est  indispensable  d'avoir 
égard  à  leur  interprétation  algébrique  pour  pouvoir  résoudre  les  équa- 
tions, et  dès  lors  elles  cessent,  en  etîet,  d'être  traitées  comme  de 
nouvelles  fonctions  simides.  Mais  alors  m»^me.  pourvu  qu'on  tienne 
compte  de  cette  interjuétation,  leur  ailmission  nempéche  point  les 
relations  d'avoir  le  caractère  de  véritables  f'(funtitms  analytiques,  ce 
qui  est  ici  le  but  essentiel  de  notre  énumération  di's  fonctions  abstraites 
élénientaires. 

Il  est  à  ri'niaii|uer.  d'après  les  considérations  indiquées  dans  cette 
note,  (jiie  plusieurs  autres  fonctions  concrètes  peuvent  être  utilement 
introduites  au  nombre  des  éléments  analytiipies.  si  les  conditions 
principales  posées  ci-ilessus  pour  les  fonctions  circulaires  ont  été  préa- 
lablement bien  remplies.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  les  travaux  de 
.M.  Legendre,  et  récemment  ceux  d»;  .M.  Joc<»bi,  sur  les  fonctions  W/i/>- 
//V/M*».?.  ont  vraiment  agrandi  le  champ  île  l'analyse;  il  en  est  de  méim. 
pour  (|uebp»es  intégrales  ilé||nies  obtenues  par  .M  Fourier  dans  la 
Uiéorie  de  la  clialeur. 
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positive,  et  néanmoins  suffisamment  étendue,  de  ce  que 
les  géomètres  entendent   par   une  véritable  équation. 
Cette  explication  est  éminemment  propre  à  nous  faire 
comprendre  combien  il  doit  être  difficile  d'établir  réelle- 
ment les  équations  des  phénomènes,  puisqu'on  n'y  est 
effectivement  parvenu  que  lorsqu'on  a  pu  concevoir  les 
lois    mathématiques  de    ces   phénomènes   à   l'aide    de 
fonctions  entièrement  composées   des    seuls  éléments 
analytiques  que  je  viens  d'énumérer.  Il   est   clair,  en 
effet,    que    c'est   uniquement    alors    que   le   problème 
devient  vraiment  abstrait,  et  se  réduit  à  une  pure  ques- 
tion de  nombres,  ces  fonctions  étant  les  seules  relations 
simples  que  nous  sachions  concevoir  entre  les  nombres, 
considérés  en  eux-mêmes.  Jusqu'à  cette  époque  de  la 
solution,  quelles  que  soient  les  apparences,  la  question 
est  encore  essentiellement  concrète,   et  ne  rentre  pas 
dans  le  domaine  du  calcul.  Or,  la  difficulté  fondamen- 
tale de  ce  passage  du  concret  à  Vabstrait  consiste  sur- 
tout, en  général,   dans   l'insuffisance   de  ce  très  petit 
nombre  d'éléments  analytiques  que  nous  possédons,  et 
d'après  lesquels  néanmoins,  malgré  le  peu  de  variété 
réelle  qu'ils  nous  offrent,  il  faut  parvenir  à  se  repré- 
senter toutes  les  relations  précises  que  peuvent  nous 
manifester  tous  les  différents  phénomènes  naturels.  Yu 
r»nfinie  diversité  qui  doit  nécessairement  exister  à  cet 
égard  dans  le  monde  extérieur,  on  comprend  sans  peine 
combien  nos  conceptions  doivent  se  trouver  fréquem- 
ment au-dessous  de  la   véritable   difficulté;  surtout  si 
l'un  ajoute  que,  c(?s  éléments   nous  ayant  été  fournis 
primitivement  par  la  considération   mathématique  des 
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phénomènes  les  plus  simples,  puisqu'ils  ont  tous,  direc- 
tement ou  indirectement,  une  origine  géométrique, 
nous  n'avons  à  priori  aucune  garantie  rationnelle  de 
leur  aptitude  nécessaire  à  représenter  les  lois  niathéma- 
licjues  de  toute  autre  classe  de  phénomènes.  J'exposerai 
tout  à  l'heure  l'artifice  général,  si  profondément  ingé- 
nieux, par  lequel  l'esprit  humain  est  parvenu  à  diminuer 
singulièrement  cette  difficulté  fondamentale  que  pré- 
sente la  relation  du  concret  à  l'abstrait  eMi  mathéma- 
tiques, sans  cependant  qu'il  ail  été  nécessaire  de  multi- 
plier le  nombre  de  ces  éléments  analytiques. 

Les  explications  précédentes  déterminent  avec  préci- 
sion le  véritable  objet  et  le  champ  réel  de  la  mathéma- 
tique abstraite  ;  je  dois  passer  maintenant  à  l'examen  de 
ses  divisions  principales,  car  nous  avons  toujours  jus- 
qu'ici considéré  le  calcul  dans  son  ensemble  total. 

La  première  considération  directe  à  présenter  sur  la 
composition  d<»  la  science  du  calcul  consiste  à  la  divisei- 
d'aborfl  en  deux  branches  j)i'incipales,  au\(|uelles.  faute 
(le  dénominations  plus  convenables,  je  donnerai  les 
noms  de  calcul  algébrique  ou  alfjcbrc,  et  de  calcul 
aritlunctiquc  ou  arithin''ti(iuc,  mais  en  avertissant  de 
prendre  ces  deux  expressions  dans  leui  acception  lo- 
gique la  plus  étenduf,',  an  lieu  du  sens  heaucouj»  linj» 
restreint  qu'on  leur  attache  ordinairement. 

Lu  solution  conijdète  th*  lonte  queslioii  df  lah  ni,  dé- 
liais la  plus  élémentaire  jnscpi'à  la  |dns  Iranscendanle, 
s«'  compose  nécessairement  de  dtux  parties  successives 
dont  la  iialiiir  est  essenliellemeni  distincte.  Dans  la  pn'- 
raière,  on   a   pour  objet    de   transfoiiner  les  équations 

lu 
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proposées,  de  façon  à  mettre  en  évidence  le  mode  de 
formation  des  quantités  inconnues  par  les  quantités 
connues;  c'est  ce  qui  constitue  la  question  algébrique. 
Dans  la  seconde  on  a  en  vue  d'évaluer  les  formules  ainsi  1 
obtenues,  c'est-à-dire,  de  déterminer  immédiatement  la  \ 
valeur  des  nombres  cherchés,  représentés  déjà  par  cer- 
taines fonctions  explicites  des  nombres  donnés;  telle  est 
la  question  arithmétique  (1). 

On  voit  que,  dans  toute  solution  vraiment  ration- 
nelle, elle  suit  nécessairement  la  question  algébrique, 
dont  elle  forme  le  complément  indispensable,  puisqu'il 
faut  évidemment  connaître  la  génération  des  nombres 
cberchés  avant  de  déterminer  leurs  valeurs  effectives 
pour  chaque  cas  particulier.  Ainsi,  le  terme  de  la  partie 
algébrique  devient  le  point  de  départ  de  la  partie  arithmé- 
tique. 

(1)  Supposons,  par  exemple,   qu'une  question  fournisse  entre   une] 
praudeur  rnconnue  ./•  et  deux  grandeurs  connues  a  et  ^  Téquation  : 

eomme  il  arriverait  pour  la  trisection  d'un  angle.  On  voit,  de  suite,  qu( 
la  dépendance  entre  x  d  une  part,  et  «,  b  de  l'autre,  est  complètemeni 
d'-tenninée;  mais,  tant  que  l'équation  conserve  sa  forme  primitive,  oi 
n'aperçoit  nullement  de  quelle  manière  l'inconnue  dérive  des  données.] 
C'est  cependant  ce  qu'il  faut  découvrir  avant  de  penser  à  l'évaluer.  Tel 
est  l'objet  de  la  partie  algébrique  de  la  solution.  Lorsque,  par  une  suite 
de  transformations  qui  ont  successivement  rendu  cette  dérivation  d( 
plus  en  plus  sensibit;,  on  est  arrivé  à  présenter  l'équation  proposéej 
se  us  la  forme 

./• = y  A  +  \''  /,2  +  ,<î  +  y /,  _  v^  iji + a» 

le  rôle  de  l'algèbre  e.st  terminé;  et,  quand  même  on  ne  saurait  poini 
elTecluf-r  les  opérations  ar-ithmétiques  indiquées  par  cette  formule,  ori 
n'en  aurait  pas  moins  obtenu  une  connaissance  très  réelle  et  souvent 
fort  importante.  Le  rôle  de  l'arithmétique  consistera  maintenant,  ei 
jtartant  de  c 'tte  fornmle,  à  faire  trouver  le  nombre  x  quand  les  valeurs^ 
d»>  iii.-iil)i  .■>  a  et  h  uuronl  été  fixées. 
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Le  calcul  algébrique  et  le  calcul  arilhm('tique  diffèrent 
donc  essentiellement  par  le  but  qu'on  s'y  propose.  Ils  ne 
diffèrent  pas  moins  par  le  point  de  vue  sous  lequel  on  y 
considère  les    quantités,  envisagées,  dans   Ir   premier, 
quant   à  leurs  relations,  et,   dans    le   second,   quant    à 
leurs  valeurs.  Le  véritable  esprit  du  calcul,  en  général, 
exige  que  cette  destination  soit  maintenue  avec  la  plus 
sévère  exactitude,  et  que  la  ligne  de  démarcation  entre 
les  deux  époques  de  la  solution  soit  rendue  aussi  nette- 
ment   Irancbée    que   le  permet    l;i    question    proposée. 
L'observation  attentive  de  ce  prece[)te,  trop  méconim, 
peut  être  d'un  utile  secours  dans  chaque  question  parti- 
culière, en  dirigeant  les  efforts  de  notre  esprit,  à  un  ins- 
tant  quelconque  de  la  solution,  vers  la  véritable  diffi- 
culté correspondante.  A  l;i  v(''rit«''.  l'iniperfection  d»*  la 
science  du  calcul  oblige  souvent,  comme  je  Texpliqurrai 
dans  la  leçon  suivante,   à  nièbr   tiès  fréquemment  les 
considérations  algébriques  et  les  considérations  arilhnié- 
ti«|ues  pour  la  solution  d'une  nirme  question.  Mais,  (pioi- 
<]u  il  soit  impossible  alois  Av  partager  l'iMis^Mnbb'  du  tra- 
vail en  deux  parti«'s  netlern<'iil  Irancbéfs,  Inii»'  punMiient 
algébriijue,  et  l'aiilir  piiicmcnt  aiillnneti(jn«'.  (Mi  puui'ra 
toujours  éviter,  à  I  aide  d«'s   indications  j)réct''d«'ntes,  de 
confondre  les   ib'u.\   ordres  dr  considérations,   quelque 
intime  que  j)uisse  être  jamais  leur  mélange. 

En  cheichant  à  résumer  le  plus  sueeiiielriiniil  jiossibb* 
la  distinclinii  que  jr  \i»'iis  d'établir,  mi  \oil  que  IV/A/r^/v 
p«'ut  se  définir,  «mi  g«;néi'al,  eonmu'  a\aiit  piun  objet  la 
rrsnlitlinii  des  l'ijualinns.  e«'  (|ui.  quoique  paraissaiU 
d  aboid    lr(»p     leslreiul.     est    néanmoins    suffisamment 
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étendu,  pourvu  qu'on  prenne  ces  expressions  dans  toute 
leur  acception  logique,  qui  signifie  transformer  des 
fonctions  implicites  en  fonctions  explicites  équivalentes  : 
de  même,  V arithmétique  peut  être  définie  comme  des- 
tinée à  Y  évaluation  des  fonctions.  Ainsi,  en  contractant 
les  expressions  au  plus  haut  degré,  je  crois  pouvoir 
donner  nettement  une  juste  idée  de  cette  division,  en 
disant,  comme  je  le  ferai  désormais  pour  éviter  les  péri- 
phrases explicatives,  que  V algèbre  est  le  calcul  des  fonc- 
tions, et  Y  arithmétique  le  calcul  des  valeurs. 

11  est  aisé  de  comprendre  par  là  combien  les  défini- 
tions ordinaires  sont  insuffisantes  et  même  vicieuses.  Le 
plus  souvent,  l'importance  exagérée  accordée  aux  signes 
a  conduit  à  distinguer  ces  deiix  branches  fondamentales 
de  la  science  du  calcul  par  la  manière  de  désigner  dans 
chacune  les  sujets  du  raisonnement,  ce  qui  est  évidem- 
ment absurde  en  principe  et  faux  en  fait.  Même  la  célèbre 
définition  donnée  par  Newton,  lorsqu'il  a  caractérisé 
Yalgèbre  comme  Y  arithmétique  universelle,  donne  cer- 
lainement  une  très  fausse  idée  de  la  nature  de  l'algèbre 
et  de  celle  de  l'arithmétique  (1). 

Après  avoir  établi  la  division  fondamentale  du  calcul 
en  deux  branches  principales,  je  dois  comparer,  en  gé- 


[{)  J'ai  cru  devoir  signaler  spécialeraeut  cette  définition,  parce  qu'elle 
sfrl  de  base  à  l'opinion  que  beaucoup  de  bons  esprits,  étrangers  à  la 
science  mathématique,  se  forment  de  la  partie  abstraite  de  cette  science, 
^.in»  considérer  qu'à  l'époque  où  cet  aperçu  a  été  formé,  l'analyse  ma- 
thématique n'était  point  assez  développée  pour  que  le  caractère  général 
propre  à  chacune  de  ses  parties  principales  pût  être  convenablement 
.*iii!'i,ce  qui  explique  pourquoi  Newton  a  pu  proposer  alors  une  défini- 
tion qu'il  rejetterait  certainement  aujourd'hui. 
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néral.  retondue,  l'importance  et  la  flifficiilté  de  ces  deux 
sortes,  de  calcul,  afin  do  n'avoir  plus  à  considérer  que  le 
cakul  des  fonctions,  qui  doit  être  le  sujet  essentiel  de 
notre  étude. 

Le  calcul  des  valeurs,  ou  X nrithmptiqup,  paraît,  au 
premier  abord,  devoir  présenter  un  champ  aussi  vaste 
que  celui  de  Valgpbre,  puisqu'il  semble  devoir  donner 
lion  à  autant  do  questions  distinctes  qu'on  peut  conce- 
voir flo  formules  algébriques  différentes  à  évaluer.  Mais 
inio  rf^floxion  fort  simple  suffit  pour  moniror  quo  |o  do- 
maine du  calcul  des  valeurs  est,  par  sa  nature,  infini- 
mont  moins  étendu  quo  celui  du  calcul  dos  fonctions, 
r.ai"  on  distinguant  les  fonctions  en  simplps  et  romposcps, 
il  est  évident  que  lorsqu'on  sait  praluer  les  fonctions 
simples,  la  considération  dos  fonctions  composées  ne 
présente  plus,  sous  ce  rapport,  aucune  difficulté.  Sous 
lo  point  de  vue  algébrique,  une  fonction  composée  joue 
un  rôle  très  différent  de  celui  des  fonctions  élémentaires 
qui  la  constituent,  et  c'est  de  là  précisément  que 
naissent  toutes  les  principales  difficultés  analytiques. 
Mais  il  on  est  tout  autrement  pour  Ir  calcul  arithmé- 
tique. Ainsi,  lo  nombr»-  dos  opérations  arithmétiques, 
vraiment  distinctes,  est  seulement  inai(|ii«*  par  celui  dos 
fonctions  abstraites  élémentaires,  dont  j'ai  présont»'»  ri- 
dossus  le  tableau  très  peu  étoiidn.  L'évahiation  do  ces 
dix  fonctions  donne  nécessairmimt  itIIo  do  toutes  les 
fonctions,  on  nombre  infini,  que  l'on  considère  dans 
l'onsemble  do  l'analyse  m.itlK'm.itiquo,  telle,  du  moins, 
«jn'êllo  «'xistc  aujourd'hui.  A  (|iH'lquos  foi-nmh's  (jur 
puissj'  roiidnirt'  l'élalxii-ation  d<s  »'(|iiatioiis.  il  w  \  aniait 
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lifu  à  (lo  nouvelles  opérations  arithmétiques  que  si  Ton 
en  venait  à  créer  de  véritables  nouveaux  éléments  ana- 
lytiques, dont  le  nombre  sera  toujours,  quoiqu'il  arrive, 
extrêmement  petit.  Le  champ  de  V arithmétique  esi  donc, 
par  sa  nature,  infiniment  restreint,  tandis  que  celui  de 
y  algèbre  est  rigoureusement  indéfini. 

Il  importe  cependant  de  remarquer  que  le  domaine  du 
calcul  des  valeurs  est,  en  réalité,  beaucoup  plus  étendu 
qu'on  ne  se  le  représente  communément.  Car  plusieurs 
questions,  véritablement  arithmétiques,  puisqu'elles  con- 
sistent dans  des  évaluations,  ne  sont  point  ordinairement 
classées  comme  telles,  parce  qu'on  a  l'habitude  de  ne  les 
traiter  que  comme  incidentes,  au  milieu  d'un  ensemble 
de  recherches  analytiques  plus  ou  moins  élevées  :  la 
trop  haute  opinion  qu'on  se  forme  communément   de 
l'intluence  des  signes  est  encore  la  cause  principale  de 
celte  confusion  d'idées.  Ainsi,  non  seulement  la  cons- 
truction d'une  table  de  logarithmes,  mais  aussi  le  calcul 
des  tables  trigonométriques,  sont  de  véritables  opérations 
arithmétiques  d'un  genre  supérieur.  On  peut  citer  encore 
comme  étant  dans  le  même  cas,  quoique  dans  un  ordre 
très  distinct  et  plus  élevé,  tous  les  procédés  par  lesquels 
on  détermine  directement  la  valeur  d'une  fonction  quel- 
ronque  pour   chaque    système    particulier    de    valeurs 
attribuées  aux  ({uantités  dont  elle  dépend,  lorsqu'on  ne 
peut  point  parvenir  à  connaître  généralement  la  forme 
explicite   de   cette   fonction.  Sous  ce  point  de  vue,  la 
résolution  numérique  des  équations  qu'on  ne  sait  pas 
résoudre  aU/éhriquement,  et  de  même  le  calcul  des  inté- 
grales définies  dont  on  ignore  les  intégrales  générales. 
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font  réellement  partie,  malgré  les  apparences,  rlu  do- 
maine de  VarithmétiqiiP,  dans  lequel  il  faut  nécessaire- 
ment comprendre  tout  ce  qui  a  pour  objet  Vf'valuatio/i 
des  fonctions.  Les  considérations  relatives  à  ce  but  sont, 
en  effet,  constamment  homogènes,  de  quelques  rvalua- 
fions  qu'il  s'agisse,  et  toujours  bien  distinctes  des  consi- 
dérations vraiment  alrji'hriqups. 

Pour  achever  de  se  former  une  juste  idée  de  1  étendue 
réelle  du  calcul  des  valeurs,  on  doit  v  eom prendre  aussi 
celte  partie  de  la  science  générale  du  calcul  qui  porte 
.lujourd'hui  spécialement  le  nom  de  throrir  rirs  nmiihifs, 
cl  qui  csl  encore  si  peu  avancée.  Cette  branche,  fort 
étendue  par  sa  nalurc,  mais  dont  l'importance  dans  I»' 
système  généial  de  la  science  n'est  pas  très  grande,  a 
pf»ur  objet  de  découvrir  les  propriétés  inluM'cnles  aux 
différents  nombres  en  veitu  de  leurs  valeurs  et  indépen- 
dannnent  de  toute  mimération  particulière.  VA\v  rons- 
tilue  donc  une  sorte  iVarltlinn'tir/ur  transcfnfhintr  ;  c'est 
à  elle  (jue  conviendrait  effectivement  l.i  définition  pm- 
|>osi'e  pal"  Newton  pour  \  (ilf/rhrr. 

Le  domaine  total  de  Vdrillnitf'fif/Uf  est  floin',  en  réa- 
lil»'.  beaucoup  plus  étendu  (pi'oii  ne  le  eoiicoil  (U'ilinaii'e- 
inenl .  M.iis.  neanmfuns.  quehju*^  devebq)pement  légitime 
qn  on  |inisse  lui  accordei'.  il  «lenifure  ceit.iin  (pn-,  dans 
I  ensemble  (h;  la  mathémali(pie  ;ibslraite.  Ir  rnhul  ths 
ra/curs  iiQ  sera  jamais  qu'un  point,  poui'  ainsi  dire,  m 
comparaison  du  laUul  <lf^  fnnrhniis,  dans  lequel  la 
science  consiste  essenlielh'iuenl.  Oite  ap[)réciation  va 
devenii'  encoi(»  plus  scMisible  pai-  quebpn's  considi'i'at ioiis 
<pii    nie   iM'slent   à   iiidiqnei    sni-   la    \t'nlable   nalurc  des 
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«juostions  arithmétiques  en  général,  quand  on  les  exa- 
mine d'une  manière  approfondie. 

En  cherchant  à  déterminer  avec  exactitude  en  quoi 
consistent  proprement  \e,s  évaluations,  on  reconnaît  aisé- 
ment qu'elles  ne  sont  pas  autre  chose  que  de  véritables 
transformations  des  fonctions  à  évaluer,  transformations 
qui,  malgré  leur  but  spécial,  n'en  sont  pas  moins  essen- 
liellementde  la  même  nature  que  toutes  celles  enseignées 
par  l'analyse.  Sous  ce  point  de  vue,  le  calcul  des  valeurs 
pourrait  être  conçu  simplement  comme  un  appendice  et 
une  application  particulière  du  calcul  des  fonctions,  de 
telle  sorte  que  V arithmétique  disparaîtrait,  pour  ainsi 
dire,  dans  l'ensemble  de  la  mathématique  abstraite, 
comme  section  distincte. 

Pour  bien  comprendre  cette  considération,  il  faut  ob- 
server que,  lorsque  l'on  propose  d'évaluer  un  nombre 
inconnu  dont  le  mode  de  formation  est  donné,  il  est,  par 
le  seul  énoncé  même  de  la  question  arithmétique,  déjà 
défini  et  exprimé  sous  une  certaine  forme;  et  qu'en 
Yévaluant,  on  ne  fait  que  mettre  son  expression  sous 
une  forme  déterminée,  à  laquelle  on  est  habitué  à  rap- 
porter la  notion  exacte  de  chaque  nombre  particulier,  en 
le  faisant  rentrer  dans  le  système  régulier  de  la  numéra- 
t)(m.  \1  évaluation  consiste  si  bien  dans  une  simple  trans- 
/orniation,  que  lorsque  l'expression  primitive  du  nombre 
se  trouve  elle-même  conforme  à  la  numération  régulière, 
il  n'y  a  plus,  à  proprement  parler,  d'évaluation,  ou  plu- 
tôt on  répond  à  la  question  parla  question  même.  Qu'on 
demande,  par  exemple,  d'ajouter  les  deux  nombres 
trente  et  sept,   on  répondra  en  se   bornant  à  répéter 
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1  énoncé  même  fie  la  question,  et  on  croiia  néanmoins 
avoir  pvaluéla.  somme,  ce  qui  signifie  que,  dans  ce  cas, 
la  première  expression  de  la  fonction  n'a  pas  besoin  d'être 
transformée;  tandis  qu'il  n'en  serait  point  ainsi  pour 
ajouter  vingt-trois  et  quatorze,  car  alors  la  somme  iif 
serait  pas  immédiatement  exprimée  fl'une  manière  con- 
forme au  rang  qu'elle  occupe  dans  l'échelle  fixe  et  g:éné- 
rale  de  la  numération. 

En  précisant,  autant  que  possible,  la  ronsidérafinn 
précédente,  on  peut  dire  (\urvalupr  un  nombre  n'est 
autre  chose  (}ue  mettre  son  expression  primitiv»»  sous  la 
forme 

Ç  étant  ordinairement  égal  à  10;  et  les  coefficients  a,  /^ 
c ,  d,  etc. ,  étant  assujettis  à  ces  conditions  d'être  nombres 
entiers  moindres  que  Ç,  pouvant  devenir  nuls,  mais  ja- 
mais négatifs.  Ainsi,  toute  question  arithmétique  est 
susceptible  d'être  posée  comme  consistant  à  mettre  sous 
une  telle  forme  une  fonction  abstraite  quelconqur  do 
diverses  quantités  ^\u^'  l'on  su[)poso  avoir  déjà  olles- 
niêmes  une  forme  semblable.  On  pourrait  ilonr  ne  vnii* 
dans  les  différentes  opérations  de  raiilhméti(|in*  qur  d«' 
simples  cas  particuliers  de  certaines  tiansformatinns 
algébrijjues,  sauf  l(;s  difficultés  spériah-s  Iimi.iiiI  ,iii\ 
(ijuditions  relatives  à  l'état  des  coefficients. 

11  résulte  clairement,  «le  ce  qui  précède,  que  la  mathé- 
matique abstraite  se  compose  essentiellement  du  ralnil 
fies  fonctions,  qui  en  était  évidemment  déjà  la  partie  la 
plus  importante,  la  plus  étendue  et  la  [dus  diffirib'.  Tel 
sera  donc  désormais  le  sujet  exclusif  de  nos  considéra- 
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lions  analytiques.  Ainsi,  sans  m'arrêter  davantage  au 
calcul  des  valeurs,  je  vais  passer  immédiatement  à 
l'examen  de  la  division  fondamentale  du  calcul  des  fonc- 
tions. 

Nous  avons  déterminé,  au  commencement  de  cette 
leçon,  en  quoi  consiste  proprement  la  véritable  difficulté 
qu'on  éprouve  à  mettre  en  équation  les  questions  mathé- 
matiques. C'est  essentiellement  à  cause  de  l'insuffisance  1 
du  très  petit  nombre  d'éléments  analytiques  que  nous  | 
possédons,  que  la  relation  du  concret  à  l'abstrait  est 
ordinairement  si  difficile  à  établir.  Essayons,  mainte- 
nant, d'apprécier  philosophiquement  le  procédé  général 
par  lequel  l'esprit  humain  est  parvenu,  dans  un  si  grand 
nombre  de  cas  importants,  à  surmonter  cet  obstacle 
fondamental.  » 

En  considérant  directement  l'ensemble  de  cette  ques-  I 
lion  capitale,  on  est  naturellement  conduit  à  concevoir  ^ 
d'abord  un  premier  moyen  pour  faciliter  l'établissement 
des  équations  des  phénomènes.  Puisque  le  principal  obs- 
tacle à  ce  sujet  vient  du  trop  petit  nombre  de  nos  éléments 
analytiques,  tout  semblerait  se  réduire  à  en  créer  de  nou- 
veaux. Mais  ce  parti,  quelque  naturel  qu'il  paraisse,  est 
véritablement  illusoire,  quand  on  l'examine  d'une  ma- 
nière approfondie.  Quoiqu'il  puisse  certainement  être 
utile,  il  est  aisé  de  se  convaincre  de  son  insuffisance  né- 
cessaire. 

En  effet,  la  création  rJ'une  véritable  nouvelle  fonction 
abstraite  élémentaire  présente,  par  elle-même,  les  plus 
^Tandes  difficultés.  11  y  a  même,  dans  une  telle  idée, 
quelque  chose  qui  semble  contradictoire.  Car  un  nouvel 
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Hlémeiit  analytique  ne  F*«'niplirait  pas  évid<*mment  l»'s 
conflitions  essentielles  (jiii  lui  sont  propres,  si  on  ne 
pouvait  immédiatement  Vrvaluer  :  or,  d'un  autre  coté, 
comment  pvalupr  une  nouvelle  fonction  qui  s«*rait  vrai- 
ment simple,  c'est-à-dire,  (jui  ne  rentrerait  pas  dans  une 
combinaison  de  celles  déjà  connues?  Cela  parait  presque 
impossible.  L'introduction,  dans  l'analvse,  d'une  autre 
fonction  abstraite  élémentaire,  ou  plutôt  d'un  autre 
couple  de  fonctions  (car  chacune  sei'ait  hui jours  accom- 
pagnée de  son  inversp),  suppose  donc  nécessairement  la 
création  simultanée  d'une  nouvelle  opération  arithmé- 
tique, ce  qui  est  certainement  foil  «lifficile. 

Si  n<nis  cherchons  à  nous  faii'e  une  idée  des  movens 
(|ue  l'i'sprit  humain  pourrait  emplover  poui   inxciiln-  de 
nouveaux  éléments  analyticjues,  par  l'examen  des  pro- 
cédés à  l'aide  desquels  il  a  efTr(li\('rn<'ril  conçu  ceux  (|ue 
iu>us  possédons,   l'observation  nous  laisse  à  cet  é«^ard 
dans  une  entière  incertitude,  car  les  artifices  dont  il  s'est 
déjà  servi  pour-  cela  sont  «'videmnnnl   épuisés.  Afin  de 
nous  en  convaincre,   considérons   h*  dernier   couple  de 
fonctions  simples  (jui  ail  ('te  inh-odnil  d.ins  ranalvs(\  el 
a  la  lor'malion  <Ui(jne|  nous  avons  pour-  ainsi  dir'e  assisté, 
savoir*  le  quatrième  couple,  car-,  cornnn' je  l'ai  explifjuc. 
le  cinquième  couple  rre  se  constitue  j»as.  ;i  proprement 
parler,  de  véritables  nouveaux  élénrenls  analyli«|ues.  La 
fonctioir  rz^,  et.   par  siiile.  sorr  inverse,  ont  été  hu'mées 
err  concevant  sons  irn  iionvcan  point  de  vne  une  fonction 
déjà  conrme  (hqjuis  loniilerups.  les  puissances,  lorsijue 
la  notioir  en  a  été  suffisamment  ^Minéralisée,  il  a  sufli  de 
considérer"  irne  puissance  lelalivemeni  à  la  variation  de 
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l'exposant,  au  lieu  de  penser  à  la  variation  de  la  base, 
pour  qu'il  en  résultât  une  fonction  simple  vraiment  nou- 
velle, la  variation  suivant  alors  une  marche  toute  diffé- 
rente. Mais  cet  artifice,  aussi  simple  qu'ingénieux,  ne 
peut  plus  rien  fournir.  Car,  en  retournant,  de  la  même 
manière,  tous  nos  éléments  analytiques  actuels,  on 
n'aboutit  qu'à  les  faire  rentrer  les  uns  dans  les  autres. 

Nous  ne  concevons  donc  nullement  de  quelle  manière 
on  pourrait  procéder  à  la  création  de  nouvelles  fonctions 
abstraites  élémentaires ,  remplissant  convenablement 
toutes  les  conditions  nécessaires.  Ce  n'est  pas  à  dire, 
néanmoins,  que  nous  ayons  atteint  aujourd'hui  la  limite 
effective  posée  à  cet  égard  par  les  bornes  de  notre  in- 
telligence. 11  est  même  certain  que  les  derniers  perfec- 
tionnements spéciaux  de  l'analyse  mathématique  ont 
contribué  à  étendre  nos  ressources  sous  ce  rapport,  en 
introduisant  dans  le  domaine  du  calcul  certaines  inté- 
grales définies,  qui,  à  quelques  égards,  tiennent  lieu  de 
nouvelles  fonctions  simples,  quoiqu'elles  soient  loin  de 
remplir  toutes  les  conditions  convenables,  ce  qui  m'a  em- 
pêché de  les  inscrire  au  tableau  des  vrais  éléments  ana- 
lytiques. Mais,  tout  bien  considéré,  je  crois  qu'il  de- 
meure incontestable  que  le  nombre  de  ces  éléments  ne 
peut  s'accroître  qu'avec  une  extrême  lenteur.  x\insi,  ce 
ne  peut  être  dans  un  tel  procédé  que  l'esprit  humain  ait 
puisé  ses  ressources  les  plus  puissantes  pour  faciliter 
autant  que  possible  l'établissement  des  équations. 

Ce  premier  moyen  étant  écarté,  il  n'en  reste  évidem- 
ment qu'un  seul;  c'est,  vu  l'impossibilité  de  trouver 
directement  les  équations  entre  les  quantités  que   l'on 
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considère ,  d'en  chercher  de  correspondantes  entre 
d'autres  quantités  auxiliaires,  liées  aux  premières  sui- 
vant une  certaine  loi  déterminée,  et  de  la  relation  des- 
quelles on  remonte  ensuite  à  celle  des  grandeurs  primi- 
tives. Telle  est,  en  effet,  la  conception,  éminemment 
féconde,  que  l'esprit  humain  est  parvenu  à  fonder,  et  qui 
constitue  son  plus  admirable  instrument  pour  l'i'xplora- 
lion  mathématique  des  phénomènes  naturels,  Vauah/sr 
dite  transcendante. 

En  thèse  philosophique  générale,  les  quantités  auxi- 
liaires que  Ton  introduit,  au  lieu  des  grandeurs  primi- 
tives ou  concurremment  avec  elles,  pour  faciliter 
l'établissement  des  équations,  pourraient  dériver  suivant 
une  loi  quelconque  des  éléments  immédiats  de  la  ques- 
tion. Ainsi,  cette  conception  a  beaucoup  plus  de  portée 
que  ne  lui  en  ont  supposé  communément,  même  les  plus 
profonds  géomètres.  Il  importe  extrêmement  de  se  la 
représenter  dans  toute  son  étendue  logique  :  car  c'est 
peut-être  en  établissant  un  mode  généial  df  (/rncatio/i 
autre  que  celui  auquel  on  s'est  constamment  borné  jus- 
qu'ici, bien  qu'il  ne  soit  pas,  évidemment,  le  seul  pos- 
sible, qu'on  parviendra  un  joui*  a  j)erfectionner  essen- 
tiellement l'ensemble  de  l'analyse  mathématique,  et  [)ai 
suite  à  fondei-.  pnm-  j'irivestisration  (b'slois  de  la  nature, 
des  movens  encore  plus  puissants  «jut-  ims  procédés 
actuels,  susceptibles,  sans  doute,  d'épuisement. 

Mais,  |)our  n'avoir  égard  qu'à  la  cunslilutiou  présente 
de  la  science,  les  seules  quantités  auxiliaires  iiiti(iduite> 
habituellement  a  la  place  d«s  (juantités  primitives  dans 
\'a/tfi/f/sr  transcendante,  sont  ce   (ju'ini  appelle  h's  éle- 
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iiieuts  infiniment  petits,   les  différentielles    de   divers 
ordres  de  ces  quantités,  si  l'on  conçoit  cette  analyse  à 
la  manière  de  Leibnitz  ;  ou  les  fluxions,  les  limites  des 
rapports   des  accroissements  simultanés   des  quantités 
primitives  comparées  les  unes  aux  autres,  ou,  plus  briè- 
vement, \q^ premières  et  dernières  raisons  de  ces  accrois- 
sements, en  adoptant  la  conception  de  Newton;  ou  bien, 
enfin,  les  dérivées  proprement  dites   de  ces   quantités, 
c'est-à-dire  les  coefficients  des  différents  termes  de  leurs 
accroissements  respectifs,  d'après  la  conception  de  La- 
grange.  Ces  trois  manières  principales  d'envisager  notre 
analyse  transcendante  actuelle,  et  toutes  les  autres  moins 
distinctement  tranchées  que  Ton  a  proposées  successi- 
vement, sont,    par  leur    nature,   nécessairement  iden- 
tiques, soit  dans  le  calcul,  soit  dans  l'application,  ainsi 
que  je  l'expliquerai  d'une   manière  générale  dans    la 
sixième  leçon.  Quant  à  leur  valeur  relative,  nous  ver- 
rons alors  que  la  conception  de  Leibnitz  a  jusqu'ici,  dans 
l'usage,  une  supériorité  incontestable,   mais   que   son 
caractère  logique  est  éminemment  vicieux,  tandis  que  la 
conception  de   Lagrange,  admirable  par  sa  simplicité, 
()ar   sa    perfection    logique,    par   l'unité    philosophique 
qu'elle  a  établie  dans  l'ensemble  de  l'analyse  mathéma- 
tique,  jusqu'alors  partagée  en    deux    mondes  presque 
indépendants,  présente  encore,  dans  les  applications,  de 
graves  inconvénients,  en  ralentissant  la  marche  de  l'in- 
•  ♦•lligence  :  la  conception  de  Newton  tient  à  peu  près  le 
nnheu  sous    ces  divers  rapports,    étant  moins  rapide, 
mais  plus  rationnelle  que  celle  de  Leibnitz,  moins philo- 
sopliHjue.  mais  plus  ai)plicable  que  celle  de  Lagrange. 
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Ce  iiL'sl  pas  ici  I»j  lieu  di'Xpliqui'r  avec  exactilucle 
comment  la  considération  de  ce  genre  de  quantités  auxi- 
liaires introduites  dans  les  équations  à  la  place  des  gran- 
deurs primitives  facilite  réellement  l'expression  analv- 
tique  des  lois  des  phénomènes.  La  sixième  le(;on  sera 
spécialement  consacrée  à  cet  important  sujet,  envisagé 
sous  les  différents  points  de  vue  généraux  auxquels  a 
donné  lieu  l'analyse  transcendante.  Je  me  borne  en  ce 
moment  à  considérer  cette  conception  de  la  manière  la 
plus  générale,  afin  d'en  déduire  la  division  fondamen- 
tale du  calcul  (les  fonctions  en  deux  calculs  essentielle- 
ment distincts,  dont  rcnchaînement,  pour  la  solution 
complète  d'une  même  question  mathématique,  est  inva- 
riablement déterminé. 

Sous  ce  rapport,  et  dans  l'ordr»'  rationind  des  idées, 
lanalvse  transcendante  se  présente  connue  étant  néces- 
sairement la  pi-emière.  puisqu'elle  a  pour  but  général 
de  faciliter  l'étciblissenient  des  équations,  ce  (jui  doit 
évidemment  précéder  la  rrsoliilLun  prupiciiieut  «lile  de 
ces  équations,  qui  est  1  objet  de  l'analyse  ordiiiaiie.  Mais. 
quoiqu'il  importe  éminenmienl  de  eoncevoii- ainsi  le  véri- 
table eiicliaîrieineiit  de  ces  deux  analsses.  il  ii  en  est  pas 
Uïoins  con\  rnable.  eonbuniénienl  à  rnsaL:e  miislanl .  dr 
n'étudier  l'analvse  transcendant»- (ju  apies  lanalyseordi- 
naire  ;  car,  si.  au  fond,  ellr  en  est  pai-  «lle-niènie  lojii- 
(|ueni(*nt  indé[)endante,  on  que.  du  moins,  il  soit  pus 
sible  aujoui'd'lini  di-  l'en  dégager  essenlirllmnnl .  il  .-si 
rlair  <jut'  son  emploi  dans  la  solnlion  des  (jin-slionsayanl 
lonjonrs  plus  on  moins  br^uin  d  èlr»'  complété  jwir  celui 
«le    i'analvsi'    ordinaire,   ou    sérail    cuniraini    de    laisser 
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les  questions  en  suspens,  si  celle-ci  n'avait  été  étudiée 
préalablement. 

En  résultat  de  ce  qui  précède,  le  calcul  des  fonctions, 
ou  Y  algèbre,  en  prenant  ce  mot  dans  sa  plus  grande  ex- 
tension, se  compose  de  deux  branches  fondamentales 
distinctes,  dont  l'une  a  pour  objet  immédiat  la  résolution 
des  équations,  lorsque  celles-ci  sont  immédiatement  éta- 
blies entre  les  grandeurs  mêmes  que  l'on  considère  :  et 
dont  l'autre,  partant  d'équations,  beaucoup  plus  aisées 
à  former  en  général,  entre  des  quantités  indirectement 
liées  à  celles  du  problème,  a  pour  destination  propre  et 
constante  d'en  déduire,  par  des  procédés  analytiques 
invariables,  les  équations  correspondantes  entre  les 
grandeurs  directes  que  l'on  considère,  ce  qui  fait  rentrer 
la  question  dans  le  domaine  du  calcul  précédent.  Le 
premier  calcul  porte,  le  plus  souvent,  le  nom  à' analyse 
ordinaire,  ou  à' algèbre  proprement  dite  ;  le  second  cons- 
titue ce  qu'on  appelle  V analyse  transcendante,  qui  a  été 
désignée  par  les  diverses  dénominations  de  calcul  infi- 
nitésimal, calcul  des  fluxions  et  des  fluentes,  calcul  des 
évanouissants,  etc.,  selon  le  point  de  vue  sous  lequel  on 
l'a  conçue.  Pour  écarter  toute  considération  étrangère, 
je  proposerai  de  la  nommer  calcul  des  fonctions  indi- 
rectes, en  donnant  à  l'analyse  ordinaire  le  titre  de  calcul 
des  fonctions  directes.  Ces  expressions,  que  je  forme 
essentiellement  en  généralisant  et  en  précisant  les  idées 
de  Lagrange,  sont  destinées  à  indiquer  simplement  avec 
♦•Kaclitude  le  véritable  caractère  général  propre  à  cha- 
cune des  deux  analyses. 

Ayant   rljibli    la   division  fondamentale  de  l'analyse 
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nialliémalic|ue,  je  dois  iiuiiiilL'iiarjl  ((nisidéiN'i-  s(''|)arr»- 
iiieiil  l'ensemble  de  cliacuiie  de  ces  deux  parties,  en 
commençant  par  le  calcul  des  fonctions  directes,  et  réser- 
vant ensuite  des  développements  plus  étendus  aux  di- 
verses branches  du  calcul  des  fonctions  indirectes. 


\  \ 
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CINQUIÈME   LEÇON 


l'oiisidératious  géuérales  sur  le  calcul  des  fouctions  directes. 


D'après  rexplication  générale  qui  termine  la  leçon 
précédente,  le  calcul  des  fonctions  directes^  ou  Y  algèbre 
proprement  dite,  suffit  entièrement  à  la  solution  des 
questions  mathématiques,  quand  elles  sont  assez  simples 
pour  qu'on  puisse  former  immédiatement  les  équations 
entre  les  grandeurs  mêmes  que  l'on  considère,  sans  qu'il 
soit  nécessaire  d'introduire  à  leur  place  ou  conjointe- 
ment avec  elles  aucun  système  de  quantités  auxiliaires 
dérivées  des  premières.  A  la  vérité,  dans  le  plus  grand 
nombre  des  cas  importants,  son  emploi  a  besoin  d'être 
précédé  et  préparé  par  celui  du  calcul  des  fonctions  in- 
directes, destiné  à  faciliter  l'établissement  des  équations. 
Mais  quoique  le  rôle  de  l'algèbre  ne  soit  alors  que  se- 
condaire, elle  n'en  a  pas  moins  toujours  une  part  néces- 
saire dans  la  solution  complète  de  la  question,  en  sorte 
que  le  calcul  des  fonctions  directes  doit  continuer  à  être, 
par  sa  nature,  la  base  fondamentale  de  toute  l'analyse 
mathématique.  Nous  devons  donc,  avant  d'aller  plus 
loin,  considérer,   d'une  manière  générale,  la  composi- 
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f ion  rationnelle  de  ce  calcul,  el  le  cle^ré  de  développe- 
ment auquel  il  est  parvenu  aujourd'hui. 

L'objet  définitif  de  ce  calcul  étant  la  rrsolutioti  pro- 
prement dite  des  équatioiu,  c'est-à-dire,  la  découverte 
(lu  mode  de  formation  des  quantités  inconnues  par  les 
quantités  connues  d'après  les  (équations  qui  existent 
entre  elles;  il  présente  naturellement  autant  de  parties 
différentes  que  l'on  peut  concevoii  de  classes  d'équa- 
tions vraiment  distinctes  ;  et  par  conséquent,  son  éh'n- 
due  propre  est  rigoureusement  indéfinie,  le  nombre*  des 
fonctions  analytiques  susceptibles  d'entrer  dans  les 
équations,  étant  par  lui-même  tout  à  fait  illimité,  bien 
([u'elles  ne  soient  composées  que  d  un  très  petit  nombre 
d'éléments  primitifs. 

La  classification  rationnellr  des  équatiuns  duit  être 
♦nidemment  déterminée  pai'  la  naluie  des  éléments  ana- 
Ivtiques  dont  se  composent  biirs  nicnibrrs  ;  toute  autre 
classifiratinn  sérail  essenti(dl('nit'iil  ai  bitiaire.  Sous  c»- 
lappoil,  les  analystes  divisent  d  .ihoid  l«'s  JMjualinns  a 
une  ou  à  plusieuis  variables  en  deux  rlassr*s  piin(ij)ak*s, 
selon  qu'elles  ne  conlicniirnl  (juc  des  fiuiclioiis  des  liois 
pi-emicrs  couples  ^^v^/z/^^r  le  (ableau.  \  leroii.  pdi^r  \\\  . 
•  »u  qu'elles  renferment  aussi  des  fjinctions,  soit  exponen- 
tielles, soit  circulaires.  Lrs  dénominations  dr  fniiclinns 
aly ('briquas  et  fondions  Iraiisreiulanlrs  ^  données  coni- 
nnmément  à  r«'s  dnix  i^i'oujm's  |)iin(i|Mn\  d  «'irnicnls 
malvtiques,  sont,  sans  dontr ,  Iml  pm  rnnN  t-nabb-s. 
Mais  la  division  uni\ersellement  établie  enln-  les  éijua- 
tions  «'orresponrlanles  n  en  es!  pas  umins  liés  r»'»db*.  en 
ce   sens  qm-   la   résolutn»n    d«'s  etjuulions  ronlenani    b's 
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fonctions  dilos  transcendantes^  présentent  nécessaire- 
ment plus  de  difficultés  que  celle  des  équations  dites 
algébriques.  Aussi  l'étude  des  premières  est-elle  jus- 
qu'ici excessivement  imparfaite,  à  tel  point  que  souvent 
la  résolution  des  plus  simples  d'entre  elles  nous  est  en- 
core inconnue  (1);  c'est  sur  l'élaboration  des  secondes 
que  portent  presque  exclusivement  nos  méthodes  analy- 
tiques. 

Ne  considérant  maintenant  que  ces  équations  algé- 
briques, il  faut  observer  d'abord  que,  quoiqu'elles 
puissent  souvent  contenir  des  fonctions  irrationnelles 
des  inconnues  aussi  bien  que  des  fonctions  rationnelles, 
on  peut  toujours, par  des  transformations  plus  ou  moins 
faciles,  faire  rentrer  le  premier  cas  dans  le  second;  en 
sorte  que  c'est  de  ce  dernier  que  les  analystes  ont  dû 
s'occuper  uniquement,  pour  résoudre  toutes  les  équa- 
tions algébriques. 

Dans  l'enfance  de  l'algèbre,  ces  équations  avaient  été 
classées  d'après  le  nombre  de  leurs  termes.  Mais  cette 
classification  était  évidemment  vicieuse,  comme  sépa- 
rant des  cas  réellement  semblables,  et  en  réunissant 
d'autres  qui  n'avaient  rien  de  commun  qu'un  caractère 
sans  aucune  importance  véritable  (2).  Elle  n'a  été  main- 

(t)  Quelque  simple  que  puisse  paraître  par  exemple  l'équation 

a    ■\-  Ij    =■  c  , 

MU  lie  sait  point  encore  la  résoudre;  ce  qui  peut  donner  une  idée  de 
l'extrême  imperfection  de  cette  partie  de  l'algèbre. 

(2)  On  a  commis  plus  tard  la  même  erreur  momentanée  dans  les 
premiers  temps  du  calcul  infmitésimal,  pour  l'intégration  des  équations 
diiïérentielles. 
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tenue  que  pour  les  équations  à  deux  termes,  suscepti- 
bles, en  effet,  d'une  résolution  commune  qui  leur  est 
propre. 

La  classification  des  équations,  d'après  ce  qu'on  ap- 
pelle leurs  degrésij  universellement  admise  depuis  long- 
temps par  les  analystes,  est,  au  contraire  éminemment 
naturelle,  et  mérite  d'être  signalée  ici.  Car,  en  ne  com- 
parant, dans  chaque  rJegrô,  que  les  équations  qui  se 
correspondent,  quant  à  leur  complication  relative,  on 
peut  dire  que  cette  distinction  détermine  rigoureuse- 
ment la  difficulté  plus  ou  moins  grande  de  leur  vpsnhi- 
t'}ori.  Cette  gradation  est  sensible  effectivemont.  pour 
toutes  les  équations  que  l'on  sait  résoudre.  Mais  on  peut 
s'en  rendre  compte  d'une  manière  générale,  indépen- 
damment du  fait  de  la  résolution.  H  suffit,  pour  cela,  de 
considérer  qii<'  l'équation  la  plus  général»'  di^  rliaqn»^ 
flegré  comprend  nécessairement  toutes  celles  des  divers 
flegrés  inférieurs,  en  sorte  qu'il  en  doit  être  ainsi  df  la 
formule  qui  détermine  l'inconnu»'.  Ku  conséquence, 
quelque  faible  qu'on  put  supj)Osei-  n  prtnri  l;i  difficulté 
propre*  au  r/rr/rr  (\\n'  1  «ui  considère,  comme  elle  se  com- 
plique inévitablement,  dans  l'exécution,  de  «-elb'S  (jue 
pr"«''S('ii(('[il  tous  les  (loqrrs  précédents,  la  résolution  offre 
donc  réellement  plus  d'obslacb's  ;i  incsuif  (|ut'  le  dcL^-é 
de  l'équation  s'élève. 

f^et  accroissement  de  difficulté  rst  l»'l  <\\w  jusjjui»  i  la 
résolution  des  cquatif^ns  algébriques  n»»  n(His  est  coiuiu»* 
(pK'  dans  b's  «ju-iti»'  picniicrs  d«'grés  sj'ub-nn'ut.  .V  c«*l 
éiiMi-d.  l'alirèbit'  ii  .1  pas  lait  y\^'  proci'i's  cnnsidérabb's 
d»*puis  los  travaux  de  Drscnlis  ri  dfs  analyslrs  itali«'ns 
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(lu   seizième   siècle,   quoique,   dans    les   deux  derniers     .■ 
siècles,  il  n'ait  peut-être  pas  existé  un  seul  g-éomètre     " 
qui  ne  se  soit  occupé  de  pousser  plus  avant  la  résolution 
des  équations.  L'équation  générale  du  cinquième  degré 
elle-même  a  jusqu'ici  résisté  à  toutes  les  tentatives.  M 

La  complication  toujours  croissante  que  doivent  né- 
cessairement présenter  les  formules  pour  résoudre  les 
équations  à  mesure  que  le  degré  augmente,  l'extrême 
embarras  qu'occasionne  déjà  l'usage  de  la  formule  du     dj 
quatrième  degré,  et  qui  le  rend  presque  inapplicable,  ont 
déterminé  lesanalvstes  à  renoncer,  par  un  accord  tacite, 
à  poursuivre  de  semblables  recherches,  quoiqu'ils  soient     a 
loin  de  regarder  comme  impossible  d'obtenir  jamais  la    f 
résolution  des  équations  du  cinquième  degré,  et  de  plu- 
sieurs autres  degrés  supérieurs.  La  seule  question  de  ce 
genre,  qui  offrirait  vraiment  une  grande  importance,  du 
moins  sous  le  rapport  logique,  ce  serait  la  résolution 
générale  des   équations   algébriques  d'un   degré  quel-      _ 
conque.  Or,  plus   on  médite  sur  ce  sujet,  plus  on  est     " 
conduit  à  penser,  avec  Lagrange,  qu'il  surpasse  réelle- 
ment la  portée  effective  de  notre  intelligence.   Il   faut 
d'ailleurs  observer  que  la  formule  qui  exprimerait  la 
racine  d'une  équation  du  degré  m  devrait  nécessairement 
ronfermer  des  radicaux  de  l'ordre  m  (ou  des  fonctions 
d'imemultiplicité  équivalente),  à  cause  des  m  détermina- 
tions qu'elle  doit  comporter.  Puisque  nous  avons  vu,  de 
plus,  qu'elle  doit  aussi  embrasser,  comme  cas  particu- 
lier, celle  qui  correspond  à  tout  autre  degré  inférieur,  il 
s'en.suit  qu'elle  contiendrait,  en  outre,  inévitablement, 
des    radicaux    de    l'ordre    m— 1,    d'autres    de    l'ordre 
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/// — 2.  fie.  (le  telle  manièi'e  que,  s'il  était  possible  de  la 
découvrir,  elle  offrirait  presque  toujours  une  trop 
^•rande  complication  pour  pouvoir  être  utilement  em- 
ployée, à  moins  qu'on  ne  parvint  à  la  simplifier,  en  lui 
conservant  cependant  toute  la  généralité  convenable, 
|)ar  l'introduction  (11111  nouveau  g-enre  d'éléments  analv- 
tiques,  dont  nous  n'avons  encore  aucune  idée.  11  y  a 
donc  lieu  de  croire  que,  sans  avoir  d('jà  atteint  sous  ce 
rapport  les  bornes  imposées  par  la  faible  portée  de  notre 
intelligence,  nous  ne  tarderions  pas  n  les  renmntrer  en 
prolongeant  avec  une  activité  forte  et  soiileime  cette 
série  de  recherches. 

Il  importe  d'ailleurs  d'observer  que,  même  en  suppo- 
sant obtenu*^  la  résolution  des  équations  alf/rhririups 
flun  degré  quelconque,  on  n'aurait  encore  traité  ([u'une 
très  petite  partie  de  r«/(/M/'^  propreinent  dite;,  c'esl-à- 
dii'e.  du  calcul  des  fonctions  directes  embrassant  la 
résfdulion  de  toutes  les  équations  ijue  penveiil  former  les 
fonctions  analytiques  aujouid'Imi  connues.  I^ifiii.  pour 
achever  d'éclaircir  la  considération  [»liil()soplii(jue  de  ce 
sujet,  il  faut  reconnaître  que,  par  une  loi  irrécusable  de 
la  nature  humaine,  nos  moyens  pour  concevoir  de  nou- 
velles (juestions  étant  beaucoup  |tlus  puissants  (jue  nos 
rcssourcespour  les  résoudi*e,  ou, end  autres  termes,  l'es- 
prit humain  étant  bien  plusapte  à  imaginerqu'à  raisonner, 
nous  resterons  nécessairement  loujoursau-dessous  de  la 
difficulté,  à  quelque  degré  de  développement  que  parvien- 
nent jamais  noslravaux  intellectuels.  Ainsi,  quand mènK» 
on  découvrirait  un  jour  la  résolution  C(unpl('t«  de  loui«s 
les  éf|uatioiis  aiialv  ti(jues  actuellenieiil  c(Uinues.  ce  qui. 
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à  rexamen,  doit  être  jugé  toiit-à-fait  chimérique,  il 
n'est  pcas  douteux  qu'avant  d'atteindre  à  ce  but,  et  pro- 
bablement même  comme  moyen  subsidiaire,  on  aurait 
déjà  surmonté  la  difficulté  bien  moindre,  quoique  très 
grande  cependant,  de  concevoir  de  nouveaux  éléments 
analvliques,  dont  l'introduction  donnerait  lieu  à  des 
classes  d'équations  que  nous  ignorons  complètement 
aujourd'hui;  en  sorte  qu'une  pareille  imperfection  rela- 
tive de  la  science  algébrique  se  reproduirait  encore, 
malgré  l'accroissement  réel,  très  important  d'ailleurs, 
de  la  masse  absolue  de  nos  connaissances. 

Dans  l'état  présent  de  l'algèbre,  la  résolution  com- 
plète des  équations  des  quatre  premiers  degrés,  des 
équations  binômes  quelconques,  de  certaines  équations 
spéciales  des  degrés  supérieurs,  et  d'un  très  petit  nombre 
d'équations  exponentielles,  logarithmiques,  ou  circu- 
laires, constituent  donc  les  méthodes  fondamentales  que 
présente  le  calcul  des  fonctions  directes  pour  la  solution 
des  problèmes  mathématiques.  Mais,  avec  des  éléments 
aussi  bornés,  les  géomètres  n'en  sont  pas  moins  par- 
venus k  traiter,  d'une  manière  vraiment  admirable,  un 
très  grand  nombre  de  questions  importantes,  comme 
nons  lo  rfîconnaîtrons  sucessivement  dans  la  suite  de 
'f  volume.  Les  perfectionnements  généraux  introduits 
d.'piiis  un  siècle  dans  le  système  total  de  l'analyse  ma- 
thématique ont  eu  pour  caractère  principal  d'utiliser  à 
un  degré  immense  ce  peu  de  connaissances  acquises  sur 
le  calcul  des  fonctions  directes,  au  lieu  de  tendre  à  les 
augmenter.  Ce  résultat  a  été  obtenu  à  un  tel  point,  que 
h'  plus  souvent  ce  calcul  n'a  de  rôle  effectif  dans  la  solu- 
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tion  complète  des  diverses  questions  que  par  ses  par- 
ties les  plus  simples,  celles  qui  se  rapportent  aux  équa- 
tions des  deux  premiers  degrés,  à  une  seule  ou  à  plu- 
sieurs variables. 

L'extrême  imperfection  de  l'algèbre,  relativement  à  la 
résolution  des  équations,  a  déterminé  les  analystes  à  s'oc- 
cuper d'une  nouvelle  classe  de  questions,  dont  il  im- 
porte de  marquer  ici  le  véritable  caractère.  Quand  ils 
(tnt  cru  devoir  renonrer  à  poursuivrr  plus  lon£:t»^mps 
la  résolutioFi  des  équations  algébriques  des  degrés  su- 
périeurs au  quatrième,  ils  se  sont  occupés  de  suppléer, 
autant  que  possible,  à  cette  immense  lacune,  par  ce  qu'ils 
,  ont  nomme  la  résolution  numérique  des  équations.  Ne 
pouvant  obtenir,  dans  la  plupart  des  cas,  la  [ormulp  qui 
exprime  quelN*  fonction  explirilr  riiiconnu»»  est  des 
doimé<'s,  on  a  cherché,  cî  défaul  d»*  cette  résolution,  la 
seule  réellement  alf/rbrif/fir,  à  déterminer,  du  moins, 
indépendamment  de  c<'tte  formule,  la  vdlrur  d»'  chaque 
inconnue  pour  tel  ou  t«d  svstème  désigné  d»»  valeurs  par- 
ticulières attribuées  aux  données.  Par  les  travaux  sur- 
<essifs  des  analvstes.  («'tle  opéraliiui  incomplète  et  bâ- 
tarde, (jiii  pii'SjMitr  iiii  Miélani!!'  iiitiiiH'  dc^  (|n<'slions 
NraiuKMil  algébriques  avec  des  questions  |»urenu.'ul 
ai*ithm«'li<]ues.  a  jtu.  du  moins,  être  enlièicuu'iil  eff«»r- 
tuée  dans  t(uis  les  cas.  pour  des  é(|uati<»iis  d  un  <legr«' 
et  même  d'une  forme  i|uelcou(jui\s.  Sous  ce  ra[)porl, 
les  méthod»'s  qu  <>fi  |M»ssrde  au jouid'liui  sofil  suf- 
fisamment générales,  quoique  les  calculs  auxcjuels  elles 
conduisent  soient  souv<>nl  pres«jue  inexécutables,  à 
cause  de  Icui' complication.   Il  u<'  l'esle  dnnc  plus,  à  cet 
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égard,  qu'à  simplifier  assez  les  procédés  pour  qu'ils  de- 
viennent régulièrement  applicables,  ce  qu'on  peut  espé- 
rer d'obtenir  dans  la  suite.  D'après  cet  état  du  calcul 
des  fonctions  directes,  on  s'efforce  ensuite,  dans  l'appli- 
cation de  ce  calcul,  de  disposer,  autant  que  possible,  les 
questions  proposées  de  façon  à  n'exiger  finalement  que 
cette  résolution  numérique  des  équations.  1 

Quelque  précieuse  que  soit  évidemment  une  telle  res-    | 
source,  à  défaut  de  la  véritable  solution,  il  est  essentiel 
de  ne  pas  méconnaître  le  vrai  caractère  de  ces  procédés, 
que  les   analystes   regardent  avec   raison  comme   une 
algèbre  fort  imparfaite.  En  effet,  il  s'en  faut  de  beau- 
coup que  nous  puissions  toujours  réduire  nos  questions 
mathématiques  à  ne    dépendre,   en   dernière  analyse,    j 
que  de  la  résolution  numérique  des  équations.  Cela  ne   " 
se   peut  que  pour  les  questions  tout  à  fait  isolées,  ou 
vraiment  finales^  c'est-à-dire,  pour  le  plus  petit  nombre. 
La  plupart  des  questions  ne  sont,  en  effet,  que  prépara-    ■ 
toires,  et  destinées  à  servir   de  préliminaire  indispen-   ■ 
sable  à  la  solution  d'autres  questions.  Or,  pour  un  tel 
but.  il  est  évident  que  ce  n'est  pas  la  valeur  effective  de   J 
l'inconnue  qu'il  importe  de  découvrir,  mais  la  formule 
qui  montre  comment  elle  dérive  des  autres   quantités 
considérées.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple^,  dans  un 
cas  très  étendu,  toutes  les  fois  qu'une  question  déter- 
minée renferme  simultanément  plusieurs  inconnues.  Il 
s'agit  alors,  comme  on  sait,  d'en  faire,  avant  tout,  la  sé- 
paration. En  employant  convenablement,  à  cet  effet,  le 
procédé  simple  et  général  heureusement  imaginé   par 
les  analystes,  et  qui  consiste  à  rapporter  l'une  des  in- 
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connues  à  toutes  les  autres.  In  diffiruit»'  flisparaîtrait 
ronslammenl.  si  l'on  savait  t<»ujouis   irsoudr»-   algéhri- 

•  [uement  les  équations  considérées,  sans  que  la  résolu- 
tion numénqup  puisse  être  alors  d'aucune  utilité.  C'est 
uniquement  faute  de  connaître  la  résolution  nlqphriqtic 
ries  équations  à  une  seule  inconnue,  (jn'on  «-si  obliiré  d»' 
liailfM'  Vf' If  minât  ion  cf^mme  unf  ([uestion  distincte,  qui 
forme  une  des  plus  grandes  difficultés  spériales  de  l'al- 
i2fèbr<*  ordinaire.  Quelque  pénibles  (jue  soient  les  m»*- 
fliodes  à  l'aide  desquelles  on  surmonte  rclfo  difticnlté. 

•  Iles  ne  sont  pas  même  applicables,  d'une  manière  entiè- 
rement g"énérale,  à  l'élimination  d  uiir  inc(»niMH'  onti»' 
deux  équations  de  forme  quelconque. 

Dans  les  questions  les  plus  simples,  et  lorsqn  on  n  a 
véritablement  à  résoudre  qu'une  seule  équation  à  nne 
seule  inconnue,  cette  résolution  niinirriqnc  n'en  est  pas 
moins  un  procédé  très  imparfait,  même  quand  elle  est 
strictement  suffisante.  Elle  présente,  en  ef'fpt,  ce  ^rave 
inconvénient  d'obliger  à  refaire  toute  1,-i  snile  des  opéra- 
tir>ns  ponr  le  plus  léger  cliangement  (jiii  peut  survenir 
dans  nne  seule  des  quantités  considérées,  qiifdcjue  leur 
relation  reste  toujours  la  même,  sans  ([ne  les  calculs 
tails  ponr  un  ras  pnissent  dispenser  en  anenne  manière 
de  ren\  qni  conceiiienl  nn  antre  c.is  très  pen  ditf»''i-ent . 
faute  d'avoir  pu  abstraire  et  traiter  distinch-inenl  cette 
partie  purement  algébrique  de  l.i  (|ueslion  qui  est  com- 
mune à  tous  les  cas  résultant  rie  la  sim[»le  variation  des 
nombres  doimés. 

D'après  les  considérations  précédentes,  le  calcul  des 
fonctions  directes,  envisag»*  dans  son  état  actuel,  se  di- 
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vise  donc  naturellement  en  deux  parties  fort  distinctes, 
suivant  qu'on  traite  de  la  résolution  algébrique  des 
équations  ou  de  leur  résolution  numérique.  La  première 
partie,  la  seule  vraiment  satisfaisante,  est  malheureuse- 
ment fort  peu  étendue,  et  restera  vraisemblablement 
toujours  très  bornée;  la  seconde,  le  plus  souvent  insuffi- 
sante, a  du  moins  l'avantage  d'une  généralité  beaucoup 
plus  grande.  La  nécessité  de  distinguer  nettement  ces 
deux  parties  est  évidente,  à  cause  du  but  essentiellement 
différent  qu'on  se  propose  dans  chacune,  et,  par  suite, 
du  point  de  vue  propre  sous  lequel  on  y  considère  les 
quantités.  De  plus,  si  on  les  envisage  relativement  aux 
diverses  méthodes  dont  chacune  est  composée,  on  trouve 
dans  leur  distribution  rationnelle  une  marche  toute  dif- 
férente. En  effet,  la  première  partie  doit  se  diviser  d'a- 
près la  nature  des  équations  que  l'on  sait  résoudre ,  et 
indépendamment  de  toute  considération  relative  aux  ya- 
leurs  des  inconnues.  Dans  la  seconde  partie,  au  con-  J 
traire,  ce  n'est  pas  suivant  les  degrés  des  équations  que 
les  procédés  se  distinguent  naturellement,  puisqu'ils 
sont  applicables  à  des  équations  d'un  degré  quelconque; 
c'est  selon  l'espèce  numérique  des  valeurs  des  inconnues. 
C'ar,  pour  calculer  directement  ces  nombres  sans  les  dé- 
duire des  formules  qui  en  feraient  connaître  les  expres- 
sions, hi  moyen  ne  saurait  évidemment  être  le  même, 
(juand  les  nombres  ne  sont  susceptibles  d'être  évalués 
que  par  une  suite  d'approximations  toujours  incomplètes, 
que  hirsqu'on  peut  les  obtenir  exactement.  Cette  distinc- 
tion, si  importante  dans  la  résolution  numérique  des 
équations,  des  racines  incommensurables,  et  des  racines 


MATHÉMATIQUK  173 

commL'iisurables,  (|iii  exigenl  des  priiicipL-s  loul  à  fait 
différents  pour  leur  déloriiiiiiatioii,  est  eiilièremeiil  in- 
signifiante dans  la  résolution  algébrique,  où  la  iiatun* 
rai  10 mw lie  ou  ufiiltuiinrllr  des  nombres  obh.Mius  est  un 
simple  accident  du  calcul,  qui  ne  peut  exercer  aucune 
influence  sur  les  procédés  employés.  C'est,  en  un  mot, 
une  simple  considération  arithmétique.  On  en  peut  dire 
autant,  quoique  à  un  moindre  degré,  de  la  distinction 
des  racines  commensurables  elles-mêmes  en  entières  et 
fractionnaires.  Enfin,  il  en  est  aussi  de  même,  à  plus 
forte  raison,  pour  la  classification  la  plus  g"énérale  des 
racines,  en  réelles  et  imagiitatres.  Toutes  ces  diverses 
considérations,  qui  sont  prépondérantes  quant  à  la  réso- 
lution numérique  des  équations,  et  qui  n'ont  aucune  im- 
portance dans  la  résolution  algébrique,  rendent  de  plus 
t'ii  plus  sensible  la  nature  essentiellement  distincte  de 
ces  deux  parties  principales  de  l'algèbre  proprement 
dite. 

Ces  deux  parties,  qui  constituent  l'obj»!  innnédial  du 
calcul  des  fonctions  directes,  sont  dominées  j)ar  une 
troisième  purement  spéculative,  a  lacjuelb'  l'une  «*l 
l'autre  empruntent  leurs  ressources  les  plus  puissantes, 
et  qui  a  été  très  exactement  désignée  par  le  nom  général 
de  théorie  des  équations  quoique  cependant  elle  ne  porte 
encore  que  sur  les  équations  dites  algébriques.  La  réso- 
lut ion  numéri(jue  des  équations,  à  cause  de  sa  généra- 
lité, exige  spécialement  cette  base  rationnelle. 

Cette  derniiM»'  brandi»'  si  important»'  «le  l'algèbre  se 
divise  natundlemenl  »'n  <1»'U\  ordres  de  questions,  d'a- 
bord celles  qui  se  rapportent  a  la  composition  des  équa- 
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lions,  et  ensuite  celles  qui  concernent  leur  transforma- 
tion; ces  dernières  ayant  pour  objet  de  modifier  les  ra- 
cines d'une  équation  sans  les  connaître,  suivant  une  loi 
quelconque  donnée,  pourvu  que  cette  loi  soit  uniforme 
relativement  à  toutes  ces  racines  (1). 

Pour   compléter  cette    rapide   énumération  g^énérale 

(1)  Je  crois  devoir,  au  sujet  de  la  théorie  des  équations,  signaler  ici 
une  lacune  de  quelque  importance.  Le  principe  fondamental  sur  lequel 
elle  repose,  et  qui  est  si  fréquemment  appliqué  dans  toute  l'analyse 
mathématique, la  décomposition  des  fonctions  algébriques, rationnelles, 
et  entières  d'un  degré  quelconque,  en  facteurs  du  premier  degré,  n'est 
jamais  employé  que  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable,  sans  que 
personne  ait  examiné  si  on  doit  l'étendre  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables,  ce  que  néanmoins  on  ne  devrait  pas  laisser  incertain.  Quant 
aux  fonctions  de  deux  ou  trois  variables,  les  considérations  géométriques 
décident  clairement,  quoique  d'une  manière  indirecte,  que  leur  décom- 
posilion  en  facteurs  est  ordinairement  impossible  ;  car  il  en  résulterait 
que  chaque  classe  correspondante  d'équations  ne  pourrait  représenter 
une  ligne  ou  une  surface  sui  generis,  et  que  son  heu  géométrique 
rentrerait  toujours  dans  le  système  de  ceux  appartenant  à  des  équations 
de  degré  inférieur,  de  telle  sorte  que,  de  proche  en  proche,  toute 
équation  ne  produirait  jamais  que  des  lignes  droites  ou  des  plans.  Mais, 
précisément  à  cause  de  cette  interprétation  concrète,  ce  théorème, 
quoique  purement  négatif,  me  semble  avoir  une  si  grande  importance 
pour  la  géométrie  analytique,  que  je  m'étonne  qu'on  n'ait  pas  cherché 
il  établir  directement  une  différence  aussi  caractéristique  entre  les 
fonctions  à  une  seule  variable  et  celles  à  plusieurs  variables.  Je  vais 
rapporter  ici  sommairement  la  démonstration  abstraite  et  générale  que 
j'en  ai  trouvée,  quoiqu'elle  fût  plus  convenablemeni  placée  dans  un 
traité  spécial. 

1"  Si  /' (j;,  y,  pouvait  se  décomposer  en  facteurs  du  premier  degré, 
ou  les  obtiendrait  en  lésolvant  l'équation  /'  {x,  y)  —  o.  Or,  d'après  les 
considérations  indiquées  dans  le  texte,  cette  équation,  résolue  par 
rapport  a  ./•,  fournirait  des  formules  qui  contiendraient  nécessairement 
divers  radicaux,  dans  lesquels  entrerait  y.  Les  fonctions  de  y,  renfermées 
sous  chaque  radical,  ne  sauraient  évidemment  être  en  général  des 
|)uissaiices  parfaites.  Or,  il  faudrait  qu'elles  le  devinssent  pour  que  les 
facteurs  élémentaires  correspondants  do  f  {x,  y),  et  qui  sont  déjà  du 
premier  degré  en  x,  lussent  aussi  du  premier  degré,  ou  même  sim- 
plement rationnels,  relativement  à  y.  Cela  ne  pourra  donc  avoir  lieu  que 
dan.«  cf-rtains  cas  particuliers,  lorsque  les  coefficients  rempliront  les 
coudilions  plus  ou  moins  nombreuses,  mais  constamment  déterminées, 
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«les  diverses  parties  essentielles  du  calcul  des  fonctions 
directes,  je  dois  enfin  mentionner  expressément  une  des 
théories  les  plus  fécondes  et  les  plus  importantes  de 
l'algèbre  proprement  dite,  celle  relative  à  la  transforma- 
tion des  fonctions  en  séries  à  l'aide  de  ce  qu'on  appelle 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Cette  méthode, 
si  éminemment  analytique,  el  qui  doit  être  regardée 
comme  une  des  découvertes  les  plus  remarquables  de 
Descartes,  a  sans  doute  perdu  de  son  importance  depuis 
l'invention  et  le  développement  du  L'aïeul  infinitésimal, 
dont  elle  pouvait  tenir  lieu  si  heureusement  sous  quelques 


qu'exige  la  disparitiou  des  radicaux.  Le  mùine  raisonnemeat  s'appli- 
querait évidemment,  à  bieu  plus  forte  raison,  aux  fonctions  de  troi;», 
quatre,  etc.,  variables; 

2°  Une  autre  déraonstratiou.  de  nature  très  dilféreute,  se  tire  de  la 
mesure  du  degré  de  géuéralité  des  fonctions  à  plusieurs  variables, 
lecjuel  s'estime  par  le  nombre  de  constantes  arbitraires  entrant  dans 
leur  expression  la  plus  complète  et  la  plus  simple.  Je  me  bornerai  à  l'in- 
diquer pour  les  fonctions  de  deux  variables;  il  serait  aisé  de  l'éteudri- 
1  relies  qui  en  contiennent  davantage. 

On  sait  que  le  nombr»;  do  constantes  arbitraires  contenues  dans  la 
formule   générale   d'une   fonction   du   degré    m   a   deux   variables,  est 

— '  Oi",  si  une  telle  fonction  pouvait  seulement  se  décomposer 

en  deux  facteurs,  l'un  du  degré  ji,  et  l'autr»*  du  ilegré  m  —  u,  le  produit 
r'fnfermerait  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  à 

n(n-|-3)       {m  —  n)[Tn  —  n  +  3). 

_         j  ^ 

(.»•  nombre  rlaill,  comme  il  fsl  aise  df  lir  \om.  Miltin;iii  .111  preceUeiil 
(le  //  ///  —  II),  il  (Ml  résulte  qu'un  tel  produit,  ayant  moins  de  généralité 
que  la  fonction  primitive,  ne  peut  la  représenter  constanuueiit.  On  voit 
même  qu'une  t'Ile  conjf)araison  exigerait  n  m  —  n)  relations  spéciales 
•  •ntre  les  coeflicients  de  celtf  fonctinii.  qu'on  Iroiiveniit  ai<«-meiit  en 
développant  l'identit»'. 

Ce  noiiveau  genre  de  liemonstralhiu,  lomi'-  -ur  une  «  oiisi.|ii  atmn  or- 
dinairement négligée,  pourrait  probablenu?nt  Atn-  emplové  aver  avan- 
tage dans  plusieurs  autres  circouslanceti. 
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rapports  particuliers.  Mais  l'extension  croissante  de  l'a- 
nalyse transcendante,  quoique  ayant  rendu  cette  mé- 
thode bien  moins  nécessaire,  en  a,  d'un  autre  côté,  mul- 
tiplié les  applications  et  agrandi  les  ressources;  en  sorte 
que,  par  l'utile  combinaison  qui  s'est  finalement  opérée 
entre  les  deux  théories,  l'usage  de  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés  est  devenu  aujourd'hui  beaucoup 
plus  étendu  qu'il  ne  l'était  même  avant  la  formation  du  | 
calcul  des  fonctions  indirectes.  1 

Après  avoir  esquissé  le  tableau  général  de  l'algèbre 
proprement  dite,  il  me  reste  maintenant  à  présenter 
quelques  considérations  sur  divers  points  principaux 
du  calcul  des  fonctions  directes,  dont  les  notions  peu- 
vent être  utilement  éclaircies  par  un  examen  philoso- 
phique. 

Les  difficultés  relatives  à  plusieurs  symboles  singu- 
liers auxquels  conduisent  les  calculs  algébriques  et  no- 
tamment aux  expressions  dites  imagiiiaires^  ont  été,  ce 
me  semble,  beaucoup  exagérées  par  suite  des  considé- 
rations purement  métaphysiques  qu'on  s'est  efforcé  d'y  ; 
introduire,  au  lieu  d'envisager  ces  résultats  anormaux 
sous  leur  vrai  point  de  vue ,  comme  de  simples  faits 
analytiques.  En  les  concevant  ainsi,  il  est  aisé  de  recon- 
naître, en  thèse  générale,  que  l'esprit  de  l'analyse  ma- 
thématique consistant  à  considérer  les  grandeurs  sous  le 
seul  point  de  vue  de  leurs  relations,  et  indépendam- 
ment de  toute  idée  de  valeur  déterminée,  il  en  résulte 
nécessairement  pour  les  analystes  l'obligation  constante 
d'admettre  indifféremment  toutes  les  sortes  d'expres- 
sions quelconques  que  pourront  engendrer  les  combinai- 
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sons  algébriques.  S'ils  voulaient  s'en  inU'rdire  une  seule, 
à  raison  de  sa  singularité    appar^Mile,  ((nnnir  file  est 
toujours  susceptible   de  se   présentei-  (raj)rés  cerlainus 
suppositions  particulières  sur  les  valeurs  duô  (juantités 
considérées,  ils  seraient  contraints  d'altérer  la  g-énéra- 
lité  de  leurs  conceptions,  et  en  introduisant  ainsi,  dans 
cbaque  raisonnement,  une  suite  de  distinctions  vrainn'nt 
étrangères,  ils    feraient    perdre    à    l'analyse   matliénia- 
li(jue  son  principal  avantage  caractéristique,  la  sinij)li- 
cité  et  l'uniformité  des  idées  qu'elle  combinr.   L'embar- 
ras que    l'intelligence  éprouve   ordinairement  au  sujet 
de  ces  expressions   singulières    me  parait   provenir  es- 
sentiellement de  la  confusion  vicieuse  qu'elle  fait  à  son 
insu  enti'i'  l'idée  d<'  /onctio/i  et  l'idée   de  valriir,  un,  ce 
qui  levient    au   même,  enirele  point  de  \  ue  ah/rhiuiiir, 
et  le  point  de  vue  ai'illinu'tujUi'.  Si  la  nature  d»-  cet  ou- 
vrage me  permettait   de  présenter  à  cet  égard  les  déve- 
bjppements  suffisants,  il  me  serait,  je  crois,   facib' ,  |)ar 
un  usage  C(jnvenable  des  C(jnsidérations   iruliijuées  dans 
cette  lc(;on  et  dans  les  de'ux  ju'écédentes,  de   dissiper  les 
nuages  dont   une  fausse  manii'i-e  de   V(»ii-  mlnuie  liabi- 
luellement  ces  diverses  notions.   Ije  lésultal   de  cet  «wa- 
men  déinontierait  ex[)ressément  (jue  l'analyse  malliénia- 
tique  est,  pal"  sa  natui'e.   beaucoup  plus  claire,  s(mis  Ifs 
différents  i'ap[)i)rts  dont  je  viens  de   parler,    qiir  in-    !<• 
cinienl  cummunéinenl   les  gé«>mi'(res  eux-mêmes,  éga- 
lés [)ar  les  objections  vicieuses  d(;s  mela[)liysicieiis. 

Ridalivement  aux  quantités  lu^galives,  «pii.  par  suite 
du  même  espiil  mêta|)b\  sicpie,  «Mit  dnniie  lieu  a  tant  de 
discussions  déplacées,  aussi  dêpnur\ues  de  huit    foiule- 
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menl  ralionncl  que  dénuées  de  toute  véritable  utilité 
scientifique,  il  faut  distinguer,  en  considérant  toujours 
le  simple  fait  analytique,  entre  leur  signification  abs- 
traite et  leur  interprétation  concrète,  qu'on  a  presque 
toujours  confondues  jusqu'à  présent.  Sous  le  premier 
rapport,  la  théorie  des  quantités  négatives  peut  être  éta- 
blie d'une  manière  complète  par  une  seule  vue  algébri-  j 
que.  Quant  à  la  nécessité  d'admettre  ce  genre  de  résul- 
tats concurremment  avec  tout  autre,  elle  dérive  de  la 
considération  générale  que  je  viens  de  présenter  :  et 
quant  à  leur  emploi  comme  artifice  analytique  pour 
rendre  les  formules  plus  étendues,  ce  mécanisme  de  cal- 
cul ne  peut  réellement  donner  lieu  à  aucune  difficulté  Jj 
sérieuse.  Ainsi,  on  peut  envisager  la  théorie  abstraite 
des  quantités  négatives  comme  ne  laissant  rien  d'essen-  f 
tir]  à  désirer  :  elle  ne  présente  vraiment  d'obstacles  que 
ceux  qu'on  y  introduit  mal  à  propos  par  des  considéra- 
tions sophistiques.  Mais  il  n'en  est  nulh'ment  de  même 
pour  leur  théorie  concrète. 

Sous  ce  point  de  vue,  elle  consiste  essentiellement 
dans  cette  admirable  propriété  des  signes  +  et  —  de  re- 
présenter analytiquement  les  oppositions  de  sens  dont 
son!  susceptibh's  certaines  grandeurs.  Ce  théorème  gé- 
néral sur  his  relations  du  concret  à  l'abstrait  en  mathé- 
matique est  une  des  plus  belles  découvertes  que  nous 
devions  au  génie  de  Descartes,  qui  l'a  obtenue  comme 
un  simple  lésultat  de  l'observation  philosophique  con- 
venablement dirigée.  Un  grand  nombre  de  géomètres 
ont  tenté  depuis  d'en  établir  directement  la  démonstra- 
'">M   -éiH-ral...   Mais  jusqu'ici  leurs  efforts  ont  été  illu- 
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soires,  soit  qu'ils  aient  essayé  de  trancher  la  difticulté 
par  de  vaines  considérations  métaphysiques,  ou  par  des 
comparaisons  très  hasardées,  soit   qu'ils  aient  pris  de 
simples  vérifications  dans  quelque  cas  particulier  plus  uu 
moins  borné    pour    de  véritables  démonstrations.    Ces 
diverses  tentatives  vicieuses,  et  le  mélange  hétérogène 
du  point  de  vue  abstrait  avec  h»  point  de  vue  concret, 
ont  même  introduit  communément  à  cet  égard  une  telle 
confusion  qu'il  devient  nécessaire  d'énoncer  ici  distinc- 
tement le   fait  général,   soit  (ju'on  veuille  se  contenter 
d'en  faire  usage,  soit  qu'on  se  propose  de  l'expliquer.  Il 
consiste,  indépendamment  de  toute  explication,  en   ce 
que  :  si  dans  une  équation  quelconque  exprimant  la  rela- 
tion de  certaines  quantités  susceptibles  d'opposition  de 
sens,  une  ou  plusieurs  de  ces  quantités  viennent  à  être 
comptées  dans  un  sens  cuntraiif  ;i  celui  (ju'elles  affec- 
taient «piarid    l'équation   a  éh'  primitivement  établit*  ;   il 
ne  seia  pas  nécessaire  de  formel-  directement  une  miii- 
vellr  «'qnalinii  jioiii-  ce  second  état  du  plnMHunÏMie,  il  suf- 
lira  de  clianizer.   rians  la  [ticiiiii'ic  ('(pialiitii.   le  sii^iie  de 
rhaciiin'  des  ijiiaiilih's  (pii  aumiil  chaiii:»''  de  sens,  et  l'é- 
quation   ainsi   modili«M'  coïncidera  toujours  riiionicnsc- 
ment  avec  celle  qu'on  aurait   (rouvée  m  recmnniencanl 
à  chercher  pour  ce  nouveau  cas  la  loi  analytique  du  phé- 
nomène. Ces!  dans  cette  coïncident*  constante  et  néces- 
saire' (jue  consiste  le  Ihénii'nie  L-t'-néral.  Or-,  jusqu'ici  ou 
n'csl    point    paiNt'iiu    rt't'll«'iu<'nl    a    s  en    icndrc    conq»le 
directenu'ut  :   on    ne  s'en    est   assure  (jue   par    un  ijiand 
nonibie  (le   vérifications  géométriques  et    luecanicpies, 
qui  sont,  il  est  vrai,  assez  nniltipliées  et  surliuit  assez 
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variées  pour  qu'il  ne  puisse  rester  dans  aucun  esprit 
juste  le  moindre  doute  sur  l'exactitude  et  la  généralité 
de  cette  propriété  essentielle,  mais  qui,  sous  le  rapport 
philosophique,  ne  dispensent  nullement  de  chercher  une 
explication  aussi  importante.  L'extrême  étendue  du 
théorème  doit  faire  comprendre  à  la  fois  et  la  difficulté 
capitale  de  cette  recherche  si  souvent  reprise  infruc- 
tueusement, et  la  haute  utilité  dont  serait  sans  doute, 
pour  le  perfectionnement  de  la  science  mathématique, 
la  conception  générale  de  cette  grande  vérité,  l'esprit  ne 
pouvant  évidemment  s'y  élever  qu'en  se  plaçant  à  un 
point  de  vue  d'où  il  découvrirait  inévitablement  de  nou- 
velles idées,  par  la  considération  directe  et  approfondie 
de  la  relation  du  concret  à  l'abstrait.  Quoi  qu'il  en  soit, 
l'imperfection  que  présente  encore  la  science,  sous  ce 
rapport,  n'a  point  empêché  les  géomètres  de  faire  l'usage 
le  plus  étendu  et  le  plus  important  de  cette  propriété 
dans  toutes  les  parties  de  la  mathématique  concrète, 
ou  l'on  en  éprouve  un  besoin  presque  continuel.  On  peut 
même  retirer  une  certaine  utilité  logique  de  la  simple 
considération  nette  de  ce  fait  général,  tel  que  je  l'ai  décrit 
ci-dessus;  il  en  résulte,  par  exemple,  indépendamment  ; 
de  toute  démonstration,  que  la  propriété  dont  nous  par- 
hms  in;  doit  jamais  être  appliquée  aux  grandeurs  qui 
affectent  des  directions  continuellement  variables,  sans 
donner  lieu  a  une  simple  opposition  de  sens  :  dans  ce 
cas,  le  signe  dont  se  trouve  nécessairement  affecté  tout 
résultat  de  calcul  n'est  susceptible  d'aucune  interpréta- 
tion concrète,  (;t  c'est  à  tort  qu'on  s'efforce  quelquefois 
d'en  établir;  cette  circonstance  a  lieu,  entre  autres  occa-j 
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siens,  pour  los  rayons  vortours  pn  i^pomôtrio,  o[  pour 
h'S  forces  divergentes  en  niéranique. 

Un  second  théorème  général  sur  la  lelation  du  ((Hi- 
cret  à  l'abstrait  en  mathématique,  que  je  crois  devoir 
considérer  expressément  ici,  est  c<'|iii  (ju'oii  «h'signe 
ordinairement  sous  le  nom  de  princi[»e  de  V/iomof/f'tif'ifr. 
Il  est  sans  doute  bien  moins  important  dans  ses  applica- 
lioiis  (jiic  le  précédent.  Mais  il  mérite  |)artirulièrement 
noli*'  attention  comni»' axant,  pai-  sanatuif.  iiiic  clciidue 
encore  plus  grande,  [)uisqu'il  s'ap[>liqu('  indislinelrmj'ut 
à  tous  les  phénomènes,  et  à  cause  d«'  l'utilité  réelh»  (|u  nu 
(Il  r»'lir<'  souvrnl  junif  la  vérification  de  Irurs  lois  ana- 
l\tif|u«'s.  .le  puis  (railjciii's  fii  rxj)ns('i'  Mlle  (h'nioii^tra- 
lioii  (liFTclc  et  i:)''n(''ralr.  (|iii  un-  scinhlc  loit  siiuplc  l^lh* 
est  fondi'e  sur  cfljc  seulr  obs«'i\alioii.  «A  idriilc  par 
cllc-ruéiiu'  :  rcxaeliludr  de  toute  i<dalinii  riilic  des 
grandeuis  concrètes  (juelconques  est  iud»'peudaiile  de 
la  valeur  des  ///ti/rs  auxquelles  on  les  rappoite  pour  les 
exprimer  eu  nombres.  IVir  exem[de.  la  ii  la! ion  ({ui  existe 
l'ulir  les  ti'ois  côtes  d'un  triangle  i-ectan^h'  a  lieu  soit 
(jumfi  h's  évalue  en  mètres,  ou  «mi  lieues,  ou  ru  pnii- 
<'es.  ele. 

Il  suit  de  cette  c(Uisidéralion générale,  (pif  toute  équa- 
tion (pii  expi'imc  la  hd  analvti(|U('  d  un  pliciioiucue 
(pieleonque  (but  jouir  de  celte  piiquiélc  de  II  être  uulle- 
uu'IiI  altért'c.  (piaiid  ou  laii  subir  siinultaiuMUent  à  tontes 
les  (juantités  «pii  s'v  trouvent  le  cliaii^cnicut  c(M-respon- 
danr  à   c(dui   (ju'éprcuiveraieut  leurs  unités   respectives. 

Or.  ce  cliariL:eiUelll  consiste  «'videinnieui  eu  ce  (|Ue  t(Mltes 
les  (|uaFllil(''S  de   (  li.KjUe  espèce  devieildl' lient  a  la  bus  /ft 
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fois  plus  petites,  si  l'unité  qui  leur  correspond  devient 
w  fois  plus  grande,  ou  réciproquement.  Ainsi,  toute 
équation  qui  représente  une  relation  concrète  quel- 
conque doit  offrir  ce  caractère  de  demeurer  la  même, 
quand  on  v  rend  m  fois  plus  grandes  toutes  les  quantités 
qu'elle  contient,  et  qui  expriment  les  grandeurs  entre 
lesquelles  existe  la  relation,  en  exceptant  toutefois  les 
nombres  qui  désignent  simplement  les  rapports  mutuels 
de  ces  diverses  grandeurs,  lesquels  restent  invariables 
dans  le  changement  des  unités.  C'est  dans  cette  pro- 
priété que  consiste  la  loi  de  Thomogénéité,  suivant  son 
acception  la  plus  étendue,  c'est-à-dire,  de  quelques 
fonctions  analytiques  que  les  équations  soient  com- 
posées. 

Mais,  le  plus  souvent,  on  ne  considère  que  le  cas  où 
ces  fonctions  sont  de  celles  qu'on  appelle  particulière- 
ment aUjébriqueSy  et  auxquelles  la  notion  de  degré  est 
applicable.  Dans  ce  cas,  on  peut  préciser  davantage  la 
proposition  générale,  en  déterminant  le  caractère  ana- 
lytique que  doit  présenter  nécessairement  l'équation 
pour  que  cette  propriété  soil  vérifiée.  Il  est  aisé  de  voir 
alors,  en  effet,  que,  par  la  modification  ci-dessus  ex- 
posée, tous  les  termes  du  premier  degré,  quelle  que 
soil  leur  forme,  rationnelle  ou  irrationnelle,  entière 
on  fractionnaire,  deviendront  m  fois  plus  grands  ;  tous 
ceux  (Ju  second  degré,  m'  fois;  ceux  du  troisième, 
m'  fois,  etc.  Ainsi,  les  termes  du  même  degré,  quelque 
diverse  que  puisse  être  leur  composition,  variant  de  la 
même  manière,  et  les  termes  de  degrés  différents  variant 
dans  une   proportion   inégale,  quelque   similitude   que 
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puisse  offrir  leur  composition,  il  faudra  nécessairement, 
pour  que  l'équation  ne  soit  pas  troublée,  que  tous  les 
termes  qu'elle  contient  soient  iriiii  même  deg^ré.  C'est 
en  cela  que  consiste  proprement  le  théorème  ordinaire 
de  Vhomofjénéltp;  et  c'est  de  cette  circonstance  cpi»'  la 
loi  générale  a  tiré  son  nom.  qui  cependant  cesse  d'êtr»* 
exactement  convenable  pour  toute  autre  espèce  de  fonc- 
tions. 

Afin  de  traiter  ce  sujet  dans  toute  son  éh-ndue.  il  ini- 
pnrt<'  d'observer  une  condition  essentielle,  à  laquelle  on 
d«'vr;i  avrtii' égard  en  (ijtjdifjii.nit  ccltr  pi'opi'ieté,  lorsque 
le  phénomène  exprimé  par  ICcpialion  présentera  des 
grandeurs  de  natures  diverses.  Eiwffet.  il  pourra  arriver 
«pu'  les  unités  respectives  soient  coniplMmu'iil  indcprn- 
d.'uiles  les  unes  des  .-niliM's,  el  alors  l<'  lli(''oi«'iiH'  de 
riiomocéiiéilé  auia  lien,  snil  par  rapport  à  toul»'s  lus 
classes  coirespondantes  de  quantités,  soit  (|n'<»n  n»» 
veuille  coiisidérei-  <|n'nne  seule  ou  plusieurs  (rentre 
''lli's.  Mais  il  airi\  cia,  dans  daiitres  occasions,  que  les 
diverses  uiiites  aui'onl  enli«'  rllrs  (h-s  relations  obligées, 
déterminées  pai-  la  nature  de  la  quesli(Mi.  Mois,  il 
faudra  avoir  égard  à  cette  suboidination  d<s  uniles  dans 
la  véiification  d»'  rimniogénéile,  <|ui  n'existera  plus  »n 
un  sens  purement  algébrique,  el  dont  \r  iiiod.'  précis 
variera  suivant  le  genre  (h^s  pliemuuènes.  Ainsi,  par 
•  xemple,  pour  fixei-  les  idées,  «piand  on  considérera 
dans  l'expression  anal\  tique  des  phénomènes  géomé- 
tri<jues.  à  la  fois  des  lii:iies.  des  aiies,  el  des  volumes, 
il  taiidia  (diseivef  (|ue  les  iinis  imites  emiespiuid.antes 
>n|||   n<'M'essailenieiil    liées  entre   ullus,  d«'  1»  II»'  suite  que. 
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suivant  la  subordination  généralement  établie  à  cet 
égard,  lorsque  la  première  devient  m  fois  plus  grande, 
la  seconde  le  devient  m'  fois,  et  la  troisième  m^  fois. 
C'est  avec  une  telle  modification  que  l'homogénéité 
existera  dans  les  équations,  où  l'on  devra  alors,  si  elles 
sont  algébriques,  estimer  le  degré  de  chaque  terme,  en 
doublant  les  exposants  des  fadeurs  qui  correspondent  à 
des  aires,  et  triplant  ceux  des  facteurs  relatifs  à  des 
volumes  (1). 

Telles  sont  les  principales  considérations  générales, 
très  insuffisantes  sans  doute,  mais  auxquelles  je  suis 
contraint  de  me  réduire  par  les  limites  naturelles  de  ce 
cours,  relativement  au  calcul  des  fonctions  directes. 
Nous  devons  passer  maintenant  à  l'examen  philoso- 
phique du  calcul  des  fonctions  indirectes,  dont  l'impor- 
tance et  l'étendue  bien  supérieures  réclament  un  plus 
grand  développement. 


1)  J'ai  été  conduit,  il  y  a  douze  ans,  par  mon  enseignement  journalier 
de  la  science  mathématique,  à  construire  cette  théorie  générale  de  l'ho- 
mogénéité. J'ai  trouvé  depuis  que  M.  Fourier,  dans  son  grand  ouvrage 
sur  la  chaleur,  publié  en  1822,  avait  suivi,  de  son  côté,  une  marche 
essentiellement  semblable.  Malgré  cette  heureuse  coïncidence,  qu'a  dû 
naturellement  déterminer  la  considération  directe  d'un  sujet  aussi 
simple,  je  n'ai  pas  cru  devoir  ici  renvoyer  à  sa  démonstration;  celle  que 
je  viens  d'exposer  ayant  pour  principal  objet  d'embrasser  l'ensemble  de 
la  question,  sans  égard  à  aucune  application  spéciale. 


J 
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SIXIEME    LEÇON 

E\po>*ltion  comparative  ilec*  «llveri*  point»  tlo  vue  Bénéraiix  ««oiis 
leMqiielii  on  peut  enviMas<'i'  le  calcul  «Icm  font'tlonM  IntlirertcM. 

Nous  avons  flplormiiu*.  flans  la  ([ualrii'mc  Nmoii.  le 
rnraclère  philosophiqno  propre  à  l'aiinlvsr  liansroiidaiilp. 
(le  «juehjuc  iiianii'rc  (pToii  puisse  la  «'(Miccx  nii-,  r\\  («mi- 
sirlérant  soulemeiil  la  iialuro  g'énérnir  d»-  sa  (IrslinMl  ion 
effective  flans  reusrnililc  fie  la  sciernr  ni.illMMii.ilifpic. 
dette  analyse  a  été,  comme  on  sait,  présentée  \\iiv  les 
géomètres  sous  plusieurs  points  fie  vue  léellenieiil  dis- 
tincts, fjuoique  nécessairement  «Mpiival»  nls.  ri  rmidni- 
sant  tf)ujouis  à  des  rt'sullals  idcnlirpics.  (hi  |Hiit  1rs 
i«'fluire  à  trfus  princi[)aux,  ceux  df  Lcilmil/.,  d(*  N«'\vtnn 
et  de  Lagranse,  dnut  tons  les  autres  n«'  sont  qin'  dfs 
modifications  secnndaires.  Dans  l'clal  prcsml  dr  la 
science,  chacune  de  ces  trois  conceptions  liénérah's  nffrr 
des  ava!itag"es  essenlitds  i|ui  lui  ap|>arli('iiiH'iil  rxclusi- 
venient,  sans  qu  nn  snil  moirt'  paivenu  a  cniistruire 
mn'  méthode  unique  i«'Ufussa!it  hnilrs  ces  diverses  (|ua- 
lités  caractf^ristiqurs.  Kii  méditant  sur  Irnsonihlr  d»- 
cette  faraude  queslicm,  on  rst  cnnvaincu.  j«'  «mis,  qu«' 
c'est  dans  la  conception  dr  Lagrung»*  (pie  s'opérera  un 
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jour  cette  combinaison.  Quand  cet  important  travail 
philosophique,  qui  exige  une  profonde  élaboration  de 
toutes  les  idées  mathématiques  fondamentales,  sera 
convenablement  exécuté,  on  pourra  se  borner  alors, 
pour  connaître  l'analyse  transcendante,  à  la  seule  étude 
de  cette  conception  définitive  ;  les  autres  ne  présentant 
plus  essentiellement  qu'un  intérêt  historique.  Mais  jus- 
qu'à cette  époque  la  science  devra  être  considérée, 
sous  ce  rapport,  comme  étant  dans  un  véritable  état 
provisoire,  qui  exige  absolument,  même  pour  l'exposi- 
tion dogmatique  de  cette  analyse,  la  considération 
simultanée  des  divers  modes  généraux  propres  au  calcul 
des  fonctions  indirectes.  Quelque  peu  satisfaisante  que 
puisse  paraître,  sous  le  rapport  logique,  cette  multipli- 
cité de  conceptions  d'un  sujet  toujours  identique,  il  est 
certain  que,  sans  cette  indispensable  condition,  on  ne 
pourrait  se  former  aujourd'hui  qu'une  notion  très  insuf- 
fisante de  cette  analyse,  soit  en  elle-même,  soit  surtout 
relativement  k  ses  applications,  quel  que  fut  le  mode 
unique  que  l'on  aurait  cru  devoir  choisir.  Ce  défaut  de 
systématisation  dans  la  partie  la  plus  importante  de 
l'analyse  mathématique  ne  paraîtra  nullement  étrange, 
si  Toi!  considère,  d'une  part,  son  extrême  étendue,  sa 
difficulté  supérieure,  et,  d'une  autre  part,  sa  formation 
presque  récente.  La  génération  des  géomètres  est  à 
peine  renouvelée  depuis  la  production  primitive  de  la 
conception  destinée  sans  doute  à  coordonner  la  science, 
df*  manière  à  lui  imprimer  un  caractère  fixe  et  uniforme  ; 
ainsi,  les  habitudes  intellectuelles  n'ont  pu  encore,  sous 
rw  rapport,  être  suffisamment  formées. 
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S'il  s'agissait  iri  rie  Iracor  riiisloir»'  raisoiin«'*t'  do  la 
formation  successive  de  l'analyse  transcendante,  il  fau- 
drait préalablement  distinguer  avec  soin  flu  calcul  des 
fonctions  indirectes  proprement  ilil  riilér  mère  de  la 
méthode  infinitésimale,  laquelle  peut  être  conçue  par 
elle-même,  indépendamment  de  tout  calcul.  Nous  vei- 
rions,  dès  lors,  que  le  [)remier  germe  de  cette  idée  se 
trrmve  déjà  dans  le  procédé  constant,  emplov<'  par  les 
géomètres  grecs,  sous  le  nom  de  mrthofh  fre.rhaustion, 
pour  passer  de  ce  qui  est  relatif  aux  lignes  droites  à  ce 
qui  concerne  les  lignes  courbes,  et  (jui  consistait  «îssen- 
tiellement  à  substituer  ii  la  courbe  l;i  cnnsi«leralion 
auxiliaire  d  un  polygone  insciil  ou  circonscrit,  d  apri's 
lequel  on  s'élevait  à  la  courjje  ellr-mèmc  en  prenant 
convenablement  les  limites  des  relations  piiinilivrs. 
Quelque  inconlestablf  (|ne  soit  celle  filiation  des  i(l«''es. 
on  lui  doimerait  une  ini[»ortance  fort  exagérée,  en  vo\  ani 
dans  celte  Fuétbode  d'exlianstion  l'cMpiivalenl  r»*<'|  de 
nos  nK'lhodes  modeines.  coniinc  I  oui  lait  |thi>icnis 
géomi'tres.  (Parles  amiens  navairnt  ancnii  nio\»'n  ra- 
lioiniel  et  général  [)oui'  la  deleiniination  do  ces  limites, 
(pii  constituait  ordinaiiemenl  l.i  plus  grande  difficulté 
de  la  question;  en  sorte  «|ue  leui's  solutions  n'étaient 
point  soumises  à  des  règles  abstraites  et  invariables, 
druit  l'application  uniforme  dut  conduire  a\ec  certi- 
tude à  la  coFMiaissaïu'e  cherchée,  ce  qni  est  le  piin- 
cipal  caractère  de  nolie  analyse  transcendante.  Kn  un 
mot.  il  restait  à  généraliser  la  concepliori  employée 
par'  les  anciens,  et  snrlont.  en  la  consifb'rant  d  nue 
manii're  purement  abstraite,  a  la  r«'duire  en  calcul,  ce 
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qui  leur  élait  impossible.  La  première  idée  qui  ait  été 
produite  dans  cette  nouvelle  direction,  remonte  vérita- 
blement à  notre  çrand  géomètre  Fermât,  que  Lagrange 
a  justement  présenté  comme  ayant  ébauché  la  formation 
directe  de  l'analyse  transcendante,  par  sa  méthode  pour 
la  détermination  des  maxima  et  minimal  et  pour  la  re- 
cherche des  tangentes,  qui  consistait  essentiellement, 
en  effet,  à  introduire  la  considération  auxiliaire  des 
accroissements  co-relatifs  des  variables  proposées,  ac- 
croissements supprimés  ensuite  comme  nuls,  après  que 
les  équations  avaient  subi  certaines  transformations 
convenables.  Mais,  quoique  Fermât  eût  le  premier  conçu 
cette  n.nalyse  d'une  manière  vraiment  abstraite,  elle 
était  encore  loin  d'être  régulièrement  formée  en  un 
calcul  général  et  distinct,  ayant  sa  notation  propre,  et 
surtout  dégagé  de  la  considération  superflue  des  termes, 
qui  finissaient  par  n'être  plus  comptés  dans  l'analyse  de 
Fermât,  après  avoir  néanmoins  singulièrement  com- 
pli(pié  par  leur  présence  toutes  les  opérations.  C'est  ce 
qu'a  si  beureusement  exécuté  Leibnitz  un  demi-siècle 
jtius  Ifird.  après  quelques  modifications  intermédiaires 
ap[>ortées  par  Wallis,  et  surtout  par  Barrow,  aux  idées 
df  Fermât  ;  et  par  là  il  a  été  le  véritable  créateur  de 
I  ;iFial\s('  li-anscendante,  telle  que  nous  l'employons  au- 
j " 1 1 1 d'1 1  u i .  Cette  découverte  capitale  était  tellement  mûre , 
comme  loutes  les  grandes  conceptions  de  l'esprit  humain 
au  moment  de  leur  manifestation,  que  Newton,  de  son 
côté,  était  parvenu  en  même  temps,  ou  un  peu  aupara- 
vant, à  une  méthode  exactement  équivalente,  en  consi- 
dérant cette  analyse  sous  un  point  de  vue  très  différent, 
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r[  (jui.  |ji«Mi  (|ii('  plus  ratioiiiiL'l  en  lui-iiièiiic,  est  ré«'ll<*- 
nient  moins  convenable  pour  duniKi-  ji  la  inélliode  fon- 
damentale commune  toute  l'étendue  et  la  facilité  qur  lui 
ont  imprimées  les  idées  de  Leibnitz.  Enfin,  Laj^range, 
écartant  les  considérations  bétérogènes  (|ui  avaient  guidé 
Leibnitz  et  Newton,  est  parvenu  plus  tard  à  léduire 
l'analyse  transcendante,  dans  sa  plus  grande  perfection, 
à  un  système  purement  algébrique,  auquel  il  ne  maïKjue 
encore  (jue  plus  d'aptitude  aux  applications. 

Après  ce  coup  d'œil  sommaire  sur  l'bistoire  générale 
de  l'analyse  transcendante,  procédons  à  l'exposition 
dogmatique  des  trois  conceptions  principales,  afin  d'ap- 
précier exactement  leuis  propriétés  caractérisli(jues,  «•( 
de  constater  I  identité  nécessaire  des  métbodrs  (|iii  m 
dérivent,  (^unmençons  par  celb'  de  Leibnitz. 

Elle  consiste,  comme  on  sait,  à  iritrnduir,'  dans  le 
calcul,  pijur  facilih'r  rétablissement  d<;s  éijuations,  b's 
éléments  infiniment  |)etits  dont  on  considère  comme  com- 
posées b'S  (juantités  rnlir  lescjuelles  un  clirichc  drs  r»*- 
hili<»ns.  (^es  élémenls  nu  (hfjcrrni wllrs  ainniit  rnlit'i'iix 
des  irlali(»ns  cnnstanmiciit  ri  nécessair«MU«'iil  plus  sim- 
ples v\  plus  faciles  à  décou\iir  (|in'  relies  des  quantités 
primitives,  et  d'après  lestjuelles  on  |Mimi;iil  ensiiile, 
par  un  c.ilrnl  spécial  ayanl  jkmii-  destinalinn  pi  (qu«' l'éli- 
mination «le  ces  infinilésimab's  auxiliaires,  remonter  aux 

«■qiial  iniis  clierelu'es.  (jllll  eiil  ele  lejdus  snii\enl  impos- 
sible d'obtenir  direelenienl .  Celle  aiial\>e  iiidirecle 
pourra  l'èti'eà  des  degrés  <liv«'is  ;  car.  si  on  lioinr  (piel- 
qiietois  li<q»  de  «lifficult»'  à  l'oniier  immédiateineiil  l'etjua- 
lioii  eiilre  les  di  ibi  ejilielles   mém«'S  des  grandeurs  que 
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l'on  considère,  il  faudra,  par  un  emploi  redoublé  du 
même  artifice  général,  traiter,  à  leur  tour,  ces  dif- 
férentielles comme  de  nouvelles  quantités  primitives,  et 
chercher  la  relation  entre  leurs  éléments  infiniment 
petits,  qui,  par  rapport  aux  objets  définitifs  de  la  ques- 
tion, seront  les  différentielles  secondes;  et  ainsi  de  suite, 
la  même  transformation  pouvant  être  répétée  un  nombre 
quelconque  de  fois,  à  la  condition  toujours  d'éliminer 
finalement  le  nombre  de  plus  en  plus  grand  des  quan- 
tités infinitésimales  introduites  comme  auxiliaires. 

Un  esprit  encore  étranger  à  ces  considérations  n'aper- 
çoit pas  sur-le-champ  comment  l'emploi  de  ces  quantités 
auxiliaires  peut  faciliter  la  découverte  des  lois  analyti- 
ques des  phénomènes;  car  les  accroissements  infiniment  ■ 
petits  des  grandeurs  proposées  étant  de  même  espèce 
(ju'elles,  leurs  relations  ne  paraissent  pas  devoir  s'ob- 
tenir plus  aisément,  la  valeur  plus  ou  moins  petite 
d'une  quantité  ne  pouvant,  en  effet,  exercer  aucune  in- 
fluence sur  une  recherche  nécessairement  indépendante, 
par  sa  nature,  de  toute  idée  de  valeur.  Mais  il  est  aisé, 
néanmoins,  de  s'expliquer  très  nettement,  et  d'une  ma- 
nièio  tout  à  fait  générale,  à  quel  point,  par  un  tel  arti- 
fice, la  question  doit  se  trouver  simplifiée.  Il  faut,  pour 
cela,  commence I"  par  distinguer  les  différents  ordres 
d'infiniment  petits,  dont  on  peut  se  faire  une  idée  fort 
précis(i,  en  considérant  que  ce  sont  ou  les  puissances 
successives  d'un  même  infiniment  petit  primitif,  ou  des 
(piantilés  (ju'on  peut  présenter  comme  ayant  avec  ces  | 
puissances  des  rapports  finis,  en  sorte  que,  par  exemple, 
les  différentielles  seconde,  troisième,  etc.,  d'une  même 
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variable,  sont  classées  comme  infiiiimeiil  petits  du  s«î- 
cond  ordre,  du  troisième,  etc.,  parce  qu'il  est  aisé  dr 
montrer  en  elles  des  multiples  finis  des  puissances  se- 
conde, troisième,  etc.,  d'une  certaine  différentielle  pre- 
mière. Ces  notions  préliminaires  étant  posées,  l'esprit  de 
l'analyse  infinitésimale  consiste  à  négliger  constamment 
les  quantités  infiniment  petites  à  l'égard  des  (juantités 
finies,  et,  généralement,  les  infiniment  petits  d'un  ordre 
quelconque  vis-à-vis  tous  ceux  d'un  ordre  inférieur.  On 
conçoit  immédiatement  combien  une  telle  faculté  doit 
faciliter  la  formation  des  équations  entrr  les  différen- 
tielles des  quantités,  puisque,  au  lieu  de  ces  différen- 
tielles, on  pourra  substituer  tels  autres  éléments  (ju'nii 
voudra,  et  qui  seraient  plus  simples  à  considérer,  en  se 
f'onformant  à  cette  seule  condition  que  les  nouveaux 
cléments  ne  diffèrent  des  précédents  (jue  de  (juantités 
infiniment  petites  pai-  lappoil  à  eux.  (Test  ainsi  qn  il 
sera  possible,  en  géométrie,  de  traiter  les  lignes  courb»'S 
comme  composées  d  nin'  infinité  d'éléments  rectilignes, 
les  surfaces  courbes  comme  formées  d'éléments  plans;  »?l, 
>]\  mécanique,  les  mouvements  variés  cnniim'  une  suite 
infinie  de  mouvements  uniformes,  se  succédant  à  des  in- 
tervalles de  temps  infiniment  petits.  \  n  l'iniporlance  de 
cette  conception  admii'able,  je  crois  devoir  ici.  pai  I  in- 
dication sommaire  de  (|nel(jues  ex»'ni(tles  principaux, 
achever  d'éclaircii-  son  caracti-re  fondainrnlal. 

On'il  s'agisse  dr  (léleiiniiin-.  m  cliaquf  point  d  une 
•  onibe  plane  dont  r(''(|nal  iojirst  donnée,  la  diirclion  tic 
^a  lan;:ente,  ipieslion  dont  la  solution  gein-rale  a  été 
rohji'l  piimitir  qu'axaient  en  vue  les  inventeurs  de  fana- 
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Ivso  transcendante.  On  considérera  la  tangente  comme 
une  sécante  qui  joindrait  deux  points  infiniment  voisins; 
et  alors,  en  nommant  dij  et  dx  les  différences  infini- 
ment petites  des  coordonnées  de  ces  deux  points,  les  pre- 
miers éléments  de  la  géométrie  fourniront  immédiate- 
ment l'équation  ^=-^,  pour  la  tangente  trigonométrique 

de  l'angle  qui  fait  avec  Taxe  des  x  la  tangente  cherchée, 
ce  qui,  dans  un  système  de  coordonnées  rectilignes,  est 
la  manière  la  plus  simple  d'en  fixer  la  position.  Cette 
équation,  commune  à  toutes  les  courbes,  étant  posée, 
la  question  est  réduite  à  un  simple  problème  analytique; 
qui  consistera  à  éliminer  les  infinitésimales  dx  et  dy,  in- 
troduites comme  auxiliaires,  en  déterminant,  dans 
chaque  cas  particulier,  d'après  l'équation  de  la  courbe 
proposée,  le  rapport  de  dy  à  dx,  ce  qui  se  fera  constam- 
inenl  par  des  procédés  uniformes  et  très  simples. 

Vax  second  lieu,  qu^oii  veuille  connaître  la  longueur 
d(;  l'arc  d'une  courbe  quelconque,  considéré  comme  une 
fonction  des  coordonnées  de  ses  extrémités.  Il  serait 
impossible  d'établir  immédiatement  l'équation  entre  cet 
arc  s  et  ces  coordonnées,  tandis  qu'il  est  aisé  de  trouver 
la  relation  correspondante  entre  les  différentielles  de 
ces  diverses  grandeurs.  Les  plus  simples  théorèmes  de 
la  géométrie  élémentaire  donneront,  en  effet,  sur-le- 
clianip,  en  considérant  l'arc  infiniment  petit  ds  comme 
une  ligne  droite,  les  équations 

suivant  (]ue  la  courbe  sera  plane  ou  à  double  courbure. 
Dans   l'un   et    l'autre    cas,  la   question  est   maintenant 
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tout  entière  du  domaine  dr  lanalvsc,  qui  fera  remon- 
ter, d'après  cette  relation,  à  cellr  (iiii  exista  entre  les 
quantités  finies  elles-mêmes  que  l"(jii  considère,  par 
l'élimination  des  différentielles,  qui  est  l'ohjpt  propre 
du  calcul  des  fonctions  indirectes. 

Il  en  serait  de  même  pour  la  (juadralure  des  airus  cur- 
vilig^nes.  Si  la  courbe  est  plane  «'t  rapportée  à  des  coor- 
données rectilignes,  on  concevra  l'aire  J  comprise  enlr»? 
elle,  iaxe  des  ./•,  et  deux  coordonnées  extrêmes,  ((unnie 
augmentant  d'une  quantité  infiniineril  petite  /Al,  en 
résultat  d'un  accroissement  analogue  de  l'abcisse.  Alors 
la  relation  entre  ces  deux  différentielles  pouri'a  s'ohlem'r 
inmiédiatement  avec  la  plus  grande  faeilih'.  en  siil)sli- 
luant  à  rélément  curviligne  de  l'aire  prcqiosi'-e  le  rec- 
tangle formé  |)ar  l'ordonnée  extrême  rt  rr-b'-meiil  de 
l'abcisse,  dont  il  ne  diffère  ('vidcminciil  (|iit'  diiiir  (piaii- 
tih'  infiniment  petite  du  second  (injrr.  ce  i|iii  fninriira 
aussitôt,  (juelle  (jue  soit  la  «'onrlM'.  rc'qiialinn  ditlcmi- 
liclle  ti  »*s  simple 

d'où  le  calcul  des  Innctinns  iiidirrctcs.  (|ii,iiid  la  cnuibc 
se-iii  (b'finie,  apprendi'a  à  dc'duire  j'écpialidii  linir.  objet 
immédiat  du  problème. 

Fareillemeut,  en  d\iiamiqu«'.  quand  on  \oudia  con- 
iiailir  I  rxpressmn  <\i'  la  \itessr  .icijMisc  à  cbaqiif  iirtaiit 
|iai  Mil  coijts  anime  d  un  iiionv  rnniil  \ain''  sni\ant  nm* 
loi  qnelconqne  .  on  considérera  Ir  nion\  rnnnt  comnir 
uniloi'me  peinlani  la  dnr*'>t>  d  un  rlcnii'nt  infininii'nl  priii 
dn  Irmps  /.  et  on  torineia  ainsi  iinni«'diati>ment  I Cipia- 
tion  ilittV'icntielle  <lf=zril(,  r  (b'siiinant  la\itfss«'  acqnise 
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quand  le  corps  a  parcouru  l'espace  e,  et  de  là  il  sera  fa- 
cile de  conclure,  par  de  simples  procédés  analytiques  in- 
variables, la  formule  qui  donnerait  la  vitesse  dans 
chaque  mouvement  particulier,  d'après  la  relation  cor- 
respondante entre  le  temps  et  l'espace;  ou,  réciproque- 
ment, quelle  serait  cette  relation  si  le  mode  de  variation 
de  la  vitesse  était  supposé  connu ,  soit  par  rapport  à 
l'espace,  soit  par  rapport  au  temps. 

Enfin,  pour  indiquer  une  autre  nature  de  questions, 
c'est  par  une  marche  semblable  que ,  dans  l'étude  des 
phénomènes  thermologiques,  comme  l'a  si  heureuse- 
ment conçue  M.  Fourier,  on  peut  former  très  simple- 
ment, ainsi  que  nous  le  verrons  plus  tard,  l'équation  J 
différentielle  générale  qui  exprime  la  répartition  variable 
de  la  chaleur  dans  un  corps  quelconque  à  quelques  in- 
fluences qu'on  le  suppose  soumis,  d'après  la  seule  rela- 
tion, fort  aisée  à  obtenir,  qui  représente  la  distribution 
uniforme  de  la  chaleur  dans  un  parallélépipède  rec- 
tangle, en  considérant  géométriquement  tout  autre  corps 
comme  décomposé  en  éléments  infiniment  petits  d'une 
telle  forme,  et  thermologiquement  le  flux  de  chaleur 
comme  constant  pendant  un  temps  infiniment  petit.  Dès 
lors,  toutes  les  questions  que  peut  présenter  la  thermo- 
logie  abstraite  se  trouveront  réduites,  comme  pour  la 
géométrie  et  la  mécanique,  à  de  pures  difficultés  d'ana- 
lyse, (|ui  consisteront  toujours  dans  l'élimination  des 
différentielles  introduites  comme  auxiliaires  pour  faci- 
lit'T  l'établissement  des  équations. 

Des  exemples  de  nature  aussi  diverse  sont  plus  que 
suffisants  pour  faire  nettement  comprendre   en  général 
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l'immense  portée  de  la  conception  fondamentale  de  l'a- 
nalyse transcendante,  tell<i  que  Leibnilz  l'a  formée,  et 
qui  constitue  sans  aucun  doute  la  plus  haute  pensée  à 
laquelle  l'esprit  humain  se  soit  jamais  élev«'  jusqu'à 
présent. 

On  voit  que  cette  conception  était  indispensable  pour 
achever  de  fonder  la  science  mathématique,  «'U  permet- 
tant d'/'tablir  d'une  manière  large  et  féconde  la  relation 
du  concret  à  l'abstrait.  Sous  cr  rapport,  elle  doit  être  en- 
visagée comme  le  complénitril  nécessaire  de  la  grande 
idée-mère  de  Descartes,  sur  la  représentation  analytique 
générale  des  phénomènes  naturels,  idée  qui  n'a  com- 
mencé à  être  dignement  appréciée  et  convenablement 
exploitée  que  depuis  la  formation  de  l'analyse  infinité- 
simale, sans  la(}uelb'  elle  nr  pouvait  «-ncore  produire, 
même  en  géométrie,  de  résultats  très  iinpoitants  (1). 

Quoicjuc  j'aie  cru  devoir,  d.uis  les  considérations  pré- 
cédentes, insister  j)arliculièi'ement  sur  r.nhniiabh'  faci- 
lité que  jirésente  par  sa  nature  l'anaUse  transcendante 
pdui'  la  lecherche  des  lois  nKithénKiti(jues  de  tous  les 
phénomènes,  je  lie  (lois  pas  négliger  de    faire  ressortir 


(1)  Il  est  bien  reiuarquablo,  en  t'ir»'t.  que  drs  lioiunicH  tels  que  Pascal 
aifMit  fait  aussi  peu  d'altL-iilion  à  la  conception  fondanuMitalf  «le  I)e«- 
carterJ,  sans  pressentir  nulli-nirn!  la  r«''volution  iî»'*n«'rale  <|u'flle  était 
nécessain-nient  destinée  à  produire  dans  le  système  entier  de  la  scicDce 
uiatlit-niatique.  Cela  est  v»nu  de  ce  «lur,  sans  le  secoui-s  df  l'analyse 
lran-(«'ndante,  cettr  admirable  m»'*thode  m*  |)ouvait  réellement  «'ucore 
conduire  à  dc:^  résultats  essentiris,  qui  n«*  pussent  être  obtt'uut»  pre«- 
qu'aussi  bien  par  la  méthode  ^éométri(|ue  drs  anciens.  Le*  espriU 
même  les  plus  éminents  ont  toujours  bien  moins  apprécié  jusqu'ici 
Its  méthodes  générales  par  leur  simple  c^iractére  philosopln(]ue.  que 
pa;*  l»'s  connaissances  elîectives  qu'elles  pouvaient  procurer  immédia- 
tcint'iit. 
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une  seconde  propriété  fondamentale,  peut-être  aussi 
importante  que  la  première,  et  qui  ne  lui  est  pas  moins 
inhérente  :  je  veux  parler  de  Fextrême  généralité  des 
formules  différentielles,  qui  expriment  en  une  seule 
équation  chaque  phénomène  déterminé,  quelque  variés 
que  puissent  être  les  sujets  dans  lesquels  on  le  considère. 
Ainsi,  sous  le  point  de  vue  de  l'analyse  infinitésimale, 
on  voit,  dans  les  exemples  qui  précèdent,  une  seule 
équation  différentielle  donner  les  tangentes  à  toutes  les 
courbes,  une  autre  leurs  rectifications,  une  troisième  j 
leurs  quadratures;  et  de  même,  une  formule  invariable 
exprimer  la  loi  mathématique  de  tout  mouvement  va-  , 
rié  ;  enfin  une  équation  unique  représenter  constam- 
ment hi  répartition  de  la  chaleur  dans  un  corps  et  pour 
un  cas  quelconques.  Cette  généralité  si  éminemment 
remarquable,  et  qui  est  pour  les  géomètres  la  base  des 
considérations  les  plus  élevées,  est  une  heureuse  consé- 
quence nécessaire  et  presqu'immédiate  de  l'esprit  même 
(le  l'analyse  transcendante,  surtout  dans  la  conception 
de  Leibnitz.  Elle  résulte  de  ce  que,  en  substituant  aux 
éléments  infiniment  petits  des  grandeurs  considérées, 
d'autres  infinitésimales  plus  simples,  qui  seules  entrent! 
dans  les  équations  différentielles,  ces  infinitésimales  se 
trouvent,  par  leur  nature,  être  constamment  les  mêmes 
pour  chaque  classe  totale  de  questions,  quels  que  soient 
les  objets  divers  du  phénomène  étudié.  Ainsi,  par 
exeniph»,  toute  courbe,  quelle  qu'elle  soit,  étant  toujours 
décomposée  en  éléments  rectilignes,  on  conçoit  à  priori 
que  la  relation  entre  ces  éléments  uniformes  doit  néces- 
sairement être  la  même  pour  un  même  phénomène  géo- 
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mélri([in'  «juelcoïKiu»*.  quoiquo  l'équaliuri  fini»'  corirs- 
pondante  à  celle»  loi  différonliello  doive  varier  d'une 
courbe  à  une  autre.  Il  eu  esl  évidomnioiil  de  même  dans 
lout  autre  cas  quelconque.  L'analyse  infinilésimalf*  n'a 
donc  pas  seulemenl  fourni  un  procédé  général  pour  for- 
mer indirectement  d»«s  équalimis  qu'il  ent  été  impos- 
sible de  découvrir  d'une  manière  directe;  elle  a  permis 
<Mi  outre  de  considér«'r.  pour  l'étude  matliéniah(ju<'  d«'s 
phénomènes  naturels,  un  oïdic  n(>u\«'an  dr  luis  plus 
générales  et  néanmoins  offrant  une  signification  claire 
et  précise  à  tout  esprit  habitué  à  leur  interprétation.  Ces 
lois  sont  constamment  les  mêmes  pour  chaque  phéno- 
mène, dans  quelques  obj<'ts  qu'on  l'étndi»'.  et  ne  chan- 
fjent  qu  en  passant  d'un  phénomène  à  un  autre;  d'où  l'on 
a  pu  d'ailleurs,  en  comparant  ces  variations,  s'élover 
quelquefois,  [)ai'  une  vue  encore  plus  «^^énérale,  à  des 
ra[»prochements  positifs  entre  diveises  classes  de  phé- 
nrmitMies  tout  à  fait  divers,  d'après  les  analogies  pré- 
sentées par  les  expressions  différentielles  de  h'ins  Inis 
malhéiuati(|ues.  Dans  l'élude  philosfqiliiqiie  de  la  ina 
lliématic|ue  concrète,  je  m'attacherai  à  fain»  exactement 
a[»piéciei-  celle  seconde  pnqniélé  caractéristique  de 
l'analvse  ti\*inscendante.  non  moins  admirable  que  l.i 
pi<'niièfr.  et  en  verhi  de  la(juelle  le  svstème  en! ier  d  uiie 
science  immense,  comme  la  ^«''<)m»'liie  n\\  l.i  mécaniquf. 
a  pu  se  trouver  condensé  en  un  pdil  rmmbic  d»-  for- 
mules analvtiques,  d'où  l'esprit  Immain  [teut  d«'duire. 
pai'  fies  règles  certaines  et  inv.ir i.ildes.  la  solutinn  de 
Inus  les  pi'oblènies  particuliefs. 

l*our  terminer  rexpositiiui  ^'^én»'rale  de   j.i   conception 
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do  Loibiiilz,  il  me  reste  maintenant  à  considérer  en  elle- 
même  la  démonstration  du  procédé  logique  auquel  elle 
conduit,  ce  qui  constitue  malheureusement  la  partie  la 
plus  imparfaite  de  cette  belle  méthode. 

Dans  les  premiers  temps  de  l'analyse  infinitésimale, 
les  g-éomèlres  les  plus  célèbres,  tels  que  les  deux  illus- 
tres frères  Jean  et  Jacques  Bernouilli  attachèrent,  avec 
raison,  bien  plus  d'importance  à  étendre,  en  la  dévelop- 
pant, l'immortelle  découverte  de  Leibnitz,  et  à  en  multi- 
plier les  applications,  qu'à  établir  rigoureusement  les 
bases  logiques  sur  lesquelles  reposaient  les  procédés  de 
ce  nouveau  calcul  (1).  Ils  se  contentèrent  pendant  long- 
temps de  répondre  par  la  solution  inespérée  des  pro- 
blèmes les  plus  difficiles  à  l'opposition  prononcée  de  la 
plupart  des  géomètres  du  second  ordre  contre  les  prin- 
cipes de  la  nouvelle  analyse,  persuadés  sans  doute,  con- 
trairement aux  habitudes  ordinaires,  que  dans  la  science 
mathématique  bien  plus  que  dans  aucune  autre,  on 
peut  accueillir  avec  hardiesse  les  nouveaux  moyens , 
même  quand  leur  rationalité  est  imparfaite ,  pourvu 
qu'ils  soient  féconds,  puisque,  les  vérifications  étant 
bien  plus  faciles  et  plus  multipliées,  l'erreur  ne  saurait 
demeurer  longtemps  inaperçue.  Néanmoins,  après  le 
premier  élan,   il   était   impossible  d'en  rester  là;   et  il 

(1)  On  no  peut  contempler,  sans  un  profond  intérêt,  le  naïf  enthou- 
siasme de  l'illustre  Huyghens,  au  sujet  de  cette  admirable  création, 
quoique  son  âge  avancé  ne  lui  permît  point  d'en  faire  lui-même  aucun 
usage  important,  et  qu'il  se  fût  déjà  élevé  sans  ce  puissant  secours  à 
des  découvertes  capitales.  Je  vois  avec  surprise  et  avec  admiration^  écri- 
vait-il, en  1692,  au  marquis  de  L'Hôpital,  l'étendue  et  la  fécondité  de  cet 
art;  de  queUiue  cfjt(ï  que  je  tourne  la  vue,  f  en  aperçois  de  nouveaux  usages; 
''^fin,  j'y  conçois  un  progrès  et  une  spéculation  infinis. 
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fallait  revenir  nécessairement  sur  les  fondements  mêmes 
de  l'analyse  leibnitzieime  jn»m  constater  généralement 
l'exactitude  rigoureuse  des  procédés  employés,  malgré 
les  infractions  apparentes  qu'on  s'v  permettait  aux 
règles  ordinaires  du  laisonnemenl.  L«M"l)nitz,  pressé  de 
répondre,  avait  lui-même  présenté  une  explication  t«»ut 
à  fait  erronée,  en  disant  (|u"il  traitait  les  infiniment 
petits  comme  des  incomparahlps,  f»i  (ju'il  les  négligeait 
vis-à-vis  des  (juantités  finies  cuniinf  tics  ///(lins  dp  subir 
pdf  rapport  à  la  iiirr,  considération  qui  eût  complète- 
ment dénaturé  son  analyse,  en  la  réduisant  à  n'être  [dus 
(ju'un  simple  calcul  d'approximation,  qui,  sous  ce  rap- 
poit.  serait  radicalement  virirux,  puisqu'il  s«'rail  ini[)os- 
sij)l('  de  prévoit",  m  llièse  générale,  à  (jih'I  point  Ifs  (q»»'- 
lations  successives  peuvent  grossir  ces  erreurs  pre- 
mières, dont  l'accroissement  pourrait  même  évid«'m- 
nnnt  devenir  ainsi  quelcr>nqn»'.  Ltihnil/  ii  avait  donc 
•  •ntrevu  «pu*  dnii»'  manière  extrêmenn'til  eonlusr  1rs 
véritables  f(»ndrrnents  raliome-ls  dr  ranalysr  (ju'il  avait 
eréée.  Ses  j)i'emi<'is  successeuis  se  hcn-nèrrnl  d  almid  a 
en  vérifiri-  l'exact  itudr  par  la  cotifniniih'  de  ers  lésullals. 
dans  certains  usages  particuliers,  avre  e«'u\  qii»'  fninnis- 
sail  l'algèhrr  ordiiiaii»'  on  la  géomeiri»'  des  anciens,  m 
reproduisant,  autan!  (piils  !••  pouvaient,  d'aj»ri*s  le>  an- 
eiemies  nnUliodes,  1rs  sohitiniis  de  (pnlqnrs  prohlèmrs. 
une  fois  (juelles  avaient  eh'  njdrinies  par  la  méthode 
nouvelle,  seule  ca|>alde  piiniili\enienl  de  le^  laite  dé- 
e<»uvrir.  Quand  cette  grande  (juestinn  a  v.W  cniisnierée 
d'une  nianii-re  plus  L-^énérale,  les  geomèln's,  au  lieu  d  a- 
Ixiidec  diieclriuenl   la  difficulté,  un!   préfén''  l'éludrr  en 
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quelque  sorle,  romme  l'ont  fait  Euler  et  d'Alembert , 
par  exemple,  en  démontrant  abstraitement  la   confor- 
mité nécessaire  et  constante  de  la  conception  de  Leib- 
nitz,  envisagée  dans  tous  ses  usages  quelconques,  avec 
d'autres  conceptions  fondamentales  de  l'analyse  trans- 
cendante, celle   de  Newton  surtout,   dont  l'exactitude 
était  à  Tabri  de  toute  objection.  Une  telle  vérification 
générale    est   sans  doute    strictement    suffisante   pour 
dissiper  toute  incertitude  sur  l'emploi  légitime  de  l'ana- 
lyse leibnitzienne.   Mais  la  méthode  infinitésimale  est 
tellement  importante,  elle  présente  encore,  dans  presque 
toutes  les  applications,  une   telle  supériorité  effective 
sur   les  autres  conceptions    générales    successivement 
proposées,  qu'il    y   aurait  véritablement  imperfection 
dans  le  caractère  philosophique  de  la  science  à  ne  pou- 
voir la  justifier  en  elle-même,  et  à  la  fonder  logique- 
ment  sur  des  considérations  d'un  autre   ordre,  qu'on 
cesserait  ensuite  d'employer  efficacement.   Il  était  donc 
d'une  importance  réelle  d'établir  directement  et  d'une 
manière  générale  la  rationalité    nécessaire  de  la  mé- 
idode  infinitésimale.  Après  diverses  tentatives  plus  ou 
moins  imparfaites  pour  y  parvenir,  les  travaux  philoso- 
phiques de  Lagrange  ayant  fortement  reporté,  vers  la 
fin  du  siècle  dernier,  l'attention  des  géomètres  sur  la 
Ihéorie  générale   de  l'analyse    infinitésimale,  un  géo- 
mètre très  recommandable,   Carnot,  présenta  enfin  la 
véritable  explication   logique  directe  de  la  méthode  de 
Leibnitz,  en  la  montrant  comme  fondée  sur  le  principe 
fie  l.i  compensation  nécessaire  des  erreurs,  ce  qui  est 
vraisemblablement,  en  effet,  la  manifestation  précise  et 
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liiminousc  flo  co  que  L^ibnitz  avait  vagiiomoiit  ot  roii- 
lusément  aperçu,  on  concevant  les  bases  rationnelles  de 
son  analyse.  Carnol  a  renrlu  ainsi  à  la  science  un  service 
essentiel  (i),  et  dont  l'importance  me  sembb'  nrlir'  pas 
encore  suffisamment  appréciée,  quoique,  ronune  nous 
le  verrons  à  la  fin  dv.  cette  leçon,  tout  cet  échafaudage 
logique  delà  méthode  infinitésimale  proprement  dite  ne 
soit  susceptible  très  vraisemblablement  que  dune  exis- 
tence provisoire,  en  tant  que  radicalement  vicieux  par 
sa  nature.  Je  n'en  crois  pas  moins,  cependant ,  devoii- 
considérer  ici,  afin  de  complétei'  cette  importante  ex- 
position, le  raisonnement  général  proposé  par  Carnot, 
()Our  légitimer  directement  l'analyse  de  Leibnitz.  Voici 
en  quoi  il  consiste  essentiellement. 

Lorsqu'on  établit  l'équation  différentielle  d'un  plié- 
nomi'ne,  on  substitue  aux  éléments  immédiats  des  di- 
verses quantités  considérées,  d'autres  infinitésimales 
plus  simples  qui  en  difféiwMit  infiniinriil  |i<ii  jiar  rap|inrt 
à  eux.  et  cette  substitution  ennslitue  Ir  principal  arli- 
lice  de  la  méthode  de  Leibnitz.  qni.  sa!is  cela,  n Offrirait 
aucune  facilité  réelle  pnnr  l.i  fnnualion  des  «'quatinns. 
(îarnot  i-e'^ardt'  une  Icljr  InpnlJii'sc  comme  pi-nduisant 
véritablement  une  erreui-  dans  recpiatinii  ainsi  n|)t«'ini(\ 
et  (jue.  pour  cette  raison,  il  apj>elle  n/t/ff/r//n/r:  seule- 
ment, il  est  clair  que  cette  erreur  in*  peut  être  qn'infiiii- 
mrnt  fietite.  Or.  d'nn  .nitre  cAté.  Ions  les  prncédi-s  aiia- 

(1)  Voyez  l'ouvrage  rcinarquabip  qu'il  a  publié  soui»  le  titre  dr  :  H*"- 
flexions  sur  la  Métaphijsiffue  du  calcul  infinitt'simal,  et  ilaus  l»'qu«'l  on 
trouve  dnilliurs  une  exposition  claire  et  util»',  quoique  trop  peu  appro- 
fomlii',  (le  tous  U-s  divns  points  di>  vue  .«ous  Irsquelss  a  «•t»'*  couru  le 
système  général  du  caictil  des  fonction*  indirectri». 
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lytiques,  soit  de  différentialion,  soit  d'intégration,  qu'on 
applique  à  ces  équations  différentielles  pour  s'élever  aux 
équations  finies  en  éliminant  toutes  les  infinitésimales 
introduites  comme  auxiliaires,  produisent  aussi  cons- 
tamment, par  leur  nature,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  voir, 
d'autres  erreurs  analogues,  en  sorte  qu'il  a  pu  s'opérer 
une  exacte  compensation,  et  que  les  équations  défini- 
tives peuvent,  suivant  l'expression  de  Carnot,  être  deve- 
nues parfaites.  Carnot  considère  comme  un  symptôme 
certain  et  invariable  de  l'établissement  effectif  de  cette 
compensation  nécessaire  l'élimination  complète  des 
diverses  quantités  infiniment  petites,  qui  est  constam- 
ment, en  effet,  le  but  définitif  de  toutes  les  opérations  de 
l'analyse  transcendante.  Car,  si  on  n'a  jamais  commis 
d'autres  infractions  aux  règles  générales  du  raisonne- 
ment que  celles  ainsi  exigées  par  la  nature  même  de  la 
méthode  infinitésimale,  les  erreurs  infiniment  petites  pro- 
duites de  cette  manière  n'ayant  jamais  pu  engendrer  que 
des  erreurs  infiniment  petites  dans  toutes  les  équations, 
les  relations  sont  nécessairement  d'une  exactitude  rigou- 
reuse aussitôt  qu'elles  n'ont  plus  lieu  qu'entre  des  quan- 
tilés  finies,  puisqu'il  ne  saurait  évidemment  exister  alors 
que  des  erreurs  finies,  tandis  qu'il  n'a  pu  en  survenir 
aucune  de  ce  genre.  Tout  ce  raisonnement  général  est 
fondé  sur  la  notion  des  quantités  infinitésimales,  conçues 
comme  indéfiniment  décroissantes,  lorsque  celles  dont 
«llfs  dérivent  sont  envisagées  comme  fixes. 

Ainsi,  pour  éclaircir  cette  exposition  abstraite  par 
ini  s(îul  exemple,  reprenons  la  question  des  tangentes, 
qui  est  la  plus  facile  à  analyser  complètement.  On  regar- 
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nora  I  équation  t  =^    ,—  ohlcmir  ci-drssus  comme  attrrlér 
'  il  .1 

d'une  erreur  infinimonl  petite,  puisqu'elle  ne  serait  tout 

à  fait  rigoureuse  que  pour  la  sécanlr.    Maintenant,  (Hi 

arhèvera  la  solution  en  cherchant,  d'après  l'équation  fie 

chaque   courhe.   le  lappnil   cnln'   les   (Jltfércnlielies  des 

coordonnées.  Si  celte  équatietu  est,  ji;  su|>pns»'.  //  =r  (u' ^ 

on  aura  évidemment 

(///  =  2  (IX  (ix  -\-  dx-. 

Dans  cette  formule,  on  devra  négliger  le  ternir  dr^ 
comme  infiniment  petit  du  srcdiid  ordre.  Dès  lois,  la 
crmihinaisoîi  des  deux  é(juations  impdi/dilcs 

/  =  -—  ,  (hi  ^=-lii  ./■  ax, 

fin 

suffisant  pour  éliminer  entièrement  les  infinitésiinah's, 
l<*  résultat  fini  t  =  '1  n  r  sera  nécessairement  rigoureux 
[)ar  l'effet  de  la  comj)ensation  exacte  des  deux  erreurs 
commises,  puis(|U  il  ne  pourrait,  p;ir  sa  nature,  être 
affecté  d'init'  ciicur-  iiitiiiimcril  pdilc.  I;i  sml»'.  m-an- 
innins,  (piil  put  \  a\nir.  d  aj»rès  l'csiuil  des  |troc<'(les 
(jui  ont  é'te  suivis. 

Il  serait  aisé  de  irproduii»'  niiilni  nirniciil  jr  ménn* 
raisoinieinml  pai*  rapport  ii  Inntrs  hs  aiilr«'s  applications 
générales  de  l'anaU  se  ^r  Lfihnitz. 

Cette  ingénieuse  throiif  rsl,  saii>  (ImuIi-.  pln>  suhlih' 
que  solide  (piaud  on  cherche  à  l'apprtdondii .  Mais  elle  n  a 
cependant,  en  réalité,  d'autre  vice  logi(jur  radiral  que 
erhii  i\i'  1,1  nh'thodc  infinitésimal»'  rllr-niènn'.  donl  «die 
est,  ce  me  semhir.  Ir  dévehq»pi'inent  naturel  el  I  expli- 
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calioii  générale,  on  sorte  qu'elle  doit  être  adoptée  aussi 
longtemps  qu'on  jugera  convenable  d'employer  directe- 
ment cette  méthode. 

Je  passe  maintenant  à  l'exposition  générale  des  deux 
autres  conceptions  fondamentales  de  l'analyse  transcen- 
dante, en  me  bornant  pour  chacune  à  l'idée  principale, 
le  caractère  philosophique  de  cette  analyse  ayant  été,  du 
reste,  suffisamment  déterminé  ci-dessus,  d'après  la  con- 
ception de  Leibnitz,  à  laquelle  j'ai  dû  spécialement 
m'attacher,  parce  qu'elle  permet  de  le  saisir  plus  aisé- 
ment dans  son  ensemble,  et  de  le  décrire  avec  plus  de 
l'apidité. 

Newton  a  présenté  successivement,  sous  plusieurs 
formes  différentes,  sa  manière  propre  de  concevoir  l'ana- 
lyse transcendante.  Celle  qui  est  aujourd'hui  le  plus 
communément  adoptée,  du  moins  parmi  les  géomètres 
du  continent,  a  été  désignée  par  Newton,  tantôt  sous  le 
nom  de  méthode  des  prcmif'rrs  et  denilrrcs  raisons,  tan- 
tôt sous  celui  de  méthode  des  limites,  qu'on  emploie  plus 
fréquemment. 

Sous  ce  point  de  vue,  l'esprit  général  de  l'analyse 
transcendante  consiste  à  introduire  comme  auxiliaires, 
a  la  place  des  quantités  primitives  ou  concurremment 
avec  elles,  pour  faciliter  l'établissement  des  équations, 
les  limites  des  rapports  des  accroissements  simultanés  de 
ces  quantités  ou,  en  d'autres  termes,  les  dernières  rai- 
sons de  ces  accroissements,  limites  ou  dernières  raisons 
qu'on  peut  aisément  montrer  comme  ayant  une  valeur 
déterminée  et  finie.  Cn  calcul  spécial,  qui  estl'équiva- 
hiit  du  calcul  infinitésimal,  est  ensuite  destiné  à  s'élever 
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(le  CCS  équations  entre  ces  limites  aii.v  «'qualions  cones- 
puntlanles  mire  les  quantités  primitives  elles-mêmes. 

La  faculté  que  présente  une  telle  analyse  pourexprimer 
plus  aisément  les  lois  mathématiques  des  phénomènes 
tient,  en  général,  à  ce  que  le  calcul  portant,  non  sur  les 
accroissements  mAmes  des  quantités  proposées,  mais 
sur  les  limites  des  rapports  de  ces  accroissements,  on 
pourra  toujours  substituera  chaque  accroissement  toute 
autre  grandeur  plus  simple  à  considérer,  pourvu  (|ue 
leur  dernière  raison  soit  la  raison  d'égalité  ou,  en 
d'autres  termes,  (jue  la  liuiitr  dr  Jeui-  i-apporl  S(jil 
ruuile.  Il  est  clair,  en  effet,  «jue  le  caleul  des  limites  ne 
saurait  être  nullement  affecté  de  celte  substitution.  En 
partant  de  ce  principe,  on  retrouve  à  peu  près  récjuiva- 
lent  des  facilités  offertes  par  l'analyse  de  Leibnitz,  i|i]i 
sont  seulement  conçues  alors  sous  un  autre  pniut  Ai'  vue. 
Ainsi,  les  courbes  seront  envisagées  comme  les  limites 
d'une  suite  dr  pol\gones  rectilignes.  b's  iunii\ cnniils 
vaiiés  comme  les  limites  d'un  enseiui)le  d»-  ninii\  .iiiniis 
uniformes  de  jdus  eu  plus  lapprochés,  etc. 

Qu'on  veuille,  par  exemple,  détermiiM'i  la  diirclinii 
«le  la  tangente  à  une  courbe;  «ui  la  leiiaideia  eoiniiir  la 
limite  vers  la(|uelle  tendrait  une  séeaiitr  <|ui  Iniiru.'iail 
autour  du  point  tlonuè,  de  manit'ie  «lue  son  second  poiut 
d'iuteisfctiou  se  rapprochât  indéfiniment  du  premier.  Kii 
iHjinmanl  A  y  et  A  /.  les  différences  des  coordouu«'»'s  de 
deu-x  jioiuts,  ou  aurait,  à  cha([ue  instant,  poui-  la  taniieiite 
trii^omunétrique  Ar  l'aiiL'ir  qur  f'.iit  la  sécantr  avec  I  ax»- 

d»'s  abcisses    /  =  — ;   d<»u.  ni  hi.'U.ml    !.•»  limites,  ou 

A./ 
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doduira,  relativement  à  la  tangente  elle-même,  cette 
formule  générale  d'analyse  transcendante 

d'après  laquelle  le  calcul  des  fonctions  indirectes  ensei- 
gnera, dans  chaque  cas  particulier,  quand  l'équation  de 
la  courbe  sera  donnée,  à  déduire  la  relation  entre  t  et  x, 
en  éliminant  les  quantités  auxiliaires  introduites.  Si, 
pour  achever  la  solution,  on  suppose  que  y  ^  a  x  ^  soit 
l'équation  de  la  courbe  proposée,  on  aura  évidemment, 

d'où  l'on  conclura  1 

Ay 

—  =z'^ax  4-  Ax. 
Ax 

Or,  il  est  clair  que  la  limite  vers  laquelle  tend  le  second 
membre,  à  mesure  que  A  x  diminue,  est  2  a  x.  On  trou- 
vera donc  par  cette  méthode,  t  =  2  a  x^  comme  nous    .j 
l'avions   obtenu   ci-dessus  pour  le   même  cas,  d'après 
l'analyse  de  Leibnilz. 

Pareillement,  quand  on  cherche  la  rectification  d'une 
courbe,  il  faut  substituer  à  l'accroissement  de  l'arc  s  la 
corde  de  cet  accroissement,  qui  est  évidemment  avec  lui 
dans  une  [(dation  telle  que  la  limite  de  leur  rapport  est 
I  unité,  (;t  alors  on  trouve,  en  suivant  d'ailleurs  la  même 
niarclu'  qu'avec  la  méthode  de  Leibnitz,  cette  équation 
générab'  des  rectifications 

(1    •l'-iuploi.,'  la  caracléristiquo  L  pour  désigner  la  limite. 
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ou 


/      A.yx^  /     A//.-'        /     Az\^ 

(/-^.)=' +(,^.-7) +(/-.-:,)• 

selon  que  la  courbe  est  plane  ou  à  double  courbure.  Il 
faudra  maintenant,  pour  cbaque  courbe  particulière, 
|)asser  de  cette  équation  à  celb»  entre  l'arc  et  l'abcissr, 
ce  qui  dépend  du  calcul  transcendant  proprement  dit. 

On  reprendrait  avec  la  même  facilité,  d'après  la  mé- 
tbode  des  limites,  toutes  les  autres  questions  générales, 
dont  la  solution  a  été  indiquée  ci-dessus,  suivant  la  mé- 
tbode  infinitésimale. 

Telle  est,  essentiellement,  la  conception  (jue  Newton 
s'était  formée,  pour  l'analyse  transcendante,  nn.  plus 
exactement,  celle  que  Maclaurin  et  d'Aleinht'i  t  nnt  pi»-- 
sentée  comme  la  base  la  plus  rationnelle  de  eelte  ana- 
l\se,  en  cberclianl  à  fixer  d  ;»  codidnmier  l.-s  id«''«'s  de 
.\<;\vton  à  ce  sujet. 

Je  dois,  néamnoins,  avant  de  piocéder  à  re\|»(»sitinii 
de  la  conception  de  Lagrange,  si^irialei-  iei  une  .lulir 
forme  distincte  sous  la(|Uelle  Newton  a  prt'scnlé  cette 
nièiiic  métbode,  et  (jui  mérite  de  fixer  particulièi-ement 
noire  attention,  tafit  pai-  s< m  ingénieuse  clarté  dans  (jntj- 
tjues  cas,  (jue  C(jnnne  a\ant  fouirii  la  notation  l.i  niii-ux 
•ipprtqiriée  à  cetir  manière  dcnvisa^'-er  l'analyse  ti-ans- 
rendante,  et,  enliii,  munne  étant  encore  aujouid'liui  la 
foiine  spéciale  du  talcul  des  fonctions  iinlirecles  coni- 
nmnément  ado|>lée  par  les  géomètres  anglais.  Je  veux 
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|)arlei'  du  calcul  des  fluxions  et  des  fluentes,  fondé  sur  la 
notion  générale  des  vitesses. 

Pour  en  faire  concevoir  l'idée-mère  avec  plus  de  faci- 
lité, considérons  toute  courbe  comme  engendrée  par  un 
point    animé   d'un    mouvement   varié   suivant  une   loi 
quelconque.  Les  diverses  quantités  que  la  courbe  peut 
offrir,  l'abcisse,  l'ordonnée,  l'arc,  l'aire,  etc.,  seront  en- 
visagées comme  simultanément  produites  par   degrés 
successifs  pendant  ce  mouvement.  La  vitesse  avec  la- 
quelle chacune  aura  été  décrite  sera  dite  la  fluxion  de 
cette  quantité,  qui,  en  sens  inverse,  en  serait  nommée  la 
fluente.   Dès  lors,    l'analyse   transcendante  consistera^ 
dans    cette   conception,   à   former  immédiatement   les 
équations  entre   les  fluxions  des  quantités   proposées 
pour   en   déduire    ensuite,   par  un   calcul   spécial,   les 
équations   entre  les   fluentes    elles-mêmes.   Ce  que  je 
viens  d'énoncer  relativement  aux  courbes  peut  d'ailleurs 
évidemment   se  transporter  à  des  grandeurs   quelcon- 
ques,  envisagées,   à    l'aide     d'une  image   convenable, 
comme  produites  par  le  mouvement  les  unes  des  autres. 
Il  est  aisé  de  comprendre  l'identité  générale  et  néces- 
saire de  cette  méthode  avec  celle   des  limites,  compli- 
quée de  l'idée  étrangère  du  mouvement.  En  effet,  re- 
prenant le  cas  de  la  courbe,  si  l'on  suppose,  comme  on 
peut  évidemment  toujours  le  faire,  que  le  mouvement 
du  point  décrivant  est  uniforme  suivant  une  certaine  di- 
rection, par  exemple,  dans  le  sens  de  l'abcisse,  alors  la 
lluxion  de  l'abcisse  sera  constante,  comme  l'élément  du 
temps.  I^)UI  toutes  les  autres  quantités  engendrées,  le 
nmiiviMiieril    nr  pourrait    être  conçu    comme   uniforme 
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que  pendant  un  temps  infiniment  p«'tit.  Cela  posé,  la 
vitesse  étant  g-énéralement,  d'après  sa  notion  mécanique, 
le  rapport  de  chaque  espace  au  temps  employé  à  le  par- 
courir, et  ce  temps  étant  ici  proportionnel  à  l'accroisse- 
ment de  Tabcisse,  il  s'ensuit  que  la  fluxion  de  l'ordon- 
née, de  l'arc,  de  l'aire,  etc.,  ne  sont  véritablement  autre 
chose,  en  faisant  disparaître  la  considération  intermé- 
diaire du  temps,  que  les  dernières  raisons  des  accrois- 
sements de  ces  diverses  quantités  comparés  à  celui  de 
l'abcisse.  Cette  méthode  des  fluxions  et  des  fluentes  n'est 
donc  en  réalité  qu'une  manière  de  se  représenter,  d'après 
une  comparaison  mécanique,  la  méthode  des  premières 
}  et  dernières  raisons,  qui  seule  rsl  réductible  m  calcul. 
Elle  comporte  donc  nécessairement  les  mêmes  avantages 
généraux  dans  les  diverses  applications  principales  d«» 
l'analyse  transcendante,  sans  ijuc  nous  ayons  ln*snin  (h* 
le  constater  spécialemenl. 

.!«'  considère  enfin  la  conception  d*'  Lagrangr. 
Elle  consiste,  dans  stui  adniirahh'  simplicité,  à  se  r»*- 
jirésenter  l'analyse  Iranscendanto  conini»*  un  grand  arli- 
fiec  algébri(jue,  d'après  le(jn«'l.  pour  facilit«M-  l'établiss»*- 
Micnt  des  équations,  on  iiilioduit,  au  li«'n  ih*  fonctions 
primitives  ou  avec  elles,  leurs  fondions  fir'rivees,  c'est - 
à  dire,  suivant  la  définition  de  Lagrange,  le  coefficient 
•  lu  premier  ternie  de  I  iircroissemenl  de  chaque  fonction, 
ordonné  selon  les  puissances  aseendantes  île  l'accrois- 
^ein<'nl  de  sa  vaiiable.  Le  ralcu!  des  fondions  indiriutes 
[•iiq»remenl  dit  est  touj(»uis  deslin»'.  ainsi  que  daii^  les 
eonceptions  de  Leibnil/.  el  de  Newhm,  a  éliminer  ces 
'/f'ricees  emplovées  comme  auxiliaires,  poui  déduin*  de 

14 
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leurs  relations  les  équations  correspondantes  entre  les 
grandeurs  primitives. 

L'analyse  transcendante  n'est  alors  autre  chose  qu'une 
simple  extension  très  considérable  de  l'analyse  ordi- 
naire. C'était  déjà  depuis  longtemps  un  procédé  familier 
aux  géomètres,  que  d'introduire,  dans  les  considérations 
analytiques,  au  lieu  des  grandeurs  mêmes  qu'ils  avaient 
à  étudier,  leurs  diverses  puissances,  ou  leurs  logarithmes, 
ou  leurs  sinus,  etc.,  afin  de  simplifier  les  équations,  et 
même  de  les  obtenir  plus  aisément.  La  dérivation  suc- 
cessive est  un  artifice  général  de  la  même  nature,  qui 
présente  seulement  beaucoup  plus  d'étendue,  et  procure, 
en  conséquence,  pour  ce  but  commun,  des  ressources 
bien  plus  importantes. 

Mais,  quoiqu'on  conçoive  sans  doute  à  priori  que  la 
considération  auxiliaire  de  ces  dérivées  peut  faciliter 
l'établissement  des  équations,  il  n'est  pas  aisé  d'expli- 
quer pourquoi  cela  doit  être  nécessairement  d'après  le 
mode  de  dérivation  adopté  plutôt  que  suivant  tonte  autre 
transformation.  Tel  est  le  côté  faible  de  la  grande  pen- 
sée de  Lagrange.  On  n'est  point,  en  effet,  réellement, 
parvenu  jusqu'ici  à  saisir  en  général  d'une  manière  abs- 
traite, et  sans  rentrer  dans  les  autres  conceptions  de 
l'analyse  transcendante,  les  avantages  précis  que  doit 
constamment  présenter,  par  sa  nature,  cette  analyse 
ainsi  conçue,  pour  la  recherche  des  lois  mathématiques 
des  phénomènes.  Il  est  seulement  possible  de  les  cons- 
tater, en  considérant  séparément  chaque  question  prin- 
cipale, et  cette  vérification  devient  même  pénible  quand 
on  choisit  une  question  compliquée. 
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Pour  indiquer  sommairemont  comment  celte  manière 
(le  concevoir  Tanalyse  transcendante  peut  s'adapter 
effectivement  à  la  solution  des  problèmes  mathémati- 
ques, je  me  bornerai  à  reprendre  sous  ce  point  de  vue  le 
problème  le  plus  simple  de  tous  ceux  ci-dessus  examinés, 
celui  des  tangentes. 

Au  lieu  de  concevoir  la  tangente  comme  le  prolon- 
gement de  l'élément  infiniment  petit  dt*  la  courbe,  sui- 
vant 1.1  notion  de  Leibnitz:  ou  comme  la  limite  des  sé- 
cantes, suivant  les  idées  de  Newton  ;  Lagrange  la 
considère  d'après  ce  simple  caractère  géométrique, 
analogue  aux  définitions  des  anciens,  d'être  une  droite 
telle  qu'entre  elle  et  la  couibe  il  ne  peut  passer,  par  le 
j)oint  de  contact,  aucune  autre  droite.  Dès  lors,  pour  en 
déterminer  la  direction,  il  faut  cliercher  l'expression 
générale  de  sa  distanc»»  à  la  cnnib»',  dans  un  sens  «pirl- 
conque,  dans  celui  de  roidoiniéc.  pai-  •'xeniple,  m  un 
si'cond  point  distinct  du  |)i'einiri-,  d  dispos»*rde  la  cniis- 
tanle  aibilraiie  rrlalivr  à  riurlinaisoii  de  la  druile.  qui 
t'utrera  nécessairement  dans  cellr  expression,  de  manière 
a  diminuer  cet  écai't«'menl  If  plus  possiblr.  i)i\  («'II»'  dis- 
laiHT  élant  évidemment  égale  à  la  diffcrmcc  des  drux 
nrdoiniées  de  la  courbe  cl  de  la  di(»ilt'  ({iii  cnriespon- 
ib'iil  à  une  nièine  iinnsclle  abrissr  ./-\-/i,  siia  représentée 
pai-  la  formule 

(/■  r.r)  —  t)h^<ih'^rh'^iAr., 

nu  /  désigne,  coiuiue  ci-dessus,  la  tani^'^enle  trii^^oinané- 
liique  iuconrnic  de  l'angle  que  lail  a\ee  l'axe  d»'s  ./  la 
droite  clicicln'c.  cl  /'  ,/  la  ItMiclioli  djM'ivéc  d«'  l'nr- 
ilonnée  /    X  .  flela  posé,  il  est  aisé  de  voir  qu'en  dispo- 
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sant  de  /  de  façon  à  annuler  le  premier  terme  de  la  for- 
mule précédente,  on  aura  rendu  l'intervalle  des  deux 
lignes  le  plus  petit  possible,  tellement  que  toute  autre 
droite  pour  laquelle  /  n'aurait  point  la  valeur  ainsi  déter- 
minée s'écarterait  nécessairement  davantage  de  la 
courbe  proposée.  On  a  donc,  pour  la  direction  de  la  tan- 
gente cherchée,  l'expression  générale  tz=f'  ["itj;  résultat 
exactement  équivalent  à  ceux  que  fournissent  la  mé- 
thode infinitésimale  et  la  méthode  des  limites.  11  res- 
tera maintenant,  dans  chaque  courbe  particulière,  à 
trouver  /'  yx],  ce  qui  est  une  pure  question  d'analyse, 
tout  à  fait  identique  avec  celles  que  prescrivent  alors  les 
autres  méthodes. 

Après  avoir  suffisamment  considéré  dans  leur  en- 
semble les  principales  conceptions  générales  successi- 
vement produites  jusqu'ici  pour  l'analyse  transcendante, 
je  ne  dois  pas  m'arrêter  à  l'examen  de  quelques  autres 
théories  proposées,  telles  que  le  calcul  des  évanouissants 
d'Euler,  qui  ne  sont  réellement  que  des  modifications 
plus  ou  moins  importantes,  et  d'ailleurs  inusitées,  des 
méthodes  précédentes.  11  me  reste  maintenant,  afin  de 
compléter  cet  ensemble  de  considérations,  à  établir  la 
comparaison  et  l'appréciation  de  ces  trois  méthodes 
fondamentales.  Je  dois  préalablement  constater  d'une 
manière  généi'ale  leur  conformité  parfaite  et  néces- 
saire. 

11  est  d'abord  évident,  par  ce  qui  précède,  qu'à  con- 
sidérer ces  trois  méthodes  quant  à  leur  destination 
eifective,  indépendamment  des  idées  préliminaires,  elles 
consistent  toutes  en  un  même  artifice  logique  général, 
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que  j'ai  caractérise  dans  la  «jiiatrième  leçon,  savoir  : 
rintroduction  d'un  certain  système  de  grandeurs  auxi- 
liaires, uniformément  corrélatives  à  celles  qui  sont 
l'objet  propre  de  la  question,  et  qu'on  j.'iir  substitue 
expressément  pour  faciliter  l'expression  analytique  des 
lois  mathématiques  des  phénomènes,  quoiqu'elles  doi- 
vent finalement  être  éliminées,  à  l'aide  d'un  calcul  spé- 
cial. C'est  ce  qui  m'a  déterminé  h  définir  régulièrement 
l'analyse  transcendante  /r  raliul  fh-s  fonrfioit>i  infUrpftrs, 
afin  de  marquer  son  vrai  caractère  philosophique,  en 
écartant  toute  discussion  sui"  la  manièie  la  plus  conve- 
fiable  de  la  concevoii'  et  de  l'applijjuer.  F^'effel  général 
de  cette  analyse,  quelle  que  soit  la  méthode  emplovée. 
est  donc  de  faire  rentrei-  beaucoup  plus  promptement 
chaque  questifjii  matln'maticjue  dans  le  d(Uiiaine  <lii 
ralnil,  »>l  (le  dimiiuiei-  ainsi  considérablenieiil  la  diffi- 
culté capitale  que  présente  «ndinairemenl  le  passage  du 
concret  à  l'abstrait.  Ouni  (|ii'nn  fasse,  on  ne  peut  esp^'icr 
(|ue  le  calcul  s'eni|)are  jamais  de  chaque  (juestion  de 
philosophie  natui'elle.  ^r-ométriqne  ihi  iii«''cani<|ue,  on 
Ihermcdogique,  etc.,  immé'diatemenf  à  sa  naissance,  cr 
(|ui  serait  évidemment  conliadicldii  e.  H  \  ania  constam- 
ment dans  ton!  problème,  un  ceriain  travail  prf'liminaire 
;i  «.'ffectuer  sans  (|iie  Ir  c.ilenl  puissi-  èlr»'  d'auemi  sr- 
rcMirs.  et  <jui  ne  saurait  et  ri-,  par  sa  nature,  assujetti  à  des 
rè;]^les  abstraites  el  mvaiiables  ;  c'est  celui  qui  a  pour 
objet  propre  l'établissement  des  rf/untfons,  (|ui  sont  le 
point  de  départ  indispensable  de  toutes  les  recherches 
analvtiques.  Mais  cette  élaboration  préalabh'  a  été  sin- 
gulièrement   simplifiée     par    la    «réatinn    de    l'analys»' 
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transcendante,  qui  a  ainsi  hâté  l'époque  où  la  solution 
comporte  l'application  uniforme  et  précise  de  procédés 
généraux  et  abstraits;  en  réduisant,  dans  chaque  cas, 
ce  travail  spécial  à  la  recherche  des  équations  entre  les 
grandeurs  auxiliaires,  d'où  le  calcul  conduit  ensuite  aux 
équations  directement  relatives  aux  grandeurs  propo- 
sées, qu'il  fallait,  avant  cette  admirable  conception,  éta- 
blir immédiatement.  Que  ces  équations  indirectes  soient 
des  équations  différentielles,  suivant  la  pensée  de  Leib- 
nitz;  ou  des  équations  aux  limites,  conformément  aux 
idées  de  Newton  ;  ou  enfin  des  équations  dérivées, 
d'après  la  théorie  de  Lagrange  ;  le  procédé  général  est 
évidemment  toujours  le  même. 

Mais  la  coïncidence  de  ces  trois  méthodes  principales 
ne  se  borne  pas  à  l'effet  commun  qu'elles  produisent; 
elle  existe,  en  outre,  dans  la  manière  même  de  l'obtenir. 
En  effet,  non  seulement  toutes  trois  considèrent,  à  la 
place  des  grandeurs  primitives,  certaines  grandeurs 
auxiliaires;  de  plus,  les  quantités  ainsi  introduites  sub- 
sidiairement  sont  exactement  identiques  dans  les  trois 
méthodes,  qui  ne  diffèrent,  par  conséquent,  que  par  la 
manière  de  les  envisager.  C'est  ce  qu'on  peut  aisément 
constater,  en  prenant  pour  terme  général  de  comparaison 
une  quelconque  des  trois  conceptions,  celle  de  Lagrange 
surtout,  la  plus  propre  à  servir  de  type,  comme  étant  la 
plus  dégagée  de  considérations  étrangères.  N'est-il  pas 
évident,  par  la  seule  définition  des  fonctions  dérivées, 
qu'elles  ne  sont  autre  chose  que  ce  que  Leibnitz  appelle 
les  coefficients  différentiels,  ou  les  rapports  dé  la  diffé- 
rentielle de  chaque  fonction  à  celle  de  la  variable  cor- 
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respoiidaiite.  puisquo,  on  <lélerniiiiant  la  première  diffé- 
rontielle,  on  devra,  par  la  nature  même  de  la  méthode 
infinitésimale,  se  borner  à  prendn*  le  seul  terme  de  l'ac- 
croissement de  la  fonction  qui  contient  la  première  puis- 
sance de  raccroissemeiit  infiniment  petit  de  la  variable? 
De  même,  la  fonction  dérivée  n'est-elle  pas  aussi  par  sa 
nature,  la  limite  nécessaire  vers  laquelle  tend  le  rapport 
entre  l'accroissemenl  dr  la  fonction  primitive  <•(  celui  de 
sa  variable,  à  mesure  que  ce  dernier  diminue  indéfini- 
ment,  puisqu'(dle  exprime  évidemmeni  ce  (|ue  devicnl 
ce  rapport,  en  supposant  nul  l'accroissement  de  la  va- 
riable.  O  qu'on   désigne    par -7-^  dans   la    méllmde    de 

Leibiiitz.    ce    nu'(Hi    devi'ait    noter    L  —    dans    relie    de 

Newton,  el  ce  ([Ue  Lagran*;ea  indique  par  /'    r  ,  est  Inu- 
jours  une  même  fonction,  envisagée  sous  trois  pninls  de 
vue   différents;    les    coiisid«''i'alioiis    de    Leihnitz    el     de 
Newton,  consistant  proprenienl  à   taire  cniinailre    deux 
propriétés  générales  nécessaires  d«'  la  fnnction  dérivée. 
L'analyse    transcendante,    examinée    abstrailemml.    et 
dans  son  principe,  est    (bmc  tnnjniii>    la    menu*,    quelle 
(jue  soit  la  conception   qu  on  adopte  :    1rs   proc»'di's  du 
calcul  des  fonctions  iiidiiecles  sont  nécessaiienn-nl  i<len- 
ti<jues  ilans  ces    diverses   méthodes   (jui,  pareillement, 
doivent,    pour     un»'    ajiplication    quelconque,    conduire 
constamment  a  des  résultats  rigoureusement  conformes. 
Si   maintenant   nous  cherchons  à  apprécier  la  valeur 
relative    de    ces    trois   conceptions    équivalentes.    n(»us 
trouverons  «lans  chacune  d«'s  avantafies  et   des  iiiconvé- 
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nients  qui  lui  sont  propres,  et  qui  empêchent  encore 
les  géomètres  de  s'en  tenir  strictement  à  une  seule 
d'entre  elles,  considérée  comme  définitive. 

La  conception  de  Leibnitz  présente,  incontestable- 
ment, dans  l'ensemble  des  applications,  une  supériorité 
très  prononcée,  en  conduisant  d'une  manière  beaucoup 
plus  rapide,  et  avec  bien  moins  d'efforts  intellectuels,  à 
la  formation  des  équations  entre  les  grandeurs  auxi- 
liaires. C'est  à  son  usage  que  nous  devons  la  haute  per- 
fection qu'ont  enfin  acquise  toutes  les  théories  générales 
de  la  géométrie  et  de  la  mécanique.  Quelles  que  soient 
les  diverses  opinions  spéculatives  des  géomètres  sur  la 
méthode  infinitésimale,  envisagée  abstraitement,  tous 
s'accordent  tacitement  à  l'employer  de  préférence,  aus- 
sitôt qu'ils  ont  à  traiter  une  question  nouvelle,  afin  de 
ne  point  compliquer  la  difficulté  nécessaire  par  cet  obs- 
tacle purement  artificiel,  provenant  d'une  obstination 
déplacée  à  vouloir  suivre  une  marche  moins  expéditive. 
Lagrange  lui-même,  après  avoir  reconstruit  sur  de  nou- 
velles bases  l'analyse  transcendante,  a  rendu,  avec  cette 
haute  franchise  qui  convenait  si  bien  à  son  génie,  un 
hommage  éclatant  et  décisif  aux  propriétés  caractéris- 
tiques de  la  conception  de  Leibnitz,  en  la  suivant  exclu- 
sivement dans  le  système  entier  de  la  mécanique  ana- 
h/tifpxe.  Un  tel  fait  nous  dispense,  à  ce  sujet,  de  toute 
autre  réflexion. 

.Mais  quand  on  considère  en  elle-même,  et  sous  le 
rapport  logique,  la  conception  de  Leibnitz,  on  ne  peut 
s'empêcher  de  reconnaître  avec  Lagrange  qu'elle  est 
radicalement  vicieuse,  en  ce  que,  suivant  ses  propres 
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expressions,  la  notion  des  infiniment  petits  est  une  iiiro 
faus>ip,  qu'il  est  impossible,  en  effet,  de  se  représenln- 
nettement,  quoiqu'on  se  fasse  quelquefois  illusion  à 
cet  égard.  L'analyse  transcendante,  ainsi  conçue,  pré- 
sente, à  mes  yeux,  cette  grande  imperfection  philoso- 
phique, de  se  trouver  encore  essentiellement  fondée  sur 
ces  principes  métaphysiques,  dont  l'esprit  humain  a  vw 
faut  de  peine  à  dégager  toutes  ses  théories  positives. 
Sous  ce  rapport,  on  peut  dire  que  la  méthode  infinili'si- 
niale  porte  vraiment  l'empreinte  caractéristique  d»-  l'r- 
poque  de  sa  fondation,  et  du  génie  propre  de  son  fonda- 
teur. On  peut  bien,  il  est  vrai,  par  l'ingénieuse  idée  de 
la  compensation  des  erreurs,  s'expliquer  d'une  manière 
générale,  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  l'exacti- 
lude  nécessaire  des  procédés  g"énéraux  qui  eomposent 
la  méthode  infinitésimaje.  Mais  c«'la  seul  ir»'sl-il  pas  un 
inconvénient  radical,  que  d'être  obligé  de  distin,i:,Mn'r.  vw 
mathématique,  deux  classes  de  raisonnements,  c<mix 
(jui  sont  parfaitement  ligourrux.  v\  eeux  dans  lesquels 
on  commet  à  dessein  des  erreurs  (jui  devront  se  com- 
penser plus  tard  ?  l'ne  conception  qui  cnriduil  ados  Ci^^^- 
séquences  aussi  étranges  est,  sans  dniit«'.  ratinniirllr- 
ment.  bien  peu  satisfaisante. 

(le  serait  évidemment  éhnh'i-  la  difficulté  sjins  la  i«'- 
soudre,  que  de  din*.  comme  nu  l'a  fait  quelquefois, 
qu'il  est  possible,  par  rapport  à  chaqu»'  qurstimi  .  do 
faire  rentrer  la  méthode  infinitésimale  proprement  dito 
dans  celle  des  limitos.  dont  lo  caractère  h><Lrique  osl  irré- 
prochablo.  D'ailleurs,  une  toile  transformation  mlève 
presque  entièrement    ii   la   concoption    de   Leibnilz   les 
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avantages  essentiels  qui  la  recommandent  si  éminem- 
ment, quant  à  la  facilité  et  à  la  rapidité  des  opérations 
intellectuelles. 

Enfin  n'eût-on  même  aucun  égard  aux  importantes 
considérations  qui  précèdent,  la  méthode  infinitésimale 
n'en  présenterait  pas  moins  évidemment,  par  sa  nature, 
ce  défaut  capital  de  rompre  l'unité  de  la  mathématique 
abstraite,  en  créant  un  calcul  transcendant  fondé  sur  des 
principes  si  différents  de  ceux  qui  servent  de  base  à  l'a- 
nalyse ordinaire.  Ce  partage  de  l'analyse  en  deux 
mondes  presque  indépendants  tend  à  empêcher  la  for- 
mation des  conceptions  analytiques  véritablement  gé- 
nérales. Pour  en  bien  apprécier  les  conséquences,  il 
faudrait  se  reporter,  par  la  pensée,  à  l'état  dans  lequel 
se  trouvait  la  science,  avant  que  Lagrange  eut  établi 
entre  ces  deux  grandes  sections  une  harmonie  générale 
et  définitive. 

Passant  à  la  conception  de  Newton,  il  est  évident  que, 
par  sa  nature,  elle  se  trouve  à  l'abri  des  objections  lo- 
giques fondamentales  que  provoque  la  méthode  de 
Leibnitz.  La  notion  des  limites  est,  en  effet,  remarqua- 
ble par  sa  netteté  et  par  sa  justesse.  Dans  l'analyse 
transcendante  présentée  de  cette  manière,  les  équations 
sont  envisagées  comme  exactes  dès  l'origine,  et  les 
règles  générales  du  raisonnement  sont  aussi  constam- 
ment observées  que  dans  l'analyse  ordinaire.  Mais,  d'un  ' 
autre  côté,  elle  est  bien  loin  d'offrir,  pour  la  solution 
des  problèmes,  d'aussi  puissantes  ressources  que  la  mé- 
tbode  infinitésimale.  Cette  obligation  qu'elle  impose  de 
lie  considérer  jamais  les  accroissements  des  grandeurs  se- 
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parement  et  on  eux-mêmes,  ni  seulement  dans  leurs  rap- 
|>orls,  mais  uniquement  dans  les  limites  de  ces  rapports, 
ralentit  considérablement  la  marche  de  l'intelligence 
pour  la  formation  des  équations  auxiliaires.  On  peut 
même  dire  qu'elle  gène  beaucoup  les  transformations 
purement  analytiques.  Aussi  le  calcul  transrendant, 
considéré  séparénu-nl  de  ses  applications,  est-il  loin 
(loffrii  dans  cette  méthode  l'étendue  cl  la  généralité 
que  lui  a  imprimées  la  conception  de  Lrihnil/..  ('/est 
1res  péniblement,  par  exemple,  qu'on  parvient  à  étendre 
l;i  théorie  de  Newton  aux  fond  ions  de  plusieurs  variables 
indépendantes.  Quoi  qu'il  en  soit,  c'est  surtout  par  rap- 
port aux  applications  (jiif  l'infériorité  relative  de  cette 
théorie  se  trouve  marquée. 

^^•  ne  dois  pas  négliger  à  ('«' suj«'l  de  Liiic  ohs«'r\('r  (jur 
plusii'urs  géomètres  du  conlinenl.  «'U  adoptant,  roinnu» 
|ilus  rationnelle,  la  méthoch'  de  Newton  {mur  sn  vit  de 
hase  il  l'anal vse  liaiiscendante,  on!  déguisé  en  partie 
cellr  intériorité  par  une  ^ia\r  iii(diis(''queii(r,  qui  <<tn- 
sisle  a  appliquer  à  celle  nu'liiodc  la  nnlalion  iniai:iué»' 
pai"  Leihnilz  poui"  la  mélhodi^  inlinih'simale  el   «pii  n  rsl 

Il  •      Il      I  -      I     •  '/  V 

réellement  projtie  (]u  a  elle,  hn  désignant  par  y^ceipie, 

lahminellmienl .  il   faudi'aiL  da?is  l,i  lln-niir  des  iiniiles. 

noter  L—~.  et  en  etendani   à   toutes  les  autres   notions 
A./ 

analytiques  ce  déplacement  de  signes,  on  se  propose, 
sans  doute,  de  combiner  les  avantages  spéciaux  des 
deux  méthodes:  mais  on  ne  parvient,  «ii  r»'alite.  qu  ;» 
établir  entre  elles  une   eoFilusinu  \icieuse,  diuil  I  habi- 
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tilde  tend  à  empêcher  de  se  former  des  idées  nettes  et 
exactes  de   l'une  ou  de  l'autre.  Il  serait,  sans  doute, 
étrange,  à  considérer  cet  usage  en  lui-même,  que,  par 
le  seul  moyen  des  signes,  on  pût  effectuer  une  véritable    | 
combinaison  entre  deux  théories   générales  aussi  dis-    | 

tinctes. 

Enfin,  la  méthode  des  limites  présente  aussi,  quoiqu'à 
un  moindre  degré,  l'inconvénient  majeur  que  j'ai  signalé 
ci-dessus,  dans  la  méthode  infinitésimale,  d'établir  une 
séparation  totale  entre  l'analyse  ordinaire  et  l'analyse 
transcendante.  Car  l'idée  des  limites,  quoique  nette  et 
rigoureuse,  n'en  est  pas  moins,  par  elle-même,  comme 
Lagrange  Ta  remarqué,  une  idée  étrangère  dont  les 
théories  analytiques  ne  devraient  pas  se  trouver  dépen- 
dantes. 

Cette  unité  parfaite  de  l'analyse,  ce  caractère  pure- 
ment abstrait  de  ses  notions  fondamentales,  se  trouvent 
au  plus  haut  degré  dans  la  conception  de  Lagrange,  et 
ne  se  trouvent  que  là.  Elle  est,  pour  cette  raison,  la 
plus  rationnelle  et  la  plus  philosophique  de  toutes. 
Ecartant  avec  soin  toute  considération  hétérogène,  La- 
grange a  réduit  l'analyse  transcendante  à  son  véritable 
caractère  propre,  celui  d'offrir  une  classe  très  étendue  de 
transformations  analytiques,  à  l'aide  desquelles  on  faci- 
lite singulièrement  l'expression  des  conditions  des  divers 
problèmes.  En  même  temps,  cette  analyse  s'est  néces- 
sairement présentée  par  là  comme  une  simple  extension 
do  l'analyse  ordinaire;  elle  n'a  plus  été  qu'une  algèbre 
supérieure.  Toutes  les  diverses  parties,  jusqu'alors  si 
incohérentes,  de  la  mathématique  abstraite,  ont  pu  être 
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conçues,  dès  ce  moment,  comme  foiinant  un  système 
unique. 

Malheureusement,  une  conception  douée,  indépendam- 
ment de  la  notion  si   simple  et  si  lucide  qui  lui  corres- 
pond, de  propriétés  aussi  fondamentales,  et  qui  est,  sans 
doute,  destinée  à  devenir  la  théorie  définitive  de  l'ana- 
lyse transcendante,  à  cause  de  sa  haute  supériorité  phi- 
losophique sur  toutes   les  autres  méthodes  proposées, 
présente,  dans  son  état  actuel,  trop  de  difficultés,  quant 
aux  applications,  lorsqu'on  la  compare  à   la  conception 
de  Newton,  et  surtout  à  celle  de  Leihnilz,  pour  pouvoir 
èlre  encore  exclusivement  adoptée.  Lii^ranji^e  lui-même 
li'est  parvenu  que  très  péniblement  à  ielrouv(;r,  d'après 
sa  méthode,  les  résultats  principau.\  déjà  (jhteims  par  la 
méthode  infinitésimale  poui'  la   solution  des  questions 
générales  de  géométiie  el  de  mécanique;  on  peut  juger 
j)ar  là  combien  (»ii  liouverait  d'obstacles  à  traiter,  de  la 
même  manièic,  des  (juestions  vraiment  nouvelles  et  de 
quelque  importance.   11   est  vrai  (jue  Lag^raiiiie,  en  plu- 
sieurs occasions,  a  montré  que  les  difficultés,  même  arti- 
ficielles, déterminent,  dans  les  hommes  de  génie,  des 
efforts  supérieurs,  susceptibles  de  conduire  à  des  résul- 
tats plus  étendus.  C'est  ainsi  <jn'en  tenlanl  «l'adapter  sa 
méthode  à  l'étude  de  la  courbure  des  lignes,  (|ni  parais- 
sait si  |ieu   poiiV(tii-  en  comporti.'r  l'application,    il   s'est 
élevé  a  cette  belle  lli»'oi  ir  dt^  contacts  «pii  a  laiil  perfec- 
tionné  cette  partie   importante  «le  la  géométrie.   Mais, 
malgré  ces  heureuses  exceptions,  la  conception  d»-  La- 
graiii^e  n'en  est  pas  moins  jusqu'ici  demeurée,  dans  son 
•  iisemble,  essentiellement  impropre  au.x  applications. 
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Le  résultat  final  de  la  comparaison  générale  que  je 
viens  d'esquisser,  et  qui  exigerait  de  plus  amples  déve- 
loppements, est  donc,  comme  je  l'avais  avancé  en  com- 
mençant cette  leçon,  que,  pour  connaître  réellement 
l'analyse  transcendante,  il  faut  non  seulement  la  con- 
sidérer, dans  son  principe,  d'après  les  trois  conceptions 
fondamentales  distinctes,  produites  par  Leibnitz,  par 
Newton  et  par  Lagrange,  mais,  en  outre,  s'habituer 
à  suivre  presque  indifféremment  d'après  ces  trois  mé- 
thodes principales,  et  surtout  d'après  les  deux  exlrêmes, 
la  solution  de  toutes  les  questions  importantes,  soit  du 
calcul  des  fonctions  indirectes  en  lui-même,  soit  de  ses 
applications.  C'est  une  marche  que  je  ne  saurais  trop 
fortement  recommander  à  tous  ceux  qui  désirent  juger 
philosophiquement  cette  admirable  création  de  l'esprit 
humain,  comme  à  ceux  qui  veulent  essentiellement 
apprendre  à  se  servir  avec  succès  et  avec  facilité  de  ce 
puissant  instrument.  Dans  toutes  les  autres  parties  de  > 
la  science  mathématique,  la  considération  de  diverses 
méthodes  pour  une  seule  classe  de  questions  peut  être 
utile,  môme  indépendamment  de  l'intérêt  historique 
(ju'elle  présente  ;  mais  elle  n'est  point  indispensable  : 
i<i,  au  contraire,  elle  est  strictement  nécessaire. 

Ayant  déterminé  avec  précision,  dans  cette  leçon,  le 
caractère  philosophique  du  calcul  des  fonctions  indi- 
rectes, d'après  les  principales  conceptions  fondamentales 
«loiii  il  est  susceptible,  il  me  reste  maintenant  à  consi-  1 
jlércr,  dans  la  leçon  suivante,  la  division  rationnelle  et 
la  composition  générale  de  ce  calcul. 
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Tableau  général  du  calcul  de»  fonctlonM  IntlIrecteH. 

Par  suite  des  considérations  exposées  dans  la  Ireori 
précédente,  on  conçoit  que  le  calcul  des  fonctions  iiidi- 
l'ccles  se  divise  nécessairement  en  deux  parties,  ou. 
pour  mieux  dire,  se  décompose  en  deux  calculs  loul-à- 
fail  distincts,  quoique,  pai  Iriir  natiiir.  inliinemciil 
liés;  suivant  qu'on  se  propose  de  trouver  les  relations 
entre  les  grandeurs  auxiliaires,  dont  l'introdurtion 
constitue  l'esprit  g^énéral  de  ce  calcul,  d 'apri'^  les  re- 
lations entre  les  grandcHirs  primitives  coiic^pondaiiles  ; 
ou  (jiioii  cherche,  m  sens  inverse,  à  découvrir  ces 
•  Mpiations  directes  d'après  les  «'cjualions  indiiecles  éta- 
blies immédiatement .  Tel  est.  en  effet,  le  douhle  ohjet 
(pTon  a  eontinnellrmcnt  en  vue  d;iii-«  I  analv^^e  li-an<- 
ceudanle. 

(les  d(Mix  calcnU  ont  vm\  difh'i'enf^  noms.  <rdnn  le 
point  (le  viH'  >on^  ItMpicI  a  r\v  eus  i^au»'  I  en^«'rnld«'  Ar 
cette  anaivse.  La  nn-tlindr  infinitr^imal,.  pi(q)i-eineiit 
dite  «'tant  jusqu'ici  la  |iln^  n-«it<''('.  pai-  les  rai^nn^  qnr 
j';ii  disculées,  j)res(pie  tous  les  géomètres  du  contiin-nl 
emploient   hahituellemenl.   pour  désii^ner  ces  deux  cul- 
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culs,  les  dénominations  de  calcul  différentiel ei  Aq  calcul 
intégral,  établies  par  Leibnitz,  et  qui  sont,  en  effet,  des 
conséquences  très  rationnelles  de  sa  conception.  Newton, 
d'après  sa  méthode,  a  nommé  le  premier  le  calcul  des 
fluxions,  et  le  second  le  calcul  des  fluentes,  expressions 
communément  adoptées  en  Ang^loterre.  Enfin,  en  sui- 
vant la  théorie  éminemment  philosophique  fondée  par 
Lagrange,  on  appellerait  l'un  le  calcul  des  fonctions  dé- 
rivées, et  l'autre  le  calcul  des  fonctions  primitives.  Je 
continuerai  à  me  servir  des  termes  de  Leibnitz,  comme 
plus  propres,  dans  notre  langue,  à  la  formation  des 
expressions  secondaires,  quoique  je  doive,  d'après  les 
explications  contenues  dans  la  leçon  précédente,  em- 
ployer concurremment  toutes  les  diverses  conceptions, 
en  me  rapprochant,  autant  que  possible,  de  celle  de  La- 
grange. 

Le  calcul  différentiel  est  évidemment  la  base  ration- 
nelle du  calcul  intégral.  Car  nous  ne  savons  et  ne  pou- 
vons savoir  intégrer  immédiatement  que  les  expressions 
différentielles  produites  par  la  différentiation  des  di- 
verses fonctions  simples  qui  constituent  les  éléments 
généraux  de  notre  analyse.  L'art  de  l'intégration  con- 
siste ensuite  essentiellement  à  ramener,  autant  que  pos- 
sible, tous  les  autres  cas  à  ne  dépendre  finalement  que 
de  ce  petit  nombre  d'intégrations  fondamentales. 

En  considérant  l'ensemble  de  l'analyse  transcendante, 
l»'l  que  je  l'ai  caractérisé  dans  la  leçon  précédente,  on 
ne  voit  pas  d'abord  quelle  peut  être  l'utilité  propre  du 
calcul  différentiel,  indépendamment  de  cette  relation 
nécessaire  avec   le  calcul  intégral,  qui   semble   devoir 
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ôtre,  par  lui-même,  le  seul  direclement  indispensable. 
En  effet,  l'élimination  des  infinitésimales  ou  des  déri- 
vées, introduites  comme  auxiliaires  pour  faciliter  l'éta- 
blissement des  équations,  constituant,  d'après  ce  que 
nous  avons  vu,  l'objet  définitif  et  invariable  du  calcul 
des  fonctions  indirectes,  il  est  naturel  de  penser  que  le 
calcul  qui  enseigne  à  déduire  des  équations  entre  ces 
grandeurs  auxiliaires,  celles  qui  ont  lieu  entre  les  gran- 
deurs primitives  elles-mêmes,  doit  strictement  suffi ir 
aux  besoins  généraux  dr  l'analyse  transcendante,  sans 
qu'on  aperçoive,  au  premier  coup-d'œil,  quelle  part  spé- 
ciale et  constante  peut  avoir,  dans  une  telle  analyse,  la 
solution  de  la  question  inverse.  Ce  serait  abusivement 
que,  suivant  l'usage  ordinaire,  pour  expliquer  l'iiilluence 
directe  et  nécessaire  propre  au  calcul  différentiel,  un  lui 
assignerait  la  destination  de  former  les  équations  diffé- 
rentielles, d'où  le  calcul  intégral  fait  parvenir  ensuite 
aux  équations  finies.  Car  la  formatinn  primitivi'  tK'S 
é<|ualions  différentielles  n'est,  rt  ne  piMit  (Mrc,  a  piopn»- 
uicntparler,  l'objet  d'aucuncabul,  puisqu'cllr  constitue, 
au  contraii'e.  par  sa  nalni»'.  le  point  de  dépail  indispeii- 
Siihle  (le  tuul  calcul  (juelconqui'.  (iniiiuirnl.  «'Il  parlieu- 
li<'r,  le  calcul  difféieutiel  qui,  par  lui-uiriue,  si'  réduit  à 
enseigner  les  nioveiis  d»'  di/lrrrulirr  les  di\erses  écjua- 
tions,  pourrait-il  être  un  pi(M  ('«dé  général  pour  en  «Ha- 
blii?  Ce  (jui,  dans  Inulc  application  de  l'analyse  haiis- 
ceiidaule.  facilite  eu  eltrl  la  fofîualinn  de^  ('(pialious, 
c'est  la  nirllunlr  infinitésimale,  el  unu  le  r<ilt  ni  iuliuilé'- 
siruaL  qui  ru  <'sl  |>ai"laiteineiil  di^liuel.  «pimipi'eii  elaul 
le  eonij)l«MU('ul    iudispensabi»'.    l  ue  Irlle  considération 
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(lonnorait  donc  une  fausse  idée  de  la  destination  spé- 
ciale qui  caractérise  le  calcul  différentiel  dans  le  sys- 
tème général  de  l'analyse  transcendante. 

Mais  ce  serait,  néanmoins,  concevoir  bien  imparfaite- 
ment la  véritable  importance  propre  de  cette  première 
branche  du  calcul  des  fonctions  indirectes,  que  d'y  voir 
seulement  un  simple  travail  préliminaire,  n'ayant 
d'autre  objet  général  et  essentiel  que  de  préparer  au 
calcul  intégral  des  fondements  indispensables.  Comme 
les  idées  sont  ordinairement  confuses  à  cet  égard,  je 
crois  devoir  expliquer  sommairement  ici  cette  impor- 
tante relation,  telle  que  je  la  conçois,  et  montrer  que, 
dans  chaque  application  quelconque  de  l'analyse  trans- 
cendante, une  première  part  directe  et  nécessaire  est 
constamment  assignée  au  calcul  différentiel. 

En  formant  les  équations  différentielles  d'un  phéno- 
mî'ue  quelconque^  il  (isl  bien  rare  qu'on  se  borne  à  in- 
li'orhiiie  différentiellement  les  seules  grandeurs  dont  on 
cliercho  les  relations.  S'imposer  cette  condition,  ce  serait 
dimimicj'  inutilement  les  ressources  que  présente  l'ana- 
lyse tianscendante  pour  l'expression  des  lois  mathéma-i 
tiques  des  phénomènes.  Le  plus  souvent  on  fait  entrer 
aussi  par  leurs  différentielles,  dans  ces  équations  pre- 
mières, d'autres  grandeurs,  dont  la  relation  est  déjà 
connue  ou  supposée  l'être,  et  sans  la  considération  des- 
quelles il  serait  fréquemment  impossible  d'établir  les 
équations.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  dans  le  pro- 
blème général  de  la  rectification  des  courbes,  l'équation 
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nesl  pas  seulement  établie  entre  la  fonction  cherclu'e  s 
cl  la  variable  indéjXMidante  ./•  à  laquelb'  on  vent  la  rap- 
porter; mais  on  a  introduit  en  nn'^inr  lt'iiij)s,  coninir 
intermédiaires  indispensables,  les  différentielles  d'uiu' 
ou  deux  autres  fonctions  y  et  z,  qui  sont  au  nonibrc  d«*s 
données  du  problème  ;  il  n'eut  [)as  été  possible  de  former 
immédiatement  l'éqnation  cnlic  ds  et  f/./\  qui  seiait 
d'ailleurs  particulière  à  cha(pir  ((luihc  ('(insi(b'«ré«'.  Uni 
est  de  même  pour  la[)lupart  des  questions.  Or,  dans  ces 
cas,  il  est  évident  que  l'équation  différentiellr  n'est  |)as 
immédiatement  propre  à  ritité^ration.  Il  faut,  au[»ara- 
vant,  que  les  différenticdles  des  fonclicuis  supposé«'s 
connues,  ijui  cmt  été  employées  connue  intermédiaires, 
soi«;nt  entièrement  éliminées,  afin  «pie  les  é(piations  se 
Irouvent  établies  entre  les  différentielles  des  seules  fonc- 
liniis  chercbées  et  celles  des  variables  r«'*elleineiil  iinlc- 
pendantes,  api'ès  (|U(ii  l;i  (|iie.sli(ni  ne  de|»rii(l  |»liis  eftec- 
livenu'nt  que  du  calcul  iiil(''i:ral.  Oi  ,  celle  cliiniiialinn 
pi"(''paratoii"e  de  ceilaiiie-«  ditfcn'iilir'lles.  afin  de  réduire 
les  inlinih'siniales  an  jilns  pelil  nninine  [lossible,  es! 
sinipleinr'nt  du  ressoil  «In  calcnl  (liHcienliel.  Car  elle 
doit  se  faii'e,  évidenmienl ,  en  delerminanl.  d  a|»res  les 
•  'qualioiis  entre  les  jonctions  supposées  j-onnues  prises 
pour  inteiïncMliaires.  les  relation^  de  leurs  difb'ren- 
liellcs,  ce  (pii  n'est  qn'inic  ipicst  ion  de  ilillcrcnt  lalinii. 
Aillai,  pai'  exemple.  (lan-<  le  cas  des  rect  ilicatnifis.  il 
raiidia  d'abm-d  calculer  J//  ou  f/t/  et  */:,  en  diftV'ieiitianl 
liMpialion  nii  les  equjilion^  de  cliaque  courbe  proposi'c  ; 
et  d'après  ces  expressions,  la  tormule  difl'ereiitielb»  gé- 
nérale énoncée  ci-dessus   ne  coutiemlia   jdiis  que   /A  ri 
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<l.r ;  parvenue  à  ce  point,  léliminaiion  des  infinitési- 
males ne  peut  plus  être  achevée  que  par  le  calcul  intégral. 

Tel  est  donc  l'office  général  nécessairement  propre 
au  calcul  différentiel  dans  la  solution  totale  des  ques- 
tions qui  exigent  l'emploi  de  l'analyse  transcendante  : 
préparer,  autant  que  possible,  l'élimination  des  infinité- 
simales, c'est-à-dire  réduire,  dans  chaque  cas,  les  équa- 
tions différentielles  primitives  à  ne  plus  contenir  que  les 
différentielles  des  variables  réellement  indépendantes  et 
celles  des  fonctions  cherchées,  en  faisant  disparaître, 
par  la  différentiation,  les  différentielles  de  toutes  les 
autres  fonctions  connues  qui  ont  pu  être  prises  pour  in- 
termédiaires lors  de  la  formation  des  équations  diffé- 
rentielles du  problème. 

Pour  certaines  questions,  qui,  quoique  en  petit  nom- 
bre, n'en  ont  pas  moins,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus 
tard,  une  très  grande  importance,  les  grandeurs  cher- 
chées se  trouvent  même  entrer  directement,  et  non  par 
leurs  différentielles,  dans  les  équations  différentielles 
primitives,  qui  ne  contiennent  alors  différentiellement 
que  les  diverses  fonctions  connues,  employées  comme 
intermédiaires  d'après  l'explication  précédente.  Ces  cas 
suiil,  de  tous,  les  plus  favorables,  car  il  est  évident  que 
le  calcul  différentiel  suffit  alors  entièrement  à  l'élimina- 
lioii  complète  des  infinitésimales,  sans  que  la  question 
puisse  donner  lieu  à  aucune  intégration.  C'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  dans  le  problème  des  tangentes, 
en  géométrie;  dans  celui  des  vitesses,  en  mécanique,  etc. 

Kiilin,  plusieurs  autres  questions,  dont  le  nombre  est 
aussi  fort  petit,  mais  dont  l'importance  n'est  pas  moins 
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pi'aiulc,  prr's<Milonl  un  soronrl  ras  dpxccplioii,  qui  fsl. 
par  sa  nature,  exactemont  rinversc  du  prérédcnt.  (le 
sont  celles  où  les  équations  différontiolles  se  trouvent 
rln*  immédiatemoiit  propres  à  l'iiitég-ration ,  parce 
qu'elles  ne  contiennent,  dès  leur  première  formatior), 
((lie  les  infinitésimales  relatives  aux  fonctions  rhercliées 
ou  aux  variables  réellement  indépendantes,  sans  qu'on 
ait  été  obli^ie  d'introduire  diftemitiellement  d'autres 
fonctions  comme  iiitermédiain^s.  Si,  dans  ces  ihmi- 
vcaux  cas,  on  a  effectivement  (nnj)loyé  ces  dernières 
fonctions,  comm«'.  par  hypothèse,  elles  entreront  direc- 
tement et  n(>n  par  leurs  différentieih^s,  l'aliièhi'e  oïdi- 
n.iire  suffira  pour  les  élimini^r,  et  réduire  la  (juesti(»n  à 
ne  pins  dé|H'ndre  (|ue  du  calcul  intégral.  Le  ealcul  diffé- 
rentiel n'aur.i  donc  alors  aucune  pail  spéciale  à  la  snln- 
tion  complète  du  problème,  (jui  sera  tout  entière  du  res- 
s(M't  du  calcnl  iFitésral.  La  «pu'stion  irénérale  des 
quadralur(»s  en  cdfre  nu  exemph'  im[)oi'tMnt.  cai'  I  équa- 
tion différentielle  ('tant  alors.  ^At —//</./ .  deviendra  iiu- 
mé'di;itement  propi-e  à  lintf'irratioFi  .nis^itut  (|m  nn  .uira 
éliminé,  dapri's  l'éipial  inn  de  la  conrlie  pinposee,  la 
Iniiction  intermédiaire  y.  ipii  w'v  eiitie  point  différen- 
tiellement  :  la  ménu'  circonstance  a  lieu  pnur  h-  pro- 
blème des  cubatures,  et  pour  quelques  autres  aussi  es- 
sentiels. 

En  résultat  général  des  c(»nsidénition^  précédentes, 
il  faut  donc  partager  en  troi««  classes  les  questions  ma- 
thématiques qui  exi-ent  I  enqdoi  d«'  l'analyse  Irausceu- 
d.'Ulte  :  la  jili'niieic  classe  comprend  les  problèmes  *-us- 
ceptibles   d'être  entièrement   résolus  au  moyen  du  seul 
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calcul  différentiel,  sans  aucun  besoin  du  calcul  intégral; 
la  seconde,  ceux  qui  sont,  au  contraire,  entièrement  du 
ressort  du  calcul  intégral,  sans  que  le  calcul  différentiel 
ait  aucune  part  à  leur  solution  ;  enfin,  dans  la  troisième 
el  la  plus  étendue,  qui  constitue  le  cas  normal,  les  deux 
autres  n'étant  que  d'exception,  les  deux  calculs  ont  suc- 
cessivement une  part  distincte  et  nécessaire  à  la  solution 
complète  du  problème,  le  calcul  différentiel  faisant  su- 
bir aux  équations  différentielles  primitives  une  prépa- 
rai i(m  indispensable  à  l'application  du  calcul  intégral. 
Telles  sont  exactement  les  relations  générales  de  ces 
deux  calculs,  dont  on  se  forme  communément  des  idées 
trop  peu  précises. 

Jetons  maintenant  un  coup  d'oeil  général  sur  la  com- 
position rationnelle  de  chacun  d'eux,  en  commençant, 
comme  il  convient  évidemment,  par  le  calcul  différen- 
tiel. 

Dans  l'exposition  de  l'analyse  transcendante,  on  a 
r habitude  de  mêler  à  la  partie  purement  analytique, 
qui  se  réduit  au  traité  abstrait  de  la  différentiation  et 
«le  l'iiilégration,  l'étude  de  ses  diverses  applications  prin- 
cipales, surtout  de  celles  qui 'concernent  la  géométrie. 
Cette  confusion  d'idées,  qui  est  une  suite  du  mode  effec- 
tif suivant  lequel  la  science  s'est  développée,  présente, 
sous  le  rapport  dogmatique,  de  graves  inconvénients  en 
r<'  qu'elle;  empêche  de  concevoir  convenablement,  soit 
l'analyse,  soit  la  géométrie.  Devant  considérer  ici  la  coor- 
diruition  la  |)lus  rationnelle  possible,  je  ne  comprendrai, 
datis  le  tableau  suivant,  que  le  calcul  des  fonctions  in- 
directes proprement  dit,  réservant,  pour  la  portion  de 
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ce  volume  relative  à  l'élude  philosophique  de  la  mathé- 
matique concrète,  l'examen  général  de  ses  grandes  ap- 
plications géométriques  et  mécaniques  (i). 

La  division  fondamentale  du  calcul  différentiel  pur,  ou 
<iii  traité  général  de  la  différenliation,  consiste  à  distin- 
guer deux  cas,  suivant  que  les  fonctions  analytiques 
qu'il  s'agit  de  différentier  sont  f.jpllrites  on  hnpliàtfs'^ 
dOù  deux  parties  ordinairement  désignées  par  les  noms 
de  difhMMMitialioii  ih's  finnnilrs  cl  ditfV'rrntialiou  drs 
r(iuatiotis.  Il  est  aisé  de  concevoir  à  priori  rimportancc 
de  celle  classificalion.  Kn  effet,  nue  telle  dislinction  se- 
lail  illusoire  si  l'analyse  ordinaire  était  parfaite,  c'est- 
à-dire,  si  l'ou  savait  résoudi'e  al^éhriquemeiil  toutes 
les  ('quations:  cai*  alors  il  seiail  possihie  de  iendr(w./- 
phcilc  loiile  iniHlioii  i  ni  pi  ti  ih'  ;  cl,  en  ne  la  diffcicn- 
lianl  que  dans  cet  «îlal,  la  sccniidc  jtailie  du  ealnil  dif- 
IV'reuticl  lentreiail  iinnu-dialeuienl  dans  la  preinièic. 
sans  dniuier  lien  à  anenne  n(MiV(dle  diffirnlh'.  Mais  la 
rés(»lnli«»n  ali:(d)i  icjnc  de--  c(piali(tns  ('lanl,  coinuie  nous 
l'avnns  VII.  encore  jnoqnt.'  dan>  I  enfance,  cl  iLinm»'»* 
jn^cpi  à  prr'sent  poin  le  plus  iirainl  nomlnc  des  cas,  on 
compreinl  (|n*il  en  doil  être  tout  aulivmeiil  :  puisqu'il 
s'agit  di's  lors,  a  pro|ti-eincnl  parler,  de  diffi'i'enlier  une 
fonelion  san'>  la  coiniailr»'.  InCn  «pi  (die  >-oil  dcleiinnn'c. 
La  diffé'reutialiou  des  fou<lions  iuqdieiles  <'onslihn«doue. 
par  >a  nature,  une  question  vrainu'ut  <listiucte   de  celle 

iJi  .l'ili  clilidi  <ltpiii-  luliij'ti'iiips.  (i.iiH  iiiiiii  rii*.i^liiiiii|il  iintiiMiK' 
dt*  r.inalysiî  transreiulanl»'.  l'onln'  «jih'  j«'  vaix  «-xpo^rr.  lii  iiomvimiii 
pi  oresfjfur  «raiialyse  Irunscrudaiite  a  IKooli!  Polytrohiiiquc,  «voc  h.'qucl 
ji;  iiir  f.'liritr  (!••  mT-tif  rtiicunlr.'.  M.  Malhi.'ii.  a  .itlopl.-,  y\n\\^  >*()ii  «•mn> 
il»;  <:«'Ut'  aunéi'.  imo  niarch»-  »'^?«'iili»'ll«'iii<'iit  !<«miiI»I<iI»Ii'. 


232  PHILOSOPHIE   POSITIVE 

(lue  présentent  les  fonctions  explicites,  et  nécessairement 
plus  compliquée.  Ainsi  c'est  évidemment  par  la  diffé- 
rent iation  des  formules  qu'il  faut  commencer,  et  on  par- 
vient ensuite  à  ramener  généralement  à  ce  premier  cas 
la  différentiation  des  équations,  par  certaines  considé- 
rations analytiques  invaria] >l es,  que  je  ne  dois  pas  men- 
tionner ici. 

Ces  deux  cas  généraux  de  la  différentiation  sont  en- 
core distincts  sous  un  autre  rapport  également  néces- 
saire, et  trop  important  pour  que  je  néglige  de  le  signa- 
ler.  La  relation  obtenue  entre    les   différentielles  est 
constamment  plus  indirecte,   par  rapport   à  celle  des 
quantités  finies,  dans  la  différentiation  des  fonctions  im- 
plicites que  dans  celle  des  fonctions  explicites.  On  sait, 
en  effet,  d'après  les  considérations  présentées  par  La- 
grange  sur  la  formation  générale  des  équations  diffé- 
rentielles, que,  d'une  part,  la  môme  équation  primitive 
peul    donner  lieu  à  un  plus  ou  moins  grand  nombre 
d'équations  dérivées  de  formes  très  diverses,  quoique, 
au  fond,  équivalentes,  suivant  celles  des  constantes  ar- 
bitraires que  l'on  élimine,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  la 
différentiation  des   formules   explicites;   et  que,  d'une 
autre  part,  le  système  infini  d'équations  primitives  dif- 
férentes qui  correspondent  à  une  même  équation  déri- 
vée présente  une  variété  analytique  bien  plus  profonde 
que    celle    des   diverses   fonctions    susceptibles    d'une 
même  différentielle  explicite,  et  qui  ne  se  distinguent 
les  unes  des  autres  que  par  un  terme  constant.  Les  fonc- 
tions implicites  doivent  donc  être  envisagées   comm( 
étant  réellement  encore  plus  modifiées  par  la  différen- 
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liatioii  que  les  fondions  explicites.  Nons  retronverniis 
tout  à  l'heure  cette  considération  relativement  au  calcul 
intégral,  où  elle  acquiert  une  importance  prépondé- 
rante. 

Chacune  des  deux  parties  fondamentales  du  calcul 
différentiel  se  subdivise  elle-même  en  deux  théories 
h'i's  distinctes,  suivant  qu'il  s'agit  de  différentier  des 
fonctions  à  une  seule  variable,  ou  des  fonctions  à  plu- 
sieurs variables  indépendantes.  Ce  second  cas  est.  par 
sa  nature,  lout-à-fail  distincl  (hi  premier,  el  présente 
évidemment  plus  de  c()m[)lication,  même  <;n  ne  considé- 
rant que  les  fonctions  explicites,  et  à  plus  ferle  raison 
pour  les  fonctions  implicites.  Du  reste,  l'un  se  déduit 
généralement  de  l'autre,  à  l'aide  d'un  principe  invariable 
fort  simple,  qui  consiste  à  regarder  la  différentielle 
totah»  d'une  fonction  en  vertu  des  accroissements  sinnil- 
lanés  des  diverses  variables  indépendantes  qu'elle  con- 
tient, comme  la  somme  des  différentielles  partielles  que 
produirait  l'accroissement  séparé  de  chaque  variable 
successivement,  si  toutes  les  antres  étaient  constantes. 
Il  faut,  d'ailleurs,  soigneusement  remar(juer  i\  ce  sujet 
une  notion  nouvelle  (ju'introduit .  dans  le  systt'me  de 
l'analyse  transcendante,  la  distinction  des  fonetions  à 
une  seule  variable  et  à  [dusieurs  :  c'est  la  enn^idératiou 
de  ces  diverses  huictions  dérivées  spéciales,  ndatives  à 
chaque  variable  isolément,  et  dniit  Ir  nninbie  émît  de 
plus  en  plus  à  mesure  qne  l'ordre  de  la  dérivation 
s'élève,  et  .nissi  quand  les  variables  sont  plus  multi- 
pliées. Il  en  r<''>nll<'  que  1rs  relations  différentielles  pro- 
pres aux  fonclion>  d<'  plusii'urs  variables  sont,  [>ar  leur 
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nature,  et  bien  plus  indirectes,  et  surtout  beaucoup  plus 
indéterminées  que  celles  relatives  aux  fonctions  d'une 
seule  variable.  Gela  est  principalement  sensible  pour 
les  fonctions  implicites  où,  au  lieu  des  simples  cons- 
tantes arbitraires  que  l'élimination  fait  disparaître 
(juand  on  forme  les  équations  différentielles  propres 
aux  fonctions  d'une  seule  variable,  ce  sont  des  fonctions 
arbitraires  des  variables  proposées  qui  se  trouvent  éli- 
minées, d'où  doivent  résulter,  lors  des  intégrations,  des 
difficultés  spéciales. 

Enfin,  pour  compléter  ce  tableau  sommaire  des  di- 
verses parties  essentielles  du  calcul  différentiel  propre- 
ment dit,  je  dois  ajouter  que,  dans  la  différentiation  des 
fonctions  implicites,  soit  à  une  seule  variable,  soit  à  plu- 
sieurs, il  faut  encore  distinguer  le  cas  où  il  s'agit  de 
différentier  à  la  fois  diverses  fonctions  de  ce  genre,  mê- 
lées dans  certaines  équations  primitives,  de  celui  où 
toutes  ces  fonctions  sont  séparées. 

Les  fonctions  sont  évidemment,  en  effet,  encore  plus 
implicites  dans  le  premier  cas  que  dans  le  second,  si 
r<»ii  considère  que  la  même  imperfection  de  l'analyse 
ordinaire,  qui  cmpeclie  de  convertir  toute  fonction  im- 
j)li(ite  en  une  fonction  explicite  équivalente,  ne  permet 
pas  davantage  de  séparer  les  fonctions  qui  entrent  si- 
iniiltanément  dans  un  système  quelconque  d'équations; 
il  s'agit  alors  de  différentier,  non  seulement  sans  savoir 
résoudre  les  équations  primitives,  mais  même  sans 
pouvoir  effectuer  entre  elles  les  éliminations  convena- 
bles, ce  qui  constitue  une  nouvelle  difficulté. 

Tels  sont  donc  l'encbaînemcnt  naturel  et  la  distribu- 
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lion  ralioiiiir'llc  d«'s  divcTscs  tliûurio  piincipah's  iluiil 
*;('  coinposr'  l«*  hailé  général  do  la  diftérenliation.  On 
\(»il  <jii('.  ia  différentiatioii  des  fonctions  impliriles  se 
déduisant  de  (♦'Iles  des  fonctions  explicite^  pai-  un  seul 
principe  conslaiil.  cl  la  difféj'cntiatioii  (l«'>  tniirlions  à 
[)lusi(Mns  variables  se  lanicnanl,  par  un  aulir  piincijK' 
\']\(\  à  ((die  drs  fninlions  à  une  smlc  variahlr.  lout  le 
(  .tl<iil  diffi'rcnliid  x'  Intuvr  l'oposcr,  en  dernii'rr  ana- 
Kso,  sur  la  différcntialion  des  fondions  explicites  à  niu' 
^eiile  vaiial)le,  la  seule  r|ui  s'exéeule  jamais  diiccle- 
uh'ul.  i)]\  il  est  aisé  de  concevoir  que  celte  première 
lliéorie,  base  nécessaiie  du  système  entier,  ((Uisiste  sim- 
plement dans  la  dirtV'reiiliatinn  des  dix  Iniictions  sim- 
plo.  ([ui  xml  les  élénuMiis  iniifoi'nu's  de  tnules  in.)s 
cninhinaisons  anaU  li(|ues,  ci  dnnl  j  ai  pi(''>-riih''  le  ja- 
hleau  (  i'"  lej-du,  pai:e  lil).  (lai-  l.i  dillV-ieiilialinn  drs 
tnurtions  composées  se  d«'duil  (''\  idenuurnl,  d  iiiif  lua- 
lui'ie  MUni«'(|iale  cl  Mi'ccssaiic,  t\r  ('(dic  t\i'^  Iniicllntis 
^imj)lc>  <pii  les  cniislihicul .  (Vcsl  doue  à  la  ('(uuiaissaucc 
de  ces  dix  diffi'rr'ul  icilcs  jnuilamculalc-».  et  à  «•elle  des 
deux  [U'ineipes  généraux,  ei-dessus  uieiil  imuu's,  (|iii  \ 
rauM'Ui'iil  Inus  les  autres  cas  p<)ssil)le^.  ipu'  se  iM'duil.  a 
pi"opremeul  parler.  Inui  Ir  Iraitc  de  la  diff«''renti.ilinii . 
(hi  \(iil,  par  la  coinbiuaisiui  de  <  <*s  di\erses  consid»'ra- 
liniis,  eombir'U  est  à  la  Inis  >imple  et  parfait  le  syslènu' 
eulier  du  ealeul  <lirferenlir|  proprement  dit.  il  enustilne 
CiM'lairn'menl,  sous  le  rapport  b>;;i«pu'.  le  -piMtaele  le 
plus  intéressant  «pie  I  auaUse  matlu'niatiipie  puisse  pr«*- 
Nculer  à  notre  iutidligeiicr. 

Le  tableau  général  «pie  je   \ieus  d'esquisser  sonnnai- 
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roment  offrirait,  néanmoins,  une  lacune  essentielle,  si 
je  n'indiquais  ici  distinctement  une  dernière  théorie,  qui 
forme,  par  sa  nature,  le  complément  indispensable  du 
traité  de  la  différentiation.  C'est  celle  qui  a  pour  objet  la 
transformation  constante  des  fonctions  dérivées,  en  ré- 
sultat des  chang-ements  déterminés  de  variables  indé- 
pendantes, d'où  résulte  la  possibilité  de  rapporter  à  de 
nouvelles  variables  toutes  les  formules  différentielles 
générales  établies  primitivement  pour  d'autres.  Cette 
question  est  maintenant  résolue  de  la  manière  la  plus 
complète  et  la  plus  simple,  comme  toutes  celles  dont  se 
compose  le  calcul  différentiel.  On  conçoit  aisément  l'im- 
portance générale  qu'elle  doit  avoir  dans  les  applica- 
lions  quelconques  de  l'analyse  transcendante,  dont  elle 
peut  être  considérée  comme  augmentant  les  ressources 
fondamentales,  en  permettant  de  choisir,  pour  former 
d'abord  plus  aisément  les  équations  différentielles,  le 
système  de  variables  indépendantes  qui  paraîtra  le  plus 
avantageux,  bien  qu'il  ne  doive  pas  être  maintenu  plus 
lard.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  plupart  des  ques- 
tions principales  de  la  géométrie  se  résolvent  beaucoup 
plus  aisément  en  rapportant  les  lignes  et  les  surfaces  à 
des  coordonnées  rectilignes,  et  qu'on  peut  néanmoins 
être  conduit  à  les  appliquer  à  des  formes  exprimées 
analytiquement  à  l'aide  de  coordonnées  polaires^  ou  de 
toute  autre  manière.  On  pourra  commencer  alors  la  so- 
lution différentielle  du  problème  en  employant  toujours 
le  système  rectiligne,  mais  seulement  comme  un  inter- 
médiaire, d'après  lequel,  par  la  théorie  générale  que 
nous  avons  en  vue  ici,  on  passera  au  système  définitif, 
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qu'il  eut  été  quolcjuofois  impossible  de  considérer  direc- 
tement. 

Dans  la  classification  rationnelle  que  je  viens  d'expo- 
ser pour  l'ensemble  du  calcul  différentiel,  on  serait 
naturellement  tenté  de  signaler  une  omission  grave, 
puisque  je  n'ai  pas  sous-divisé  chacune  des  quatre  par- 
lies  essentielles  d'après  une  autr»'  considération  géné- 
rale, qui  semble  d'abord  Inil  importante  en  elle-même, 
celle  de  l'ordre  plus  ou  moins  élevé  de  la  différenlia- 
tion.  Mais  il  est  aisé  de  comprendre  que  cette  distinction 
n'a  aucune  inlluence  réelle  dans  le  calcul  différentiel, 
en  ce  qu'elle  n'v  donne  lieu  à  aucune  difficulté  nouvelle. 
En  effet,  si  le  calcul  différentiel  n'était  pas  rigoureusc»- 
ment  complet,  c'est-à-dire,  si  on  ne  savait  point  diffé- 
rentier  indistinctement  toute  fonction  quelconque,  la  dif- 
férenliation  au  second  ordre,  ou  à  un  ordre  supérieur, 
ib'  chaque  fonction  déterminée,  pourrait  engendrer  des 
difficultés  spéciales.  Mais  la  parfailr  universalité  du 
calcul  différentiel  doniu'  évidonunent  l'assuranct'  de 
j)()UV()ii'  (lilfér<'nlit'i-  a  un  ordre  (|u<'i((»N(jUi'  toutes  h'> 
tnnttions  analytiques  connues,  la  «jucslion  sr  réduisant 
sans  cesse  à  une  différentiation  au  premier  tordre,  snr- 
cessivement  redoublée.  Ainsi,  la  considr'ralion  de>  di- 
vers oidres  de  difh'rentielles  peut  bien  donner  nai>>anee 
à  de  n(ui\-elle>  i('niar(|ue>  jilu^  ou  nioiii>  iiuporlanle^. 
surtout  en  ce  «pii  conceine  la  bjrinali<ui  de^  e(juatioM>> 
difb'i'enlielles,  et  le>  d(''riv«''e>  partielles  >uccessives  de.s 
loiH'ticuis  a  plusieuis  variables.  Mais  elle  ne  saurait, 
('videnuneul,  coM-^lilnei  aucun  nouveau  problème  gé- 
mirai dans  le  traite  de  la  difb'renlialion.    .Nous  vi'rrons 
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loul-à-riieurc  que  cotte  distinction,  qui  n'a,  pour  ainsi 
dire,  aucune  importance  dans  le  calcul  différentiel,  en 
acquiert,  au  contraire,  une  très  grande  dans  le  calcul 
intégral,  eu  vertu  de  l'extrême  imperfection  de  ce  der- 
nier calcul. 

Enfin,  quoique  j'aie  cru,  en  thèse  g-énérale,  ne  devoir 
nullement  envisager  en  ce  moment  les  diverses  applica- 
tions principales  du  calcul  différentiel,  il  convient  néan- 
moins de  faire  une  exception  pour  celles  qui  consistent 
dans  la  solution  de  questions  purement  analytiques,  qui 
doivent,  en  effet,  être  rationnellement  placées  à  la  suite 
(lu  traité  de  la  différentiation  proprement  dite,  à  cause  de 
l'homogénéité  évidente  des  considérations.  Ces  ques- 
tions peuvent  se  réduire  à  trois  essentielles  :  4"  le  déve- 
loppement en  séries  des  fonctions  à  une  seule  ou  à  plu- 
sieurs variables,  ou,  plus  généralement,  la  transforma- 
tion des  fonctions,  qui  constitue  la  plus  belle  et  la  plus 
importante  application  du  calcul  différentiel  à  l'analyse 
générale,  et  qui  comprend,  outre  la  série  fondamentale 
découverte  par  Taylor,  les  séries  si  remarquables  trou- 
vées par  Maclaurin,  par  Jean  Bernouilli,  par  La- 
grange,  etc.;  2°  la  théorie  générale  des  valeurs  maxima 
et  mini  ma  pour  les  fonctions  quelconques  à  une  seule  ou 
à  plusieurs  variables,  un  des  plus  intéressants  problèmes 
que  puisse  présenter  l'analyse,  quelque  élémentaire 
'lii'il  soil  devenu  aujourd'hui^  et  à  la  solution  complète 
duquel  le  calcul  différenliel  s'applique  très  naturelle- 
ment; 'i"  enfin,  la  détermination  générale  de  la  vraie 
valeur  des  fonctions  qui  se  présentent  sous  une  appa- 
rence!   indéterminée  pour    certaines   hypothèses    faites 
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sur  les  valeurs  dos  variahlos  rorrespoiHlîintos,  co  qui  est 
le  pioblèmo  le  moins  «''tendu  •'!  le  moins  imjiortant  drs 
trois,  (}uoi(ju'il  mérite  d'ètic  iioh'  ici.  La  piemii'n'  (jues- 
tion  est,  sans  ronlicdil.  la  piiiuipalc  sous  Inw^  1rs  laj»- 
|)orts  :  elle  est  aussi  la  plus  suscrptiMc  d'accpn'iir  dans 
la  suite  une  extension  nouvelle,  surtout  m  «'onccvanl, 
d'une  manière  plus  larg^e  qu'on  ne  la  fait  jus(ju*i«i,  I  «Mn- 
|)l(ji  du  calcul  diff«Mentiel  pom-  la  liansfonnation  <lr^ 
fonctions,  an  sujet  de  lafjiicllc  Laiirannc  a  laissé  qu<d- 
(jues  indications  j)r(''cieuses,  (pii  n'onl  ciicorr  r{r  ni  i^é- 
néralisées  ni  suivies. 

Je  reiii'ette  beaucoup  d'être  (d)liii'é'.  pai"  le<  limites  n«''- 
cessaires  de  cet  ouvrage,  de  me  bcuner  à  des  considéra- 
tions somnuiires  aussi  insuffisantes  sur  tous  les  divers 
sujets  que  je  viens  de  passer  en  revue,  e|  (pii  <  (MUpor- 
leraienl,  par  leur  natui'e,  des  d(''vel«q)pements  beaucouj) 
phis  «'tendus,  enconlinnanl  l(»ujoui>  ni'aninoins  ji  roter 
dans  les  ^•énéralit(''S  ipii  sont  b'  sujet  jiropie  de  ce  c(»ur">. 
Je  pa>se  niainlenant  à  l'exposition  ('iiab'Uienl  lapidr  du 
tableau  svst«''niali«pie  du  calcul  intégral  [)roprenient  dit, 
c'«'>l-a-diie  du  Irailt' absirail  de  rinl«'i:ralion. 

La  «livisi(Ui  buidainenlale  ilu  calcul  iuli'ijral  «'^l  buidée 
^in-  le  niènu'  principe  que  celle  ci-de>sus  exposée  pour  le 
calcul  différent i«'l.  en  dislin^'-uafit  rinl<'',i;iati<ui  des  for- 
umiIj'S  différeiiliclirs  e\plicit«'s,  et.  riulé^rati<ui  des  dif- 
léiTulielIcs  iiuplicilf^.  nu  «b's  (.'(piatinri^  iliff(''i-«'nli«'lle<. 
La  séparali<Mi  de  ces  deux  cas  est  nièiue  bien  plu^  juo- 
b»iide  i('lali\«'ineul  à  riiiléi;rali«ui,  «pie  sou>  le  >inq»le 
i-app«ul  de  la  dinViiulialiou.  hans  le  calcul  dilIV-reul  i<'l . 
eu     efb'l.     celle      d  i  s|  i  net  inu      ue      re|io^f.      cnniUie      UoUn 
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Tavons  vu,  que  sur  l'extrême  imperfection  de  l'analyse 
ordinaire.  Mais,  au  contraire,  il  est  aisé  de  voir  que, 
quand  même  toutes  les  équations  seraient  résolues  algé- 
briquement, les  équations  différentielles  n'en  constitue- 
raient pas  moins  un  cas  d'intégration  tout-à-fait  distinct 
de  celui  que  présentent  les  formules  différentielles  expli- 
cites. Car,  en  se  bornant,  par  exemple,  au  premier  ordre 
et  à  une  fonction  unique  y  d'une  seule  variable  x,  pour 
plus  de  simplicité,  si  Ton  suppose  résolue,  par  rapporta 

^-j-,  une  équation  différentielle  quelconque  entre  x,  y  et 

flX 

^~L,  l'expression  de  la  fonction  dérivée  se  trouvant  alors 

dx         ^ 

contenir  généralement  la  fonction  primitive  elle-même 
qui  est  l'objet  de  la  recherche,  la  question  d'intégration 
n'aurait  nullement  changé  dénature,  et  la  solution  n'au- 
rait fait  réellement  d'autre  progrès  que  d'avoir  amené 
l'équation  différentielle  proposée  à  ne  plus  être  que  du 
premier  degré  relativement  à  la  fonction  dérivée,  ce  qui 
est,  en  soi,  de  peu  d'importance.  La  différentielle  n'en 
serait  donc  pas  moins  déterminée  d'une  manière  à  peu 
près  aussi  implicite  qu'auparavant,  sous  le  rapport  de 
l'intégration,  qui  continuerait  à  présenter  essentielle- 
ment la  même  difficulté  caractéristique.  La  résolution 
algébrique  des  équations  ne  pourrait  faire  rentrer  le  cas 
que  nous  considérons  dans  la  simple  intégration  des  dif- 
iérentielles  explicites,  que  dans  les  occasions  très  parti- 
culières où  l'équation  différentielle  proposée  ne  contien- 
drait point  la  fonction  primitive  elle-même,  ce  qui  per- 
mettrait, par  conséquent,  en  la  résolvant,  de  trouver  -p- 

dx 
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en  fonction  de  x  seulement,  et  de  réduire  ainsi  la  ques- 
tion aux  quadratures. 

La  considération  (jue  je    viens   d'iiidifjiici-   pour   Ic^ 
équations  différentielles  les  plus  simples  aur.iil  évidem- 
ment encore  plus  d'importance  pour  celles  des  onires 
supérieurs  ou  qui  contiendraient  simultanément  diverses 
fonctions   de  plusieurs  variables  indépendantes.  Ainsi, 
l'intégration  des  différentielles  (pn'  ne  smit    déiciininées 
(ju'implicitement  constitue  par  sa  nature,  et  sans  aucun 
égard   à    l'état    de  l'algèbre,    un  cas  entièrenuMit    dis- 
tinct   de  celui  ndalif  aux  diffi^n'iitielles    explicitemrnl 
exprimées    en    fonction    des    variables    indépendantes. 
L'intégration  des  équations  diffV'rentielles  esl  dnne  nT»- 
cessairement  plus  comj)liqué<'  «pie  celle    des    diftéren- 
lielles  exj)liciles,   |»;ii'  l't'laboratiijn  desquelles  le  rah  ni 
intégral  a  pris  naissance,  el  dont  «Misuite  on  s'est  effore»'» 
de  faire,  autant  <]ne  possible,  déjM'iidre  les  .mires,  l'on-^ 
les  divers  procédés    anaU  titjues  proposT-s  jus^piic  i  poin 
intégrer  les  équations  différentielles,  soit  la  s(''par.ilion 
des  variables,  soit  la  niiHliode  des  nnilliplicatem  s,  eh-., 
ont  en  effet  poni'  bnl  de  ramener  <'es  inh'i;  rai  ions  a  celles 
des  foi'mules  diflV'i'enlieJles,  la  seule  ipn,  j>ar  ^a  nalnr-e, 
puisse  être  entrepiise    «liicctemenl.  Mallifiireusemenl, 
quelqu'imparfaite  (jne  soit    jnscju'ici  cell»*   base   néces- 
saire de  tout  le  calcul  intégral,  l'ail    d  y  l'éduiie  l'inté- 
gration   «les  é<jnatioFrs    difféFenlirlIcs    v^\    encor»-     bii-n 
moins  avancé. 

(^bacune  de  ces  denx  brandies  fondamentales  du 
calcul  intégral  se  sous-divise  «•iisuile  m  deux  antres, 
comme  dans  b' calcul  differeiiliel.  el  pardis  motifs  i*xftc- 

10 
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loment  analogues  (quo  je  me  dispenserai,  par  consé- 
quent, de  reproduire),  suivant  que  l'on  considère  des 
fonctions  à  une  variable  ou  des  fonctions  à  plusieurs 
variables  indépendantes.  Je  ferai  seulement  observer 
que  cette  distinction  est,  comme  la  précédente,  encore  i 
plus  importante  pour  l'intégration  que  pour  la  différen- 
tiation.  Cela  est  surtout  remarquable,  relativement  aux 
équations  différentielles.  En  effet,  celles  qui  se  rappor- 
tent à  plusieurs  variables  indépendantes  peuvent  évi- 
demment présenter  cette  difficulté  caractéristique,  et 
d'un  ordre  bien  plus  élevé,  que  la  fonction  cberchée  soit 
définie  différentiellement  par  une  simple  relation  entre 
ses  diverses  dérivées  spéciales  relatives  aux  différentes 
variables  prises  séparément.  De  là  résulte  la  branche  la 
plus  difficile,  et  aussi  la  plus  étendue  du  calcul  intégral, 
ce  qu'on  nomme  ordinairement  le  calcul  intégral  aux 
différences  partielles^  créé  par  d'Alembert,  et  dans 
lequel,  suivant  la  juste  appréciation  de  Lagrange,  les 
géomètres  auraient  dû  voir  réellement  un  calcul  nou- 
veau, dont  le  caractère  philosophique  n'est  pas  assez 
exactement  jugé.  Une  différence  très  saillante  entre  ce 
cas  et  celui  des  équations  à  une  seule  variable  indépen- 
dante consiste,  comme  je  l'ai  observé  ci-dessus,  dans 
les  fonctions  arbitraires  qui  remplacent  les  simples 
constantes  arbitraires  pour  donner  aux  intégrales  cor- 
r<*spondantes  toute  la  généralité  convenable. 

A  peine  ai-jc  besoin  d(i  dire  que  cette  branche  supé- 
rieure de  l'analyse  transcendante  est  encore  entièrement 
dans  l'enfance,  puisque,  seulement  dans  le  cas  le  plus 
siin|il«'.  relui  d'une  équation  du  premier  ordre  entre  les 
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dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  à  deux  variables 
indépendantes,  on  ne  sait  point  niènn'  juscju'ici  complè- 
tement ramener  l'intégration  à  celle  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires.  L'intégration  ri'lalivL'  aux  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  est  beaucoup  plus  avancée, 
dans  le  cas,  infiniment  plus  simple,  à  la  vérité,  «m  il  ne 
s'agit  (|ue  des  formules  différentielles  explicites.  On  sait 
alors,  en  effet,  quand  ces  formules  remj)liss('nt  lescondi- 
I ions  convenables  d'iiitégrabilit»',  icdiiiic  (•nii^lainiiirnl 
Iriir  intégration  aux  quadratures. 

Une  nouvelle  distinction  générale,  applicabb^  comme 
sous-division,  à  l'intégration  des  différentielles  expli- 
cites ou  implicites,  à  une  seule  variable  on  à  |)lusieuis, 
se  tire  de  l'ordre  plus  ou  moins  élevé  des  différentiations, 
qui  ne  donn»'  lieu  à  aucune  question  spécial»'  i\ii\\<>  !•• 
calcul  différentiel,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqui'. 

Relativement  aux  diffeientielles  explicites,  soit  a  imic 
sariable,  soit  à  plusieurs,  la  uc'-cessité  de  disi  iiiiiuci  Itui- 
divns  (M'dres  ne  liciil  qu  a  ICxlrruie  iniprrleclion  du 
calcul  intégial.  Ku  «'lïcl,  si  Tou  savait  eouslainiueiil 
iutégier  toute  foiinule  <liffereuli«'lle  du  |iii'UMei- nrdrr, 
l'intégration  d  uue  Ininnilr  du  seciuid  (•nlir  «mi  di'  huil 
juitre  lu'  conslilueiail  |M(iiil.  t'\  idcuuucul .  uu<'  qucsiinu 
iiouvrlle,  puis(ju'ru  I  irih'i;raul  d'alnud  au  |ii  cuiifr  nnli»'. 
ou  parvieiuli'ail  à  irxpn'ssiou  dilferrul  irllc  i\i>  I  ordre 
iuuucdialeuu'ul  piéeedeut,  d  (Ui,  par  luir  suih'  eou\e- 
uablt'  d'iiil/'iiralinus  aiialn^u«'S,  «ui  si-rail  erilaiu  de 
rriufuilcr  finalenieul  a  la  fourlimi  priuiit i\  ••.  i>bj<'l 
|iinpr<'  d'un  Ici  lra\ail.  Mais  Ir  pru  dr  <'nuuais>aures  que 
uiuis  pnsscdniis  sur  \r^  iuh'uialinus  pr«'Uiirrrs  fail  qu'il 
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n'en  est  point  ainsi  et  que  Tordre  plus  ou  moins  élevé 
(les  différentielles  engendre  des  difficultés  nouvelles. 
Car,  ayant  des  formules  différentielles  d'un  ordre  quel- 
conque supérieur  au  premier,  il  peut  arriver  qu'on  sache 
les  intégrer  une  première  fois  ou  plusieurs  fois  de  suite, 
et  que,  néanmoins,  on  ne  puisse  remonter  ainsi  aux 
fonctions  primitives,  si  ces  travaux  préliminaires  ont 
produit,  pour  les  différentielles  d'un  ordre  inférieur,  des 
expressions  dont  les  intégrales  ne  sont  pas  connues. 
Cette  circonstance  doit  se  présenter  d'autant  plus  fré- 
quemment, le  nombre  des  intég-rales  connues  étant 
encore  fort  petit,  que  ces  intégrales  successives  sont 
généralement,  comme  on  sait,  des  fonctions  très  diffé- 
rentes des  dérivées  qui  les  ont  engendrées. 

l*ar  rapport  aux  différentielles  implicites,  la  distinction 
des  ordres  est  encore  plus  importante;  car,  outre  le 
motif  précédent,  dont  l'influence  est  évidemment  ici  ana- 
logue, et  môme  à  un  plus  haut  degré,  il  est  aisé  de  sentir 
que  Tordre  supérieur  des  équations  différentielles  donne 
lieu  nécessairement  à  des  questions  d'une  nature  nou- 
velle. En  effet,  sût-on  même  intégrer  indistinctement 
toute  équation  du  premier  ordre  relative  à  une  fonction 
unique,  cela  ne  suffirait  point  pour  faire  obtenir  l'inté- 
grale définitive  d'une  équation  d'un  ordre  quelconque, 
toute  équation  différentielle  n'étant  pas  réductible  à 
celle  d'un  ordre  immédiatement  inférieur.  Si  Ton  a,  par 
exeniph',  pour  déterminer  une  fonction  y  de  la  variable 

j ,  une  relation  quelconque  entre  x,  y,  -^  et  -~-^,   on 

ii't'ii  pfMina  point  déduire  immédiatement,  en  effectuant 
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une  premièro  intégration,  la  relation  différmli»'!!»*  C(n- 

respondante  entre  x,  ii  et  -r-,  (roù,  par  une  seconde  inté- 

d.T  ' 

gration,  on  remonterait  à  l'équation  primitive.  (>ela  n'au- 
rait lieu  nécessairement,  du  moins  sans  introduire  de 
nouvelles  fonctions  auxiliaires,  ([ur  si  l'équation  du  se- 
cond ordre  proposée  ne  contenait  point  la  fonction  cher- 
chée y,  concurremment  avec  ses  dérivées.  En  thèse 
générale,  les  équations  diff('renti«'lles  devront  donc 
réellement  être  envisagées  comme  présentant  des  cas 
d'autant  plus  ijnplicitps  que  leur  ordre  est  plus  élevé,  et 
(|iii  Fie  pourrcuil  ifntrer  les  uns  dans  les  aniirs  qur  par 
des  méthodes  spéciales,  dont  la  rechercln»  cruistitur,  par 
ronséquent,  une  nouvelle  classe  de  questions  à  l'éiiard 
(lesqu(dles  on  ne  sail  jusqu  ici  prcscjuc  rien,  inéinc  poni- 
les  f(>nclions  d'une  seule  vaiiahh'  '  I). 

An  rcslc,  quand  on  examine,  d'une  inanier-e  Iresajipio- 
loiidir.  celle  disi  iiicl  iofi  des  diveis  oidres  d'équalions 
difféi-enlielles,  on  lidu\e  ijn  elle  pouirait  lenirer  cons- 
L'uiinienl  dans  nue  dci  iiieie  disliiiclioii  L:(''in''r.ile.  i-idalive 
aux  eqnalions  dinV-reiilieiles,  (|ue  j  ai  encore  ;i  si^^nalei-. 
\'A\  elfel.  h'S  ('(jualions  dirfei-enlielles  à  niie  sride  on  à 
plusieurs  variahles  iinlépendanles  penxeni  ne  conlmir 
simplemeni  (]n Une  seule  fonclion  on  Inen.  dan>  un  cas 
évidemment  pins  compliqu»'*  et  pln>  implicite  qni  coiros- 
pond  à  l.i  dil'fV'i'eiitiation  «les  fonctions  imjdicites  sinnil- 

(I;  Lf  seul  cas  iiii|iortaMl  «If  <p  ^Tiin*  ipii  .iit  «h- r(>iii|»lftirii«iil  ti.iid- 
jusqu'ici  vA  riiitfjitalinn  |Zt''U»'nilr  «les  «Miuatious  hmUiirrs  «l'un  (U'«lre 
«|u«l(oii(|u«',  à  cocHicieiits  constaiitR.  Kiiron;  se  Irouvet-elle  il^peiulrr 
hu<il«'ru*>iit  <l«'  la  résolutiou  al^'éhri4|ue  des  é(|uali«Mis  d'un  (lcf;ré  é^al  à 
l'onh-f  d«;  la  *liir«-n'utia(i<)U. 
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tanées,  ou  peut  avoir  à  déterminer  en  même  temps  plu- 
sieurs fonctions  d'après  des  équations  différentielles  où 
elles  se  trouvent  mêlées,  concurremment  avec  leurs  di- 
verses dérivées.  Il  est  clair  qu'un  tel  état  de  la  question 
présente  nécessairement  une  nouvelle  difficulté  spéciale, 
celle  d'établir  la  séparation  des  différentes  fonctions 
cherchées,  en  formant  pour  chacune,  d'après  les  équa- 
tions différentielles  proposées,  une  équation  différen- 
tielle isolée  qui  ne  contienne  plus  les  autres  fonctions  ni 
leurs  dérivées.  Ce  travail  préliminaire,  qui  est  l'ana- 
logue de  l'élimination  en  algèbre,  est  évidemment  indis- 
pensable avant  de  tenter  aucune  intégration  directe, 
puisqu'on  ne  peut  entreprendre  généralement,  à  moins 
d'artifices  spéciaux  très  rarement  applicables,  de  déter- 
miner immédiatement  à  la  fois  plusieurs  fonctions  dis- 
tinctes. Or,  il  est  aisé  d'établir  la  coïncidence  exacte  et 
nécessaire  de  cette  nouvelle  distinction  avec  la  précé- 
dente, relative  à  l'ordre  des  équations  différentielles.  On 
sait,  en  effet,  que  la  méthode  générale  pour  isoler  les 
fonctions  dans  les  équations  différentielles  simultanées 
consiste  essentiellement  à  former  des  équations  diffé- 
rentielles, séparément  relatives  à  chaque  fonction,  et  dont 
l'ordre  est  égal  à  la  somme  de  tous  ceux  des  diverses 
équations  proposées.  Cette  transformation  peut  s'ef- 
fectuer constamment.  D'un  autre  côté,  toute  équation 
ditféreiilicllo  d'un  ordre  quelconque  relative  à  une  seule 
fonction  pourrait  évidemment  se  ramener  toujours  au 
premier  ordre,  en  introduisant  un  nombre  convenable 
d'équations  différentielles  auxiliaires,  contenant  simul- 
tanément les  diverses  dérivées  antérieures  considérées 
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coiiiniL'  nouvelles  loncliuiis  à  «{«Hmiiiiier.  (Ir  pincéd*''  ;i 
même  été  quelquefois  employé  avec  succès,  (}uoiqur',  en 
général,  il  ne  soit  pas  normal.  Ce  sont  donc  deux  genres 
de  conditions  nécessairement  équivalents,  dans  la  Ihéorie 
générale  des  équations  différentielles,  (ju«'  la  simulta- 
néité d'un  plus  ou  moins  grand  nonihic  de  fonctions,  et 
l'ordre  de  différentiation  plus  ou  moins  élevé  d'une  tnnc- 
lion  unique.  Kn  augmentant  Tordre  des  éijualinns  dif- 
férentielles, on  peut  isoler  tontes  les  fonctions;  cl,  «-n 
multipliant  artificicdlement  le  nombre  des  foncti(ms,  on 
peut  ramener  toutes  les  é(juations  au  premier  ordre.  11 
ny  a.  par  conséquent,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  qn  une 
même  diffi<:ulté,  envisagée  sous  deux  points  dr  ww  dif- 
fémits.  Mais,  de  quelque  manièrt?  qn On  la  conçoive, 
cette  nouvelle  difficulté  commune  n'en  est  pas  moins 
rt.'elle  et  n  «mi  constiluf  pas  innins,  par  sa  natuif.  miii> 
séparation  tranchée  rntre  l'intégral  ion  dfs  é(juali(inN  du 
premier  ordre  et  celle  des  équations  d'nii  Midn-  snpe- 
lif'ur.  Je  préfère  indiquer  la  distinction  sous  C4'tle  der- 
nière forme,  comme  pins  simple,  pln^  i^énérale  et  [»ln^ 
lalionnelle. 

D'après  les  diverses  considérations  indiiiuées  ri-des- 
sus sur  reiirliainemeiil  ralinmiel  des  différentes  parties 
piincipales  du  calcul  intégral,  on  vnil  «pie  l'intégration 
des  formules  difféientielles  explicites  du  premier  oi-dr«' à 
une  seule  variable  est  la  base  nécessaire  île  tiuile»  les 
aiilies  intégrations,  qu'nii  ne  parvient  jamais  à  effectnei- 
«pi'antant  «|u'on  peut  les  faire  rentrer  dans  ce  cjis  élé- 
mentaire, le  srMil  évidemnieiil  i|iii.  par  sa  natm'e,  soit 
susceptible   d'élre   tiailé  diieel.ineiit.  Celte  intégration 
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simple  et  fondamentale  est  souvent  désignée  par  l'ex- 
pression commode  de  quadratures ,  attendu  que  toute 
inlégrale  de  ce  genre  f^f  (x)  dx,  peut,  en  effet,  être  en- 
visagée comme  représentant  l'aire  d'une  courbe  dont  fl 
l'équation  en  coordonnées  recLilignes  serait  y  =  f  (x).  * 
Tne  telle  classe  de  questions  correspond,  dans  le  calcul 
différentiel,  au  cas  élémentaire  de  la  différentiation  des 
fonctions  explicites  à  une  seule  variable.  Mais  la  ques- 
tion intégrale  est,  par  sa  nature,  bien  autrement  com- 
pliquée et  surtout  beaucoup  plus  étendue  que  la  ques- 
tion différentielle.  Celle-ci  se  réduit  nécessairement,  en 
effet,  comme  nous  l'avons  vu,  à  la  différentiation  des  dix 
fonctions  simples,  éléments  de  toutes  celles  que  l'ana- 
lyse considère.  Au  contraire,  l'intégration  des  fonctions 
composées  ne  se  déduit  point  nécessairement  de  celle  des 
fonctions  simples,  dont  chaque  nouvelle  combinaison 
doit  présenter,  sous  le  rapport  du  calcul  intégral,  des 
difficultés  spéciales.  Delà,  l'étendue  naturellement  indé- 
finie et  la  complication  si  variée  de  la  question  des  qua- 
dratures, sur  laquelle,  malgré  tous  les  efforts  des  ana- 
lystes, on  possède  encore  si  peu  de  connaissances  com-  ^ 
plètes. 

En  décomposant  cette  question,  comme  il  est  naturel 
de  le  faire,  suivant  les  diverses  formes  que  peut  affecter  1 
la  fonction  dérivée,  on  distingue  d'abord  le  cas  des  1 
fonctions  algébriques,  et  ensuite  celui  des  fonctions 
transcendantes.  L'intégration  vraiment  analytique  de  ce 
dernier  ordre  d'expressions  est  jusqu'ici  fort  peu  avan- 
cée, soit  pour  les  fonctions  exponentielles,  soit  pour  les 
fondions  logarithmiques,  soit  pour  les  fonctions  circu- 
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laires.  On  n'a  traita  onmrc  qu'un  liés  polit  nombi»'  do 
cas  de  ces  trois  divers  genres,  en  les  choisissant  parmi 
les  plus  simples,  qui  conduisent  m^me  ordinairement  à 
(les  calculs  extrêmement  pénibles.  O  que  nous  devons 
surtout  remarquer  à  ce  sujet  sous  le  rapport  philoso- 
|>lii(|ue,  c'est  que  les  divers  procédés  de  quadrature  uc 
tiennent  à  aucune  vue  générale  sur  l'intégration,  et  (t)\\- 
sistent  en  de  simples  artifices  de  calcul  fort  incohérents 
entre  eux,  et  flont  le  nombre  est  très  uuilliplié,  à  cause 
(le  l'étendue  très  bornée  de  chacun  d'eux.  Je  dois  cepen- 
dant signaler  ici  un  de  ces  artifices  qui,  sans  être  réelle- 
ment une  méthode  d'intégration,  est  néanmoins  remai- 
(juahle  par  sa  généralité  :  c'est  le  procédé  inventé  par 
Jean  BerncuiilJi,  el  eoiiini  >(»n>  le  nom  de  \  niht/rfilnm 
par  parties,  d'après  le(|uel  toute  iiih-^iiale  peut  (''Ire  ra- 
menée à  une  autre,  cpii  se  trouve  (juehpiefois  être  plu< 
facile  à  obtenir.  C(»tte  ingénieuse  relation  m«Mile  d'j'lre 
notée  sous  \\\\  aulie  rapport ,  comme  a\aiil  ollerl  la  pre- 
mii're  idé'e  de  cette  transf(Uinatiou  le^  inie^  dan-  le-  an- 
Ires  des  intégrales  encore  inconnues,  (|ui  a  re(  u  dan-  ces 
d(Tniers  temps  ime  |)hi-  grande  exhu-inn  .  el  doul 
M.  F(Mnier  surhuit  a  lail  un  usage  si  nouveau  el  -i  iiu- 
porlaiil  pour  les  «puîstions  anal\li(pn'>  eu;4:eudr(''e>  par 
la  I  li(''orie  de  la  clialenr. 

Quant  à  l'intégration  de>  \i\\u'\'un\^  ahp'hr'upirs,  elle 
est  plus  avanc(''e.  ('ej)eiulaul ,  on  ne  sait  eiicoïc  pre-ipw 
lien  i-elaliv(»ment  aux  fondion-  irialiounelle-,  doni  le- 
iutc'^rales  n'iuit  ('le  oblmiM'-  que  dans  des  cas  exlr«''mo- 
menl  iMirnés,  et  -inloul  en  les  reudaul  raliounellcs. 
L'inlégiation  de>  loin  li(Uis  rationnelles  est  ju^tprici  la 
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seule  tliéorie  du  calcul  intégral  qui  ait  pu  être  traitée 
d'une  manière  vraiment  complète  :  sous  le  rapport  lo- 
gique, elle  en  constitue  donc  la  partie  la  plus  satisfai- 
sante, mais  peut-être  aussi  la  moins  importante.  Il  est 
même  essentiel  de  remarquer,  pour  avoir  une  juste  idée 
de  rextrème  imperfection  du  calcul  intégral,  que  ce  cas 
si  peu  étendu  n'est  entièrement  résolu  que  pour  ce  qui 
concerne  proprement  l'intégration,  envisagée  d'une  ma- 
nière abstraite  ;  car,  dans  l'exécution,  la  théorie  se 
trouve  le  plus  souvent,  indépendamment  de  la  complica- 
tion des  calculs,  tout  à  fait  arrêtée  par  l'imperfection 
de  l'analyse  ordinaire,  attendu  qu'elle  fait  dépendre  fi- 
nalement l'intégration  de  la  résolution  algébrique  des 
équations,  ce  qui  en  limite  singulièrement  l'usage. 

Pour  saisir,  d'une  manière  générale,  l'esprit  des  di- 
vers procédés  d'après  lesquels  on  procède  aux  quadra- 
tures,  nous  devons  reconnaître  d'ailleurs  que,  par  sa 
nature,  ils  ne  peuvent  être  fondés  primitivement  que  sur 
la  différentiation  des  dix  fonctions  simples,  dont  les  ré- 
sultats, considérés  sous  le  point  de  vue  inverse,  établis- 
sent autant  de  théorèmes  immédiats  de  calcul  intégral, 
les  seuls  qui  puissent  être  connus  directement,  tout  Fart 
(!<'  l'intégration  consistant  ensuite,  comme  je  l'ai  ex- 
primé en  commençant  cette  leçon,  à  faire  rentrer,  autant 
«jnc  [)ossible,  toutes  les  autres  quadratures  dans  ce  petit 
nombre  de  quadratures  élémentaires,  ce  qui  malheu- 
reusement nous  est  encore  le  plus  souvent  inconnu.    . 

Dans  cette  énumération  raisonnée  des  diverses  parties 
essentielles  du  calcul  intégral  suivant  leurs  relations  lo- 
giques, j  ai  négligé  à  dessein,  pour  ne  pas  interrompre 
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reiicluiîiicniciil,  do  rrnisidéror  flisliiiclemenl  unr  tliéorici 
fort  importante,  qui  forme  implicitement  une  portion 
(le  la  théorie  générale  de  l'intégration  des  équations 
dlffércnlielles,  mais  (pie  je  dois  ici  signaler  séparé- 
ment, comme  ('tant,  pour  ainsi  dire,  en  (lelioi>  du  cal- 
<  ni  intégral,  et  offrant  nc'aïunoins  le  plus  grand  inté- 
rél.  soil  par  sa  perfection  rationnelle,  soit  par  l'c'-len- 
dne  de  ses  applications.  Je  veux  parlei'  de  ce  qn  <»ii 
ap|»elle  les  solutions  si/ir/u/irrrs  des  équations  différen- 
lielles.  dites  quelquefois,  mais  à  tort,  solutions /y/^z/Z/V//- 
//r/'f's,  (jiii  ont  été  le  sujet  de  travaux  lii'>  rciiuirquables 
de  la  part  d'Euler  el  de  Laplaee,  ri  dont  Lagrange  sur- 
tout a  présenté  une  si  helle  el  >i  simple  théorie  gené- 
lale.  On  sait  que  (^laiiaul  cpii.  le  |ueinier,  rut  occasion 
(Tj'U  remarquer  rexisleiice,  y  vit  un  païadoxe  de  cahul 
iuh'gral.  puisque  ces  solutions  ont  pour  caractère  prjqu»' 
de  satisfaire  aux  «'qualions  diftV'FriilicJlcs  saiisétir  n<*au- 
luoins  c<»nq)rise*-  dan-^  le^  iulégrah'S  g^Mierales  c<ures- 
p«unlantes.  Lagrange  a.  depuis,  «'Xpliipn'  rr  païadoxe 
de  la  manière  la  plus  iuiiénicuse  et  la  plus  satisfaisante, 
en  montrant  comment  de  trll<'<  solnlifuis  dérivent  tou- 
jours de  rinté«ii'al«'  générale  [»ar  la  \ariati<>u  dr««  nm^- 
tant(»s  arbitraires.  Il  a  au^si  ,  Ir  puruin-,  convrnahh*- 
un'iil  appi-('ei(''  l'irupoilaïKT  «If  (cltr  théorie,  r{  c'est 
aver  raison  qu'il  hii  a  consacre,  dans  ses  Irrnus  sur  Ir 
(dhtil  ih's  /nn(li(nis,  nu  si  grand  dév(do|qM'ment.  Sous 
le  point  de  vur  lalioiuicd.  relie  ihéoiie  m«'*rile  en  efh't 
toute  noire  attcnlioii.  pai  !••  caractiMe  de  parfaite  géné- 
ralité qu'elle  comporle.  idii-^qne  l^agrauge  a  exposé  «les 
procédés  iuvariahle>  el  fort  simples  ptmr  trouver  la  su- 
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liitioii  singulière  de  toute  équation  différentielle  quel- 
conque qui  en  est  susceptible;  et,  ce  qui  n'est  pas  moins 
remarquable,  ces  procédés  n'exigent  aucune  intégration, 
consistant  seulement  dans  des  différentiations,  et  par  là 
même  toujours  applicables.  La  différentiation  est  ainsi 
devenue,  par  un  heureux  artifice,  un  moyen  de  sup- 
pléer dans  certaines  circonstances  à  l'imperfection  du 
calcul  intégral.  En  effet,  certains  problèmes  exigent 
surtout,  par  leur  nature,  la  connaissance  de  ces  solu- 
tions singulières.  Telles  sont,  par  exemple,  en  géomé- 
trie, toutes  les  questions  où  il  s'agit  de  déterminer  une 
courbe  d'après  une  propriété  quelconque  de  sa  tangente 
ou  de  son  cercle  osculateur.  Dans  tous  les  cas  de  ce 
genre,  après  avoir  exprimé  celte  propriété  par  une  équa- 
tion différentielle,  ce  sera,  sous  le  rapport  analytique, 
l'équation  singulière  qui  constituera  l'objet  le  plus  im- 
portant de  la  recherche,  puisqu'elle  seule  représentera 
la  courbe  demandée,  l'intégrale  générale,  qui  devient 
dès  lors  inutile  à  connaître,  ne  devant  désigner  autre 
chose  que  le  système  des  tangentes  ou  des  cercles  oscu- 
laleuis  de  cette  courbe.  On  conçoit  aisément,  d'après 
cela,  toute  l'importance  de  cette  théorie,  qui  me  semble 
iif'lrc  pas  encore  suffisamment  appréciée  par  la  plu- 
[)art  des  géomètres. 

Enfin,  pour  achever  de  signaler  le  vaste  ensemble  de 
recherches  analytiques  dont  se  compose  le  calcul  inté- 
gral proprement  dit,  il  me  reste  à  mentionner  une 
théorie  fort  importante  dans  toutes  les  applications  de 
l'analyse  transcendante,  que  j'ai  dû  laisser  en  dehors  du 
système  comme  n'étant  pas  réellement  destinée  à  une 
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véritablo  intégration,  et  se  proposant  au  contraire  de 
remplacer  la  connaissance  des  intég^rales  vraiment  ana- 
lytiques, qui  sont  le  plus  souvent  ignorées.  On  voit  qu'il 
s'agit  de  la  détermination  des  uitéqralfs  (h'/lnh's. 

L'expression,  toujours  possible,  des  intégrales  m 
séries  indéfinies,  peut  d'abord  être  envisagée  comnic  un 
heureux  moyen  général  de  compenser  souvent  l'exlrénir 
imperfection  du  calcul  intégral.  Mais  l'emploi  de  telles 
séries,  à  cause  de  leur  complication  et  de  la  difficulté  de 
découvrir  la  loi  de  leurs  termes,  est  ordinairement  d'uini 
médiocre  utilité  sous  le  rapport  algébrique,  bien  (jnnii 
en  ait  déduit  quelquefois  des  relations  fort  »*sseiilielles. 
('/est  sui'tOUt  sous  le  lappoit  aritlliuétijjue  (jue  ce  j)i'n- 
céde  ac(juieil  une  grande  importance,  comme  moyen 
(le  calculei"  ce  (ju'on  appelle  les  intégrales  «h'/iim-s,  c'est- 
à-dire,  les  valeurs  des  fonctions  clieicbées  pour  eei- 
laines  valeurs  déterminées  des  vaiiables  coirespon- 
dantes. 

l  ne  recberclie  de  celte  nature  correspond  exacte- 
ment, dans  l'analvse  transcendante,  à  la  lésolution  nu- 
luéi'ique  des  équations  dans  l'analyse  oïdinaire.  .Ne 
jMiuvant  obtenir  le  jdus  souvent  la  veii'able  intégrale, 
celle  (jw'on  nonnnt'  par  opposition  l'inteirrale  t/rurrah' 
ou  inilr/mir,  c'est-à-dire,  la  fonction  qui.  différentiée,  a 
produit  la  formule  diffiMmlirlIc  prnpnsc»'.  les  ;nial\stes 
ont  dû  s'attacher  à  déterminer,  dn  in<»ins.  sans  eoiniaitre 
niie  telle  fonction,  les  valeuis  immériques  paiticulières 
(juelle  prendrai!  en  assignant  aux  variables  des  valeurs 
désignées.  C/esl  évidemment  résoudre  la(juesli(m  aritli- 
meliquj',  sans    avoir    piealabli-nn-nl    réscdn    la  queslicni 
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algébrique  correspondante,  qui,  le  plus  souvent,  est 
précisément  la  plus  importante.  Une  telle  analyse  est 
donc,  par  sa  nature,  aussi  imparfaite  que  nous  avons  vu 
l'être  la  résolution  numérique  des  équations.  Elle  pré- 
sente, comme  celle-ci,  une  confusion  vicieuse  du  point 
de  vue  arilhmétique  avec  le  point  de  vue  algébrique  ; 
d'où  résultent,  soit  sous  le  rapport  purement  logique, 
soit  relativement  aux  applications,  des  inconvénients 
analogues.  Je  puis  donc  me  dispenser  de  reproduire  ici 
les  considérations  indiquées  dans  la  cinquième  leçon  au 
sujet  de  l'algèbre.  On  conçoit  néanmoins  que,  dans  l'im- 
possibilité où  nous  sommes  presque  toujours  de  con- 
naître les  véritables  intégrales,  il  est  de  la  plus  haute 
importance  d'avoir  pu  obtenir  au  moins  cette  solution 
incomplète  et  nécessairement  insuffisante.  Or,  c'est  à 
quoi  on  est  heureusement  parvenu  aujourd'hui  pour  ' 
tous  les  cas,  l'évaluation  des  intégrales  définies  ayant 
été  ramenée  à  des  méthodes  entièrement  générales,  qui 
lie  laissent  à  désirer,  dans  un  grand  nombre  d'occa- 
sions, qu'une  moindre  complication  des  calculs,  but 
vers  lequel  se  dirigent  aujourd'hui  toutes  les  transfor- 
mations spéciales  des  analystes.  Regardant  maintenant 
comme  parfaite  cette  sorte  à' arithmétique  transcendante, 
la  difficulté,  dans  les  applications,  se  réduit  essentielle- 
ment à  ne  faire  dépendre  finalement  la  recherche  pro- 
posée (|iif'  d'une  simple  détermination  d'intégrales 
définies,  ce  qui,  évidemment,  ne  saurait  être  toujours 
|)ossil)|(.,  quelque  habileté  analytique  qu'on  puisse  em- 
ployei-  a  effectuer  luie  transformation  aussi  forcée. 
Vu    l'ensenihlc    des    considérations    indiquées   dans 
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relto  If'con,  on  voit  que,  si  le  calcul  différentiel  consti- 
tue, de  sa  nature,  un  système  limité  et  parfait  auquel  il  m* 
reste  plus  à  ajouter  rien  d'essentiel,  le  calcul  intégral 
proprement  dit,  ou  le  simple  traité  de  l'intégration,  pré- 
sente nécessairement  un  champ  inépuisable  a  l'activité 
•  le    l'esprit   humain,  indépendamment  des  applications 
indéfinies  dont  l'analyse  transc«'ndante  est  évidemment 
susceptible.  Les  motifs  généraux  par  lesquels  j'ai  tâché 
de  faire  sentir,  dans  la  cinquième  h'çon,  l'impossibilité 
de  découvrir  jamais  la  résolution  algébrique   des  équa- 
tions d'un  degré  et  d'une  forme  quelconques,  ont  sans 
aucun  doute  infiniment  plus   de  force   ejHMwe  relative- 
ment il  la  recherche  (Tun   procédé  unicjue  d  intégration, 
invariablement  applicable  à  tous  les-  cas.  C'esf,  dit  La- 
grange,  un  flr  ces  problhnes  dont  nn  np  saurait  t'spért'r 
flp  solution  générale.  Plus  on  méditera  sur  ce  sujt't.  plu^ 
on  sera  convaincu,  je  ne  crains  pas  de  l'affiiiner,  (ju'une 
Icib'  recherche  est  totalement  chimérique,  connur-  «'tant 
beaucoup ti'op  supérieure  à  la  faible  purt(»<'  dr  iioln-  in- 
telligence, bien  «pie  les  travaux   des  géiunèlus  doiveiil 
certainement  augmenter  dans  la  suite  l'ensindile  de  nos 
connaissances  acquisi'S  sui*  l'intégratinn,   et  créer  aussi 
des    procéd(''s    d'niH'   plus   mande  L;«Mieialil«''.    I^';inalys4' 
li'anscendanle  esl  riiciire  trop  piés  de  sa  naissance,  il  y 
a   SMiloiil    Irnp   peu    de    h'MIps    «pielle    est    eoneiir    d  lllir 
niaiiiéie  vraiin«'Ml  lal  iumirilc.  pour  qui-    imiis  puissions 
IKMIS  faire  imr  juste   idée  de  vy  iju  «'ilf   pourra  dt'\»|iii    llll 
jour.   Milis,  quelles  <]Ui'  doi\e||l    elle  nos  h'ililinies  espi«- 
rafiees.    ii'(uibliniis    pas    de   eonsiib-rer  avanl     loul     b's 
limiles  iiuposees  par  imlir  consliluliMU   iiilcilf<luelle.  •'! 
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qui,  pour  n'être  pas  susceptibles   d'une   détermination 
précise,  n'en  ont  pas  moins  une  réalité  incontestable. 

Au  lieu  de  tendre  à  imprimer  au  calcul  des  fonctions 
indirectes,  tel  que  nous  le  concevons  aujourd'hui,  une 
|)erfection  chimérique,  je  suis  porté  à  penser  que,  lorsque 
les  géomètres  auront  épuisé  les  applications  les  plus  im- 
portantes de  notre  analyse  transcendante  actuelle,  ils  se 
créeront  plutôt  de  nouvelles  ressources,  en  changeant  le 
mode  de  dérivation  des  quantités  auxiliaires  introduites 
pour  faciliter  l'établissement  des  équations,  et  dont  la 
formation  pourrait  suivre  une  infinité  d'autres  lois  que 
la  relation  très  simple  qui  a  été  choisie,  d'après  une 
conception  que  j'ai  déjà  indiquée  dans  la  quatrième 
leçon.  Les  moyens  de  celte  nature  me  paraissent  suscep- 
tibles, en  eux-mêmes,  dune  plus  grande  fécondité  que 
ceux  qui  consisteraient  seulement  à  pousser  plus  loin 
notre  calcul  actuel  des  fonctions  indirectes.  C'est  une 
pensée  que  je  soumets  aux  géomètres  dont  les  médita- 
tions se  sont  tournées  vers  la  philosophie  générale  de 
l'analyse. 

Du  reste,  quoique  j'aie  dû,  dans  l'exposition  sommaire 
(jui  était  l'objet  propre  de  cette  leçon,  rendre  sensible 
l'état  d'extrême  imperfection  où  se  trouve  encore  le  calcul 
intégral,  on  aurait  une  fausse  idée  des  ressources  gé- 
nérales de  l'analyse  transcendante,  si  on  accordait  à 
cette  considération  une  trop  grande  importance.  Il  en  est, 
ici.  (Ml  effet,  comme  dans  l'analyse  ordinaire,  oii  Ton  est 
jiarvenu  à  utiliser,  à  un  degré  immense,  un  très  petit] 
nombre  de  connaissances  fondamentales  sur  la  résolu- 
tion  des  équations.  Quelque  peu  avancés  qu'ils  soient 
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réellement  jusqu'ici  dans  la  science  des  intégrations,  les 
géomètres  n'en  ont  pas  moins  tiré,  de  notions  abstraites 
aussi  peu  multipliées,  la  solution  d'une  niullitudi'  dr 
questions  de  première  importance  en  géonit'tii»*.  ♦•n 
mécanique,  eu  thermologie,  etc.  L'explication  philoso- 
phique de  ce  double  fait  général  résulte  de  rimportance 
l't  de  la  portée  nécessairement  prépondérantes  des  con- 
naissances abstraites,  dont  la  moindre  se  trouve  n.ilii- 
rellement  correspondre  à  une  foule  de  recherches  con- 
crètes, l'homme  n'ayant  d'autre  ressource  pour  l'exten- 
sion successive  de  ses  moyens  intellectuels,  que  dans  la 
considération  d'idées  déplus  en  plus  abstraites  cl  néan- 
moins positives. 

Pour  achever  de  faire  connaître,  dans  loutc  son 
étendue,  le  caractère  phihjsophique  de  l'analyse  trans- 
cendante, il  me  reste  à  considérer  une  (hriiière  concep- 
tion par  laquelle rimmoi  tel  Lagrange,  «jue  nous  retrou- 
vons sur  toutes  les  grandes  voies  de  la  science  malhe- 
inatique,  a  rendu  celle  anaUse  encoie  plus  piMpu»  à 
faciliter  l'établissement  des  é(iuations  dans  h»s  pic»- 
hlèmes  les  plus  difficiles,  en  considérant  une  classe 
d  é(|ualions  encore  j)lus  iiKhm  1rs  cpie  le«-  equaliniiN 
différentielles  proprement  tliles.  T/ust  lu  calcul  »)U  plutôt 
la  iiirtkode  des  variatinns,  dont  l'appiécialioii  générale 
sera  l'objet  de  la  leçon  suivante. 
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considérations  géuéralcs  sur  le  calcul  des  variations. 

Afin  de  saisir  avec  plus  de  facilité  le  caractère  philo- 
sophique de  la  méthode  des  variations,  il  convient 
d'abord  de  considérer  sommairement  la  nature  spé- 
ciale des  problèmes  dont  la  résolution  g-énérale  a 
nécessité  la  formation  de  cette  analyse  hypertranscen- 
dante.  Ce  calcul  est  encore  trop  près  de  son  origine,  les 
applications  en  ont  été  jusqu'ici  trop  peu  variées,  pour 
qu'on  pût  en  concevoir  une  idée  générale  suffisamment 
claire,  si  je  me  bornais  à  une  exposition  purement  abs- 
traite de  sa  théorie  fondamentale,  bien  qu'une  telle 
exposition  doive  être  ensuite^  sans  aucun  doute,  l'objet 
principal  et  définitif  de  cette  leçon. 

Los  questions  mathématiques  qui  ont  donné  nais- 
sance au  calcul  des  variations  consistent,  en  général, j 
dans  la  recherche  des  maxinia  et  des  mininia  de  cer- 
taines formules  intégrales  indéterminées,  qui  exprimeni 
la  hji  analytique  de  tel  ou  tel  phénomène  géométrique 
ou  mécanique,  considéré  indépendamment  d'aucun  sujet 
particulier.  Los  géomètres  ont  désigné  pendant  long- 
temps toutes  les  questions  de  ce  genre  par  le  nom  de 
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problèmes  des  isopn-imHrfs,  qui  ne  convient  cependanl 
qu'au  plus  petit  nombre  d'entre  elles. 

Dans  la  théorie  ordinaire  des  ;>?rt.r/y//(^/  «t  m'inumi.  nu 
se  propose  de  découvrir,  relativcnuMil  à  ui!»-  tonclion 
donnée  d'une  seule  ou  de  plusieurs  variables,  quellrs 
valeurs  particulières  il  faut  assig^ner  à  ces  variables  pour 
que  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  proposée 
soit  un  ijuunnum  ou  un  itiinnintni ,  par  rajuxn  I  à  (•♦'Iles 
qui  précèdent  et  qui  suivent  inimédiateinent,  c'est-à- 
dire  qu'on  cherche,  à  proprement  parlei',  à  quel  instant 
hi  fonction  cesse  de  croître  pourconmiencer  à  décroître, 
ou  réciproquement.  Le  calcul  différentiel  suffit  pleine- 
ment, comme  on  sait,  à  la  lésolution  général»'  dr  retl.' 
classe  de  questions,  vu  montrant  que  les  valeurs  des 
diverses  variables  qui  conviennent,  soit  an  mai  iiKum. 
Soit  au  inindinini ,  (lni\<'ii[  loujoui's  rendre  nulles  les 
dilIV'rentes  dérivées  du  premiei-  ordre  de  la  fonction 
donnée,  prises  séparé'meiil  j)ar  lapporl  à  chaque  va- 
riable indépendante;  el  en  indicjuant  de  plii^  un  carac- 
iJ'ie  propre  à  distinguer  le  mai uhihk  du  minimum ,  (jui 
(•nn>i>te,  dans  le  cas  d'une  loiicli(»ii  d  une  -.eule  saiiable. 
par  exemple,  en  ce  (jiie  la  bun  lion  dériv(''e  du  ^l'cmid 
ordre  doit  prendi-e  nue  \aleur  nT'gative  jxuir  le  maji- 
iinim,  et  j)osilive  pour  le  minimum,  lelli's  sont,  du 
moins,  les  coiHlili(Mi>  btudaïueulales  (|ui  se  rapportent 
au  plus  gran<l  muubie  de^  cas  ;  Ic^  mndificalinu>  i|u  clle«. 
dni\eut  subir  poin  (}Uc  la  tlu-oiie  ^nil  c<im|detemeiil  ap- 
plicable à  ceitaiin'-  (juc^lious  .sont  d'ailleurs  l'^alemt'iil 
assujcilies  ;i  des  règles  ab^^li  ailes  aussi  invariables, 
quoi(pie  plus  ('ompli(]uées. 
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La  construction  de  cette  théorie  générale  ayant  fait 
disparaître  nécessairement  le  principal  intérêt  que  les 
questions  de  ce  genre  pouvaient  inspirer  aux  géomètres, 
ils  se  sont  élevés  presque  aussitôt  à  la  considération 
d'un  nouvel  ordre  de  problèmes,  à  la  fois  beaucoup  plus 
importants  et  d'une  difficulté  bien  supérieure,  ceux  des 
isoperimètres.  Ce  ne  sont  plus  alors  les  valeurs  des 
variables  propres  au  maximum  ou  au  m^inimum  d'une 
certaine  intégrale  définie,  seulement  indiquée,  qui  dépend 
de  cette  fonction. 

La  plus  ancienne  question  de  cette  nature  est  celle  du 
solide  de  moindre  résistance,  traitée  par  Newton,  dans 
le  second  livre  des  Principes,  où  il  détermine  quelle 
doit  être  la  courbe  méridienne  d'un  solide  de  révolution, 
pour  que  la  résistance  éprouvée  par  ce  corps  dans  le 
sens  de  son  axe,  en  traversant  avec  une  vitesse  quel- 
conque un  fluide  immobile,  soit  la  plus  petite  possible. 
Mais  la  marche  suivie  par  Newton  n'avait  point  un  ca- 
ractère assez  simple,  assez  général  et  surtout  assez  ana- 
lytique, par  la  nature  de  sa  méthode  spéciale  d'analyse 
transcendante,  pour  qu'une  telle  solution  pût  suffire  à 
entraîner  les  géomètres  vers  ce  nouvel  ordre  de  pro- 
blèmes. L'impulsion  vraiment  décisive  à  cet  égard  ne 
pouvait  guère  partir  que  de  l'un  des  géomètres  occupés 
sur  le  continent  à  élaborer  et  à  appliquer  la  méthode 
infinitésimale  proprement  dite.  C'est  ce  que  fit^  en  1695, 
Jean  Bernouilli,  en  proposant  le  problème  célèbre  de  la 
brachystochrone,  qui  suggéra  depuis  une  si  longue 
suite  de  questions  analogues.  Il  consiste  à  déterminer 
la  courbe  qu'un  corps  pesant  doit  suivre  pour  descendre 
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d'un  point  à  un  autre  dans  le  temps  le  plus  couit.  En  se 
bornant  à  la  simple  chute  dans  le  vidr.  seul  cas  qu'on 
ait  d'abord  considéré,  on  trouve  assez  facilement  que  la 
courbe  cherchée  doit  être  une  cycloïde  renversée,  à  base 
horizontale,  ayant  son  orig^ine  au  point  le  plus  élevé. 
Mais  la  question  peut  être  sing-ulièrement  compliquée, 
soit  en  ayant  égard  à  la  résislancc  du  milieu,  soit  en 
tenant  compte  du  changement  d'intensité  de  la  [)esan- 
leur. 

Quoique  cette  nouvelle  classi'  d»'  pr(d)lèmes  ail  été 
primitivement  fournie  par  la  mécani(pie,  c'est  néan- 
moins dans  la  géométrie  qu'on  a  puisé  plus  tard  les  su- 
jets des  principales  recherches.  Ainsi,  on  s'est  proposé 
de  découvrir,  parmi  toutes  les  courbes  de  même  con- 
tour tracées  entre  deux  points  donnés,  quelle  est  celle 
dont  l'aire  est  un  ma.rimuw  on  \\\\  minimum,  {\\n\  est 
venu  proprem»Mit  h^  nom  de  prohli'mr  fhs  isoprri- 
mpti'ps;  ou  bien  on  a  demandé  que  le  ma.rimum  et  h* 
miniynum  eussent  lieu  pour  la  surface  engendrée  par  la 
révolution  de  la  courbe  cherchée  aut(un-  d  un  .i\«\  nu 
pour  le  volume  correspondant  ;  dans  d'autres  cas,  c'était 
la  hantj'ui  verticale  du  centre  de  gravité  d»'  l.i  cnurlx' 
inconnue,  ou  de  la  surface  <•!  du  vnininr  qu'elle  pouvait 
engendrer,  qui  devait  devenir  nn  nia.nmin/f  nu  un  ////- 
nim/Oft,  etc.  EnfiFi,  ers  piohlénn's  ont  été  successivo- 
m«?nt  variés  et  compliqués,  pour  ainsi  dirrà  l'infini,  par 
les  Bernouilli,  par  Taylor,  ot  surtout  par  Kuh'r.  avant 
cpn'  Lagrange  en  eût  nssujrlli  la  solulion  a  uin'  me- 
Ihodr  abstraite  et  rnlièrement  générale,  dont  la  déctui- 
verte  a  fail  cesser  l'cmpressenn'nt  des  géomètres  pour 
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un  tel  ordre  de  recherches.  Il  ne  s'agit  point  ici  de  tracer, 
même  sommairement,  l'histoire  de  cette  partie  supé- 
rieure des  mathématiques,  quelque  intéressante  qu'elle 
fut.  Je  n'ai  fait  l'énumération  de  certaines  questions 
principales  choisies  parmi  les  plus  simples,  qu'afin  de 
rendre  sensible  la  destination  générale  qu'avait  essen- 
tiellement, à  son  origine,  la  méthode  des  variations. 

On  voit  que,  considérés  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, tous  ces  problèmes  consistent,  par  leur  nature,  à 
déterminer  quelle  forme  doit  avoir  une  certaine  fonction 
inconnue  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  pour  que 
telle  ou  telle  intégrale  dépendante  de  cette  fonction  se 
trouve  avoir,  entre  des  limites  assignées,  une  valeur  qui 
soit  un  maximum  ou  un  minimum,  relativement  à 
toutes  celles  qu'elle  prendrait  si  la  fonction  cherchée 
avait  une  autre  forme  quelconque.  Ainsi,  par  exemple, 
dans  le  problème  de  la  brachystochrone,  on  sait  que  si 
y=/(z),  x='f{z),  sont  les  équations  rectilignes  de  la 
courbe  cherchée,  en  supposant  les  axes  des  x  et  des  y 
horizontaux ,  et  Taxe  des  z  vertical ,  le  temps  de 
la  chute  d'un  corps  pesant  le  long  de  cette  courbe, 
depuis  le  point  dont  l'ordonnée  est  z  ,  jusqu'à  celui  dont 
l'ordonnée  est  ^g,  est  généralement  exprimé  par  l'inté- 
gral e définie  (1). 


'+/Y^;^  +  .Yi/,^ 


2? 


(11  J'eraploie  la  notation  simple  et  lumineuse  proposée  par  M.  Fourier, 
pour  désigner  les  intégrales  définies,  en  mentionnant  distinctement 
leurs  limites. 
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Il  faut  donc  trouver  quelles  doivent  ùtre  les  deux 
fonctions  inconnues  /  et  f  pour  que  celte  intégrale  soit 
un  minimum.  De  même,  demander  quelle  est,  parmi 
toutes  les  courbes  planes  isopérimètres,  celle  qui  ren- 
ferme la  plus  g-rande  aire,  c'est  proposer  de  trouver, 
parmi  toutes  les  fonctions  f(x)  qui  peuvent  donner  à 
l'intégrale 

une  certaine  valeur  constante,  celle  (jui  r«'ii<l  un  ni.ixi- 
mum  l'intégrale  y7(./K/.y,  prise  entre  les  mêmes  li- 
mites. 11  en  est  évidemment  toujours  ainsi  dans  toutes 
les  autres  questions  de  ce  genre. 

Dans  les  solutions  (|ue  les  géomètres  dnnnai«'nt  «l»- 
ces  [>robliMin's  avant  Lagrange,  on  se  proj)osait  rssm- 
liellemenl  d»'  1rs  ramener  à  la  lliéorir  nidlnaiit'  des 
maxima  et  minima.  Mais  les  moyens  «'uiployés  pour 
effectuer  cette  transformation  consistaient  en  de  simples 
artifices  particuliers,  propres  à  clKUjue  cas,  et  dfwil  la 
dj'rouvritc  ne  C(mipoil;iil  poini  de  ri\^"les  invariables  el 
certaines,  en  sorte  (juc  toute  (jnestion  vraiment  nouvelle 
reproduisait  constamment  des  ditfienltt's  analo^aies, 
sans  (|ue  les  solutions  «b'jà  «ditenues  pussent  èlre  réel- 
lement d'aucun  secours  essentiel,  autrement  que  par  les 
habitudes  (jn'idles  avaient  fait  rontrarter  à  rintelliirence. 
Kn  nn  mot,  cette  brandie  des  mathématiques  pré- 
sentait alois  l'imperfection  nécessaire  qui  existe  con- 
stamment tant  qu'on  n'est  point  parvenn  à  .saisir  dislific- 
lenienl   poni-   la  liailer  «Inné  manii-re  abstraite  et,  d^s 
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lors,  générale,  la  partie  commune  à  toutes  les  questions 
d'une  même  classe. 

En  cherchant  à  réduire  tous  les  divers  problèmes  des 
isopérimèlres  à  dépendre  d'une  analyse  commune,  orga- 
nisée abstraitement  en  un  calcul  distinct,  Lagrange  a 
été  conduit  à  concevoir  une  nouvelle  nature  de  diffé- 
rentiations  auxquelles  il  a  appliqué  la  caractéristique  §, 
en  réservant  la  caractéristique  d  pour  les  simples  différen- 
tielles ordinaires.  Ces  différentielles  d'une  espèce  nou  • 
velle,  qu'il  a  désignées  sous  le  nom  de  variations^  con- 
sistent dans  les  accroissements  infiniment  petits  que 
reçoivent  les  intégrales,  non  en  vertu  d'accroissements 
analogues  de  la  part  des  variables  correspondantes, 
comme  pour  l'analyse  transcendante  ordinaire  ;  mais,  en 
supposant  que  la  forme  de  la  fonction  placée  sous  lej 
signe  d'intégration  vienne  à  changer  infiniment  peu. 
Cette  distinction  se  conçoit,  par  exemple,  avec  facilité, 
relativement  aux  courbes,  où  l'on  voit  l'ordonnée  ou  toute 
autre  variable  de  la  courbe,  comporter  deux  sortes  de 
différentielles  évidemment  très  différentes,  suivant  que 
l'on  passe  d'un  point  à  un  autre  infiniment  voisin  sur  la 
môme  courbe,  ou  bien  au  point  correspondant  de  la 
courbe  infiniment  voisine  produite  par  une  certaine  mo- 
dification déterminée  de  la  première  (1).  Il  est  clair,  du 
reste,  que,  par  leur  nature,  les  variations  relatives  de 


[\)  Leibnitz  avait  déjà  considéré  la  comparaison  d'une  courbe  a  une 
autre  infiniment  voisine;  c'est  ce  qu'il  appelait  differentiatio  de  curvd 
in  cwvarn.  Mais  cette  comparaison  n'avait  aucune  analogie  avec  la  con- 
ception de  Lagrange,  les  courbes  de  Leibnitz  étant  renfermées  dans  une 
même  équation  générale,  d'où  elles  se  déduisent  par  le  simple  chan- 
gement d'une  constante  arbitraire. 
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fliverses  graiirlnirs  li«M's  outre  «'lies  par  dos  lois  «jiiol- 
oonqiies,  so  calculent,  à  la  caractorislique  près,  exacte- 
mont  fie  la  môme  manière  que  les  différentielles.  Enfin,  on 
déduit  également  (\o  la  notion  générale  des  variaùotis 
les  principes  fondamentaux  de  Talgorithmo  propre  à 
cette  méthode,  et  qui  consistent  simjdomont  dans  la  fa- 
culté évidente  de  pouvoir  transposer  à  v(donté  les  carac- 
téristiques spécialement  affectées  aux  variations  avant 
ou  après  celles  qui  correspondent  aux  différentielles  or- 
dinaires. 

Cette  conception  abstraite  une  fois  formée,  Lagrange  a 
pu  réduire  aisément,  i\(^  la  manière  la  plus  générale,  tous 
les  problèmes  des  isopérimètros  à  la  simple  théorie  ordi- 
naire des  m(Lrima  et  des  minima.  Four  se  faire  une  idée 
nette  de  cette  grande  et  heureuse  transformation,  il 
faut  préalablement  considérer  mio  distinction  essentielle 
à  laquelle  donnent  lieu  les  diverses  questions  des  isopé- 
rimètres. 

On  doit,  en  effet,  parta*;er  ces  iecher<-hes  en  deux 
classes  générales,  selon  que  les  marinm  et  inininui  de- 
mandés sont  absolus  ou  rrlnti/s,  poui-  employer  h's 
expressions  abréirées  des  géomètres.  Le  premier  cas  est 
(•('lui  iiii  It'S  iiil»''i:i;iles  defiFiies  imh'lerniinj'es  dont  on 
cherche  h'  inn.i  nnmn  ou  Ir  niinninim  ne  Sdut  a*^su- 
jetties,  par  la  nature  du  pi(d)lerne,  à  aucune  condition  ; 
comme  il  arrive,  paj-  exemple,  dans  le  pr<d)liMne  de  la 
brachvstochrone.  où  il  s'agit  de  choisir  entre  toutes  les 
courbes  imaginables.  Le  second  cas  a  li«'U  quand,  au  con- 
traire, les  intégrales  variables  ne  peuvent  changer  que  sui- 
vant certaines  conditions,  consistant  «udinairement  en  ce 


266  PHILOSOPHIE    POSITIVE 

que  d'autres  intégrales  définies,  dépendant  également  des 
fonctions  cherchées,  conservent  constamment  une  même 
valeur  donnée;  comme,  par  exemple,  dans  toutes  les 
questions  géométriques  concernant  les  figures  isopéri- 
inètres  proprement  dites,  et  où,  par  la  nature  du  pro- 
blème, l'intégrale  relative  à  la  longueur  de  la  courbe  ou 
à  l'aire  de  la  surface  doit  rester  constante  pendant  le 
changement  de  celle  qui  est  l'objet  de  la  recherche  pro- 
posée. 

Le  calcul  des  variations  donne  immédiatement  la  so- 
lution générale  des  questions  de  la  première  espèce.  Car 
il  suit  évidemment  de  la  théorie  ordinaire  des  maxima 
et  lyiinima  que  la  relation  cherchée  doit  rendre  nulle  la 
variation  de  l'intégrale  proposée  par  rapport  à  chaque 
variable  indépendante,  ce  qui  donne  la  condition  com- 
mune au  maximum  et  au  minimun  ;  et,  comme  carac- 
tère propre  à  distinguer  l'un  de  l'autre,  que  la  variation 
du  second  ordre  de  la  même  intégrale  doit  être  négative 
pour  le  maximum  et  positive  pour  le  minimum.  Ainsi, 
par  exemple,  dans  le  problème  de  labrachystochrone,  on 
aura,  pour  déterminer  la  nature  de  la  courbe  cherchée, 
l'équation  de  condition, 


^^if'W^W^,^^^ 


tgz 

qui.  se  décomposant  en  deux,  par  rapport  aux  deux  fonc- 
tions inconnues  /et  <f  qui  sont  indépendantes  l'une  de 
l'autre,  exprimera  complètement  la  définition  analytique 
df  la  courbe  demandée.  La  seule  difficulté  propre  à 
cette  nouvelle  analyse  consiste  dans  l'élimination  de  la 
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raractéristiquo  o.  pour  la<{in'll«'  Ir  (  alciil  Hos  variations 
fournit  des  rèfflos  invariables  ol  compItMcs,  fonrlres  en 
général  sur  le  procédé  de  rintéoratinn  [)ar  pailirs.  dont 
Lagrange  a  su  tirer  ainsi  un  parti  immense.  Le  but 
constant  de  cette  première  élaboration  analvti(ju»\  dans 
l'exposition  de  laquelle  je  ne  dois  nullement  entrer  ici, 
est  de  faire  parvenir  aux  équations  différentielles  pro- 
prement dites  ce  qni  s(«  peut  toujours,  «-l.  pai-  là.  la 
question  rentre  dans  le  domaine  de  Tanalvse  tiansren- 
dante  ordinaire,  qui  acliève  la  solution,  du  moins  en  la 
ramenant  à  l'algèbre  pure,  si  on  sait  <îffeclini  l'intégra- 
tion. La  destination  générale,  propre  à  la  rnt'tbodr  des 
variations,  est  d'opérer  cette  transformat i(ui,  pour  la- 
quelle Lagrange  a  établi  des  règles  simjdes,  invariables 
et  d'un  succès  toujours  assuré. 

Je  ne  dois  pas  négliger,  dans  cette  rapide  indiration 
générale,  de  faire  lemai-quei-.  connu»'  im  des  plus  Lif-ands 
avantages  spéciaux  d«'  la  nK'llinde  i\f>  vaiialions  com- 
parée aux  solutiruis  isolées  qu'on  avait  auparavant  des 
problèmes  des  isopérimètres.  I  impmlanle  eonsi(b»ra- 
tifUl  de  ce  »pie  Lagraiii^e  ajip«'lle  les  r//t/ff//n/}^  mil  li- 
;^?//^'s.  enlièreiueiil  n<virligées  a\.iiil  liii.el  saii^  le^tpudles 
m'anmniiis  la  pluparl  des  s(diili<tns  parlieiilirres  w^- 
laient  nécessairement  incomplètes.  Uuand  les  limites 
des  intégrales  [proposées  doivent  être  fixe-^,  lenr*«  va- 
riations étant  nulle-,  il  n'\'  a  pas  lien  d'en  tenir  mmpte. 
Mais  il  n'en  e^l  pln^  ainsi  (|nand  ees  liniilen.  an  lieu 
d'être  riL'nnreusenienl  in\  ari.ibles.  ^niit  assujetties  seu- 
lement à  certaines  cnndilinns;  comme,  par  exemple,  si 
les  deux   points  enlie  lesqneU  doit  ètie  liaeee  la  courbe 
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cherchée  ne  sont  pas  fixes  et  doivent  seulement  rester 
sur  des  lignes  ou  des  surfaces  données.  Alors,  il  faut 
avoir  égard  aux  variations  de  leurs  coordonnées,  et 
établir  entre  elles  les  relations  correspondantes  aux 
équations  de  ces  lignes  ou  de  ces  surfaces. 

Cette  considération  essentielle  n'est  que  le  dernier 
complément  d'une  considération  plus  générale  et  plus 
importante  relative  aux  variations  des  diverses  varia- 
bles indépendantes.  Si  ces  variables  sont  réellement 
indépendantes  les  unes  des  autres,  comme  lorsqu'on 
compare  toutes  les  courbes  imaginables  susceptibles 
d'être  tracées  entre  deux  points,  il  en  sera  de  même 
de  leurs  variations,  et  par  suite  les  termes  relatifs  à  cha- 
cune de  ces  variations  devront  être  séparément  nuls 
dans  l'équation  générale  qui  exprime  le  maximum  ou 
le  minimum.  Mais  si,  au  contraire,  on  suppose  les  va- 
riables assujetties  à  de  certaines  conditions  quelconques, 
il  faudra  tenir  compte  de  la  relation  qui  en  résulte  entre 
leurs  variations,  de  telle  sorte  que  le  nombre  des  équa- 
tions dans  lesquelles  se  décompose  alors  cette  équation 
générale  soit  toujours  égal  à  celui  seulement  des  varia- 
bles qui  restent  vraiment  indépendantes.  C'est  ainsi,  par 
exemple,  qu'au  lieu  de  chercher  le  plus  court  chemin 
pour  aller  d'un  point  à  un  autre,  en  choisissant  parmi 
tous  les  chemins  possibles,  on  peut  se  proposer  de 
trouver  seulement  quel  est  le  plus  court  entre  tous  ceux 
qu'on  peut  suivre  sur  une  surface  quelconque  donnée, 
question  dont  la  solution  générale  constitue  certaine- 
ment une  des  plus  belles  applications  de  la  méthode  des 
variations. 
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Les  problèmes  OÙ  l'on  considère  de  telles  conditions 
modificatrices  se  rapprochent  beaucoup,    par  Icui-  na- 
ture, de  la  seconde  classe   générale  d'application   df  la 
méthode  des  variations,  caractérisée  ci -dessus  comme 
consistant   dans   la    recht'ichr   des  inaxiina  «'I    ininima 
relatifs.  11  y  a  néanmoins,  entre  les  deux  cas,  cellr  dif- 
férence essentielle,  que,  dans  ce  dernier,  la  modificalion 
est  exprimée  par  une  intégrale  qui  dépend  dr  la  fniirlii.ii 
cherchée,  tandis  que,  dans  rautrf,  cllr  se  liouve  dési- 
gnée   par  une    équation    finie    qui    est    innnédiatement 
donnée.  On  conçoit  par  là.  «jue  la  recherche  desmaxima 
et  minima  relatifs  est  toujours  et  nécessairement  plus 
compliquée  que  celle   des  maxima  et  minima   absolus. 
Heureusement,     un    théorème   général  ftnt    important, 
trouvé  avant  linvention  <ki  calcul  des  variations,  et  qui 
est  une  des  plus  belles  découvertes  dues  au  géni»*  du 
grand  Euler,  donne  un  moyen  unif(»rm('  ft   tics  siniph* 
de  faire  rentrer  ces  deux  classes  de  questions  l'un»'  dans 
l'autre.  Il  consiste  en  ce  que,  si  l'on  ajoute  à  l'intégrale 
qui  doit  être  un  maximum  ou  un  mininmni  nu  imiltijde 
constant  et  indéterminé  de  celle  (juidnil  rester  constante 
par  la  nature   du   pr<djl«'nie,   il  suffira  i\i'  chercher,   .sui- 
vant le  procède  général  de  Lagrange,  ei-dessus  indijpn-, 
le  maximum  ou  le  minininni  aljsnlu  de  eelte  expression 
totale.    On    peut    ais(''meiil  concevoir,   en    effet,    que    la 
paitie  de   la  variation   cnmjjlète  cpii    jii(t\  iendiait    di-   la 
deinii-rr  intéiiialc  dnil  anssi  bien  èlrr  nullr.  a  cause  de 
la  constance   de    celle-ci.    que   la  itorlinn    due  à    la    pre- 
niii'ie  intégrale.  (|ui  s'anéantit  m  \crtu  de   1  état   maxi- 
mum on  ininimuiîi.  Ces  deux  (  nnditions  distinctes  s'ac- 
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cordent  évidemment  pour  produire,  sous  ce  rapport,  des 
effets  exactement  semblables. 

Telle  est,  par  aperçu,  la  manière  générale  dont  la 
méthode  des  variations  s'applique  à  toutes  les  diverses 
questions  qui  composent  ce  qu'on  appelait  la  théorie  des 
isopérimètres.  On  aura  sans  doute  remarqué,  dans  cette 
exposition  sommaire,  à  quel  degré  s'est  trouvée  utilisée 
])ar  cette  nouvelle  analyse  la  seconde  propriété  fonda- 
mentale de  l'analyse  transcendante,  appréciée  dans  la 
sixième  leçon,  savoir  :  la  généralité  des  expressions  in- 
finitésimales pour  représenter  un  même  phénomène 
géométrique  ou  mécanique,  en  quelque  corps  qu'il  soit 
considéré.  C'est,  en  effet,  sur  cette  généralité  que  sont 
fondées,  par  leur  nature,  toutes  les  solutions  dues  à  la 
méthode  des  variations.  Si  une  formule  unique  ne  pou- 
vait point  exprimer  la  longueur  ou  l'aire  de  toute 
courbe  quelconque,  si  on  n'avait  point  une  autre  for 
mule  fixe  pour  désigner  le  temps  de  la  chute  d'un  corps 
pesant,  suivant  quelque  ligne  qu'il  descende,  etc., 
('(miment  eùt-il  été  possible  de  résoudre  des  questions 
qui  exigent  inévitablement,  par  leur  nature,  la  considé- 
ration simultanée  de  tous  les  cas  que  peuvent  déter-  J 
miner  dans  chaque  phénomène  les  divers  sujets  qui  le 
manifestent  ? 

Quelle  que  soit  l'extrême  importance  de  la  théorie  des 
isopérimètres,  et  quoique  la  méthode  des  variations 
n'ait  eu  primitivement  d'autre  objet  que  la  résolution 
rationnelle  et  générale  de  cet  ordre  de  problèmes,  on 
n'aurait  cependant  qu'une  idée  incomplète  de  cette  belle 
analyse,  si  on  bornait  là  sa  destination.  En  effet,  la  con- 
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ception  abstraite  de  deux  natures  distinrtes  dr  diftV'rcn- 
tiations  est  évidemment  applicable  non  seulement  aux 
cas  pour  lesquels  elle  a  été  créée,  mais  aussi  à  tous  ceux 
qui  présentent,  par  quelque  cause  que  ce  soit,  deux  ma- 
nières différentes  de  faire  varier  les  mêmes  grandeurs. 
C'est  ainsi  que  Lagrange  lui-même  a  fait,  dans  sa  Mrra- 
nifjuc  attahjtifjur,  une  immense  application  capital»'  dr 
son  calcul  i\Q>  variations,  en  r<'iiiplo\aiil  à  (lislini^iicr 
les  deux  sortes  de  changements  que  présentent  si  natu- 
rellement les  questions  de  mécanique  ralioimelle  [)our 
les  divers  points  que  l'on  considère,  suivant  que  1  nu 
compaie  les  positions  successives  qu'occupe,  en  vertu 
(lu  mouvement,  un  même  point  de  cliacpui  corps  dans 
deux  instants  consécutifs,  ou  que  l'on  |»a>se  d'iNi 
point  (lu  corps  à  un  autre  (laii>  le  même  iuslant 
L'une  (le  ces  comparaisons  produit  les  ditt(''i-enlielles 
(udinaires  ;  l'autre  domie  lieu  aux  vaiiations,  (jui  ne 
sont,  là  comme  partout,  (jue  des  différentielles  prises 
sous  un  nouveau  |)oint  de  vue.  (l'est  dans  iiiu'  telle 
acception  générale  <{U  il  iaul  eonecvoii  le  calcul  des 
variations,  pour  appré'cier  convenahleiueiit  rini|toi  lance 
de  cet  admirable  insti'ument  logique,  le  plus  pui^^mi 
que   resj)rit  humain  ait   construit   jusrpi'ici. 

La  nu'tliode  (les  vaiialious  n'étant  (pi'une  ininiensi' 
extension  d»'  l'anaUsc  transcendante  i:(''u«''iale,  je  n';ii 
pas  besoiu  de  constater  spécialement  (|u"ellt'  esl  sUNeep- 
tihlc  d'être  envisagée  sous  les  divers  points  de  nui*  f<ui- 
daniciilaux  «pie  comporte  le  calcul  des  fonction^  indi- 
rei'les,  considéré  dan<  son  ensemble.  Lagrange  airui-nté 
le  calcul  des  variations  d'après  la  ciuiceplion  infinilési- 
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nialc  proprement  dite,  et  même  bien  avant  d'avoir  en- 
trepris la  reconstruction  générale  de  l'analyse  trans- 
cendante. Quand  il  eut  exécuté  cette  importante  réfor- 
mation, il  montra  aisément  comment  elle  pouvait  aussi 
s'appliquer  au  calcul  des  variations,  qu'il  exposa  avec 
tout  le  développement  convenable,  suivant  sa  théorie 
des  fonctions  dérivées.  Mais,  plus  l'emploi  de  la  mé- 
thode des  variations  est  difficile  pour  T intelligence  à 
cause  du  degré  d'abstraction  supérieur  des  idées  consi- 
dérées, plus  il  importe  de  ménager  dans  son  application 
les  forces  de  notre  esprit,  en  adoptant  la  conception  ana- 
lytique la  plus  directe  et  la  plus  rapide;  c'est-à-dire, 
celle  de  Leïbnitz.  Aussi  Lagrange  lui-même  l'a-t-il  cons- 
tamment préférée  dans  l'important  usage  qu'il  a  fait  du 
calcul  des  variations  pour  la  mécanique  analytique.  Il 
n'existe  pas,  en  effet,  la  moindre  hésitation  à  cet  égard 
parmi  les  géomètres. 

Afin  d'éclaircir  aussi  complètement  que  possible  le 
caractère  philosophique  du  calcul  des  variations,  je 
crois  devoir  terminer  en  indiquant  sommairement  ici 
une  considération  qui  me  semble  importante,  et  par  la- 
quelle je  puis  le  rapprocher  de  l'analyse  transcendante 
ordinaire  à  un  plus  haut  degré  que  Lagrange  ne  me  pa- 
rait l'avoir  fait  (1). 

Nous  avons  remarqué,  d'après  Lagrange,  dans  la  le- 
çon précédente,  la  formation  du  calcul  aux  différences 

(1;  Je  lut;  propose  de  développer  plus  tard  cette  considération  nou-j 
vt'lle,  dans  un  travail  spécial  sur  le  calcul  des  varinlions,  qui  a  pour! 
objet  de  présenter  l'ensemble  de  cette  analyse  hyper-transcendante  sousi 
un  nouveau  point  de  vue,  que  je  crois  propre  à  en  étendre  la  portée| 
générale. 
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partielles,  créé  par  d'Alemberl,  comme  ayant  iiUruduil, 
dans  l'analyse  transcendante,  une  nouvelle  idée  élémea- 
taire,  la  notion  de  deux  sortes  d'accroissements  distincts 
et  indépendants  les  uns  des  autres  que  peut  recevoir  une 
fonction  de  deux  variables,  en  vertu  «lu  chang^ement  de 
chaque  variable  séparément.  C'est  ainsi  que  l'ordonnée 
verticale  d'une  surface,  ou  toute  autre  grandeui-  qui  s'y 
rapporte,  varie  de  deux  manières  tout  à  fait  distinctes  et 
qui  peuvent  suivre  les  lois  les  plus  diverses  en  faisant 
croître  tantôt  l'une  tantôt  l'autre  des  deux  coordonnées 
horizontales.  Or,  une  telle  considération  me  semble  très 
I approchée,  par  sa  nature,  de  celle  qui  sert  de  base  gé- 
nérale à  la  méthode  des  variations.  Celle-ci,  en  effet,  n'a 
réellement  fail  autre  chose  que  transporter  aux  variables 
indépendantes  elles-mêmes  la  manière  de  voir  déjà 
adoptée  pour  les  fonctions  de  ces  variables,  ce  qui  en  a 
singulièrement  agrandi  l'usage.  Je  rmis.  d'aju-ès  cela, 
ijue,  sous  le  seul  ia[)p()i't  d<îs  conceptions  hindamenlales, 
on  peut  envisager  le  calcul  créé  par  d'Alenibr'rl,  eomine 
ayant  établi  une  tiansition  naturelle  et  nécessaire  entre 
le  calcul  infinitésimal  ordinaire  el  le  calcul  des  varia- 
lions,  dont  une  telle  filiation  me  parait  devnir  érlaircir 
el  simplifier  la  notion  générale. 

D'après  les  diverses  ('(>nsid('>ralions  iii(li(jné»'s  dans 
celle  leçon,  la  méthode  des  variations  se  présente  comme 
le  plus  haut  degré  de  perfection  connu  jusqu'ici  de  l'ana- 
lyse des  fondions  indirectes.  Dans  son  étal  primilif, 
cette  dernière  analyse  s'est  présentée  coinnu*  un  puis- 
sant moyen  général  d«'  lacililei  r«*lude  malhemaliqu»' 
des   phénomènes  naturels,   en   introduisant,    pour  l'ex- 

18 
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pression  de  leurs  lois,  la  considération  de  grandeurs 
auxiliaires  choisies  de  telle  manière  que  leurs  relations 
soient  nécessairement  plus  simples  et  plus  aisées  à  ob- 
tenir que  celles  des  grandeurs  directes.  Mais  la  forma- 
tion de  ces  équations  différentielles  n'était  point  conçue 
comme  pouvant  comporter  aucunes  règles  générales  et 
abstraites.  Or,  l'analyse  des  variations,  considérée  sous 
le  point  de  vue  le  plus  philosophique,  peut  être  envi- 
sagée comme  essentiellement  destinée,  par  sa  nature,  à 
faire  rentrer,  autant  que  possible,  dans  le  domaine  du 
calcul,  l'établissement  même  des  équations  différen- 
tielles, car  tel  est,  pour  un  grand  nombre  de  questions 
importantes  et  difficiles,  l'effet  général  des  équations 
variées  qui,  encore  plus  indirectes  que  les  simples  équa- 
tions différentielles  par  rapport  aux  objets  propres  de  la 
recherche,  sont  aussi  bien  plus  aisées  à  former,  et  des- 
quelles on  peut  ensuite,  par  des  procédés  analytiques 
invariables  et  complets,  destinés  à  éliminer  le  nouvel 
ordre  d'infinitésimales  auxiliaires  introduit,  déduire  ces 
équations  différentielles  ordinaires,  qu'il  eût  été  souvent 
impossible  d'établir  immédiatement.  La  méthode  des 
variations  constitue  donc  la  partie  la  plus  sublime  de  ce 
vaste  système  de  l'analyse  mathématique  qui,  partant 
des  plus  simples  éléments  de  l'algèbre,  organise,  par 
une  succession  d'idées  non  interrompue,  des  moyens 
généraux  de  plus  en  plus  puissants  pour  l'étude  appro- 
fondie de  la  philosophie  naturelle  et  qui,  dans  son  en- 
semble, présente,  sans  aucune  comparaison,  le  monu- 
ment le  plus  imposant  et  le  moins  équivoque  de  la  portée' 
de  l'f'sprit  humain.  Mais  il  faut  reconnaître  aussi  quelles 
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conceptions  habituellement  considérées  dans  la  mé- 
thode des  variations  étant,  par  Inii-  nature,  plus  indi- 
rectes, plus  générales  et  surtout  beaucoup  plus  abstraites 
que  toutes  les  autres,  l'emploi  d'une  telle  méthode  exige 
nécessairement,  et  d'une  manière  soutenue,  le  plus  haut 
degré  connu  de  contention  intellectuelle,  pour  ne  jamais 
perdre  de  vue  l'objet  précis  de  la  recherche  en  suivant 
des  raisonnements  qui  offrent  à  l'esprit  des  points  d'ap- 
pui aussi  peu  déterminés,  et  dans  lesquels  les  signes  ne 
sont  presque  jamais  d'aucun  secours.  On  doit,  sans 
doute,  attribuer  en  giande partie  à  cette  difficulté  néces- 
saire le  peu  d'usage  réel  que  les  géomètres,  excepté  La- 
grange,  ont  fait  jusqu'ici  d'une  conception  aussi  admi- 
rable. 
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ronsidérations  g;énérales  sur  le  calcul  aux  différences  finies. 


Les  diverses  considérations  fondamentales  indiquées 
dans  les  cinq  leçons  précédentes  constituent  réellement 
toutes  les  bases  essentielles  d'une  exposition  complète 
de  l'analyse  mathématique,  envisagée  sous  le  point  de 
vue  philosophique.  Néanmoins,  pour  ne  négliger  aucune 
conception  générale  vraiment  importante  relative  à  cette 
analyse,  je  crois  devoir,  avant  de  passer  à  l'étude  philo- 
sophique de  la  mathématique  concrète,  expliquer  très 
sommairement  le  véritable  caractère  propre  à  un  genre 
de  calcul  fort  étendu  et  qui,  bien  que  rentrant  au  fond 
dans  l'analyse  ordinaire,  est  cependant  encore  regardé 
comme  étant  d'une  nature  essentiellement  distincte.  Il 
s'agit  de  ce  qu'on  appelle  le  calcul  aux  différences  finies, 
qui  sera  le  sujet  spécial  de  cette  leçon. 

Ce  calcul,  créé  par  Taylor  dans  son  célèbre  ouvrage 
intitulé  Méthodes  incrementoruin^  consiste  essentielle- 
ment, comme  on  sait,  dans  la  considération  des  accrois- 
sements finis  que  reçoivent  les  fonctions  par  suite  d'ac- 
croissements analogues  de  la  part  des  variables  corres- 
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poiiflantes.  Ces  accroissomonts  ou  tliffri-puces,  auxquels 
on  applique  la  carartéristique  A,  pour  les  distinguer  des 
diffrrentifilles     ou    accroissements    infiniment     petits, 
peuvent  être,  à  leur  tr>ui'.   envisag"ées  comme  de  nou- 
velles fonctions,  et  devenir  le  sujet  d'uno  seconde  consi- 
dération semblable,  et  ainsi  de  suit»',  d'où  résulte  la  no- 
tion des  différences  des  divers  ordres  successifs,   ana- 
logues, au  moins  en  apparence,  aux  ordres  consécutifs 
des  différentielles.  Un  tel  calcul  prf'sente.  évidemment, 
comme  le  calcul  des  fonctions  indiiertrs,  deux  classes 
générales  de  questions  :   T  déterminer  les  différences 
successives  de  toutes  les  diverses  fonctions  analvliques  à 
une  ou  à  plusieurs  variables,  en  résultat  d'un  mode  d'ac- 
croissement défini  des  variables  indépendantes,  (jue  l'on 
suppose,  en  général,  augmenter  «mi  progression  aritli- 
UK'tique;    2"   réciproquement,   en    parlant    de  ces  diffé- 
rences ou.  |)lus  généralement.  d'«'M|ualions  quelconques 
établies  entrer  elles,  remonter  aux   foneliniis  primitives 
elles-mêmes,  ou  à  leurs  relations  eorrespondantes.  D'où 
la  décomposition  de  ce  calcul  total  eii  deux  calculs  dis- 
tincts, auxquels  on   donne   ordinairement   les  noms  de 
( (ilnil  (l'trrrt  mi.r  dijfrvoncps  finies^  et  de  rairui  inrrrsr 
nui    flifj'rrcnrp^i  finira,    ce    dnnier    etani    aussi   appel»'- 
«pndquefois  calcul  infrt/i'dl  aui  «h/j rmii rs  /uttc^.  (!lia- 
cun  de  ces  deux  calculs  serait,  d'ailleurs.  (''vid«Mnment 
susceptible    d'une    distribution    rationnelle    semblable 
à  celle  exposée   dans   la  septième   lemii   pour  le  calcul 
différrntiel    et    le   calcul    inlé^^ral,    ce    (jui    nie    rlispcnse 
d'en  faire  une  menlinn  dislincle. 

11  n'est  pas  douteux   «ju»'.   pai-   une    trllr   cnncepiiMu, 
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Tavlor  a  cru  fonder  un  calcul  d'une  nature  entièrement 
nouvelle,  absolument  distinct  de  l'analyse  ordinaire,  et 
plus  général  que  le  calcul  de  Leibnitz,  quoique  consis- 
tant dans  une  considération  analogue.  C'est  aussi  de 
cette  manière  que  presque  tous  les  géomètres  ont  jugé 
l'analyse  de  Taylor.  Mais  Lagrange,  avec  sa  profondeur 
habituelle,  a  clairement  aperçu  que  ces  propriétés  ap- 
partenaient bien  plus  aux  formes  et  aux  notations  em- 
ployées par  Taylor  qu'au  fond  même  de  sa  théorie. 
En  effet,  ce  qui  fait  le  caractère  propre  de  l'analyse  de 
Leibnitz,  et  la  constitue  en  un  calcul  vraiment  distinct 
et  supérieur,  c'est  que  les  fonctions  dérivées  sont,  en 
général,  d'une  toute  autre  nature  que  les  fonctions  pri- 
mitives, en  sorte  qu'elles  peuvent  donner  lieu  à  des  re- 
lations plus  simples  et  d'une  formation  plus  facile,  d'où 
résultent  les  admirables  propriétés  fondamentales  de 
l'analyse  transcendante,  expliquées  dans  les  leçons  pré- 
cédentes. Mais  il  n'en  est  nullement  ainsi  pour  les 
différences  considérées  par  Taylor.  Car  ces  différences 
sont,  parleur  nature,  des  fonctions  essentiellement  sem- 
blables à  celles  qui  les  ont  engendrées,  ce  qui  les  rend 
impropres  à  faciliter  l'établissement  des  équations,  et 
ne  leur  permet  pas  davantage  de  conduire  à  des  rela- 
tions plus  générales.  Toute  équation  aux  différences 
finies  est  vraiment,  au  fond,  une  équation  directement 
relative  aux  grandeurs  mêmes  dont  on  compare  les  états 
successifs.  L'échafaudage  de  nouveaux  signes,  qui  fait 
illusion  sur  le  véritable  caractère  de  ces  équations,  ne 
le  déguise  cependant  que  d'une  manière  fort  imparfaite, 
puisqu'on  pourrait  toujours  le  mettre  aisément  en  évi- 
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dence  en  remplaçant  ronstamnionl  I»'s  diffi'rpnces  par- 
les combinaisons  équivalentes  des  grandeurs  primitives, 
dont  elles  ne  sont  réellement  autre  chose  que  les  dési- 
gnations abrégées.  Aussi,  le  calcul  de  Tavlor  n'a-t-il 
jamais  offert  et  ne  peut-il  offrir,  dans  aucune  question 
de  géométrie  ou  de  mécanique,  ce  puissant  secours  gé- 
néral (jue  nous  avons  vu  résulter  nécessairement  de 
l'analyse  de  Leibnitz.  Lagrange  a,  d'ailleurs,  très  net- 
tement établi  que  la  prétendue  analogie  observée  entre 
le  calcul  aux  différences  et  le  calcul  infinitésimal  était 
radicalement  vicieuse,  en  ce  sens  que  les  formules  pro- 
pres au  premier  calcul  ne  peuvent  nullement  fournil-, 
comme  cas  particuliers,  celles  qui  conviennent  au  se- 
cond, dont  la  nature  est  essentiellement  distincte. 

D'après  l'ensemble  de  considérations  que  \v  viens 
d'indiquer,  je  crois  que  le  calcul  aux  différences  finiras 
est  ordinairement  classé  à  tort  dans  l'analyse  transcen- 
dante proprement  dite,  c'est-à-dire  dans  le  calcul  des 
fonctions  indirectes.  Je  le  conçois,  au  contraire,  en 
adoptant  pleinement  les  importantes  réllexions  de  La- 
grange, «jui  ne  sont  pas  encore  suffisamment  appréciées, 
comme  étant  seulement  inie  liianclie  ti«\s  étendue  et  fort 
importante  de  l'analyse  ordiiiaire,  c'est-à-<lire,  de  ce  que 
j'ai  nommé  le  calcul  des  fonctions  directes.  Tel  est.  en 
effet,  ce  me  senil>l<'.  son  vrai  caractère  pliilosrqdiique, 
que  les  équations  qu  il  considère  sont  toujom  s.  m.ilirré 
la  notation,  de  simples  éciuations  directes. 

En  précisant,  autant  que  possible,  iVxplicalicMi  pi^- 
cédente,  on  doit  tnvisa^^'r  le  calcul  di'  Taybu*  comme 
avant  constanuneiil  pour  vèijtalilr  obj.-l   la  théorie  gé- 
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iierale  des  suites,  dont,  avant  cet  illustre  géomètre,  on 
n'avait  encore  considéré  que  les  cas  les  plus  sim- 
ples. J'aurais  dû,  rigoureusement,  mentionner  cette 
importante  théorie  en  traitant,  dans  la  cinquième 
leçon,  de  l'algèbre  proprement  dite,  dont  elle  est 
une  branche  si  étendue.  Mais,  afin  d'éviter  tout 
double  emploi,  j'ai  préféré  ne  la  signaler  qu'en  considé- 
rant le  calcul  aux  différences  finies,  qui,  réduit  à  sa 
plus  simple  expression  générale,  n'est  autre  chose,  dans 
toute  son  étendue,  qu'une  étude  rationnelle  complète 
des  questions  relatives  aux  suites. 

Toute  suite,  ou  succession  de  nombres  déduits  les  uns 
des  autres  d'après  une  loi  constante  quelconque^  donne 
lieu  nécessairement  à  ces  deux  questions  fondamentales  : 
l"  la  loi  de  la  suite  étant  supposée  connue,  trouver  l'ex- 
pression de  son  terme  général,  de  manière  à  pouvoir 
calculer  immédiatement  un  terme  d'un  rang  quelconque, 
sans  être  obligé  de  former  successivement  tous  les  pré- 
cédents ;  2°  dans  les  mêmes  circonstances,  déterminer 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  suite 
en  fonction  de  leurs  rangs^,  en  sorte  qu'on  puisse  la  con- 
naître sans  être  forcé  d'ajouter  continuellement  ces 
termes  les  uns  aux  autres.  Ces  deux  questions  fonda- 
mentales étant  supposées  résolues,  on  peut  en  outre  se 
proposer  réciproquement  de  trouver  la  loi  d'une  série 
d'après  la  forme  de  son  terme  général,  ou  l'expression 
de  la  somme.  Chacun  de  ces  divers  problèmes  comporte 
d'autant  plus  d'étendue  et  de  difficuUé,  que  l'on  peut 
concevoir  un  plus  grand  nombre  de  lois  différentes  pour 
les  séries,  suivant  le  nombre  de  termes  précédents  dont 
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chaque  terme  dépenrl  immérIiatemeiiL  r-l  suivant  la 
fonction  qui  oxprinir  cM'lte  dépendance.  On  peut  même 
considérer  des  séries  à  plusieurs  indices  variables, 
comme  l'a  fait  Laplace  dans  la  Thf'or'ip  anah/tiqup  rh's 
probabilitf's,  par  l'analyse  à  laquelle  il  a  donné  \o  nom 
de  Tlif'ovie  des  fonctions  f/rn''ratrir('>i.  bien  <ju'«'llr  in* 
soit  réellement  ([u'unp  branche  iinnvelle  et  supérieure  du 
calcul  aux  différences  finies,  (ui  de  la  théorie  générale 
des  suites. 

Les  divers  aperçus  généraux  «pie  je  vioFis  d'indifjner 
ne  donnent  même  qu'une  idée  imparfaite  de  l'élendiu'  ft 
de  la  variété  vraiment  infinie  des  questions  auxquelles 
les  géomètres  se  sont  élevés  d'après  «ctt»'  s(miI<'  considé- 
ration des  séries,  si  simple  <'ii  apparence,  et  si  bornée  à 
son  origine.  Elle  présente  nécessairement  autant  de  cas 
divers  que  la  résolution  algébrique  des  équalion>  ein  i- 
sagée  dans  toute  son  étendue:  et  elle  est,  par  sa  na- 
ture, beaucoup  plus  compliquée,  tellement  même 
qu'elle  en  dépend  toujours,  |»our  ((HKhiiie  à  une  solu- 
tion complète.  C'est  assez  faire  picssenljr  (juelle  dnil  èlre 
encore  son  extrême  imperfection,  inalcré  les  travaux 
successifs  de  plusieurs  géomètres  du  premiei-  mdie. 
Nous  ne  possédons,  en  effet,  jusqu'ici  (jue  la  solution 
totale  et  rationnelle  des  plus  simples  (piestions  de  retle 
nature. 

Il  est  maintenaFit  aise  de  concevoir  l'identité  néces- 
saire et  parfaite  que  j'ai  aniu)ncée  ci-dessus,  d'après  les 
indications  de  Lagrange,  entre  le  ralcul  aux  différences 
finies,  et  la  théorie  des  suites  prise  dans  son  ensemble. 
En  effet,  toute  différeiitiation  à  la  manière  de  Tayh'rre- 
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vient  évidemment  à  trouver  la  loi  de  formation  d'une 
suite  à  un  ou  à  plusieurs  indices  variables,  d'après  l'ex- 
pression de  son  terme  général  ;  de  même,  toute  intégra- 
tion analogue  peut  être  regardée  comme  ayant  pour 
objet  la  sommation  d'une  suite,  dont  le  terme  général 
serait  exprimé  par  la  différence  proposée.  Sous  ce  rap- 
port, les  divers  problèmes  de  calcul  aux  différences,  di- 
rect ou  inverse,  résolus  par  Taylor  et  par  ses  succes- 
seurs, ont  réellement  une  très  grande  valeur,  comme 
traitant  des  questions  importantes  relativement  aux 
suites.  Mais  il  est  fort  douteux  que  la  forme  et  la  nota- 
tion introduites  par  Taylor  apportent  réellement  aucune 
facilité  essentielle  dans  la  solution  des  questions  de  ce 
genre.  Il  serait  peut-être  plus  avantageux  pour  la  plupart 
des  cas,  et  certainement  plus  rationnel,  de  remplacer  les 
différences  par  les  termes  mômes  dont  elles  désignent 
certaines  combinaisons.  Le  calcul  de  Taylor  ne  reposant 
pas  sur  une  pensée  fondamentale  vraiment  distincte,  et 
n'ayant  de  propre  que  son  système  de  signes,  il  ne  sau- 
rait y  avoir  réellement,  dans  la  supposition  même  la 
I)lus  favorable,  aucun  avantage  important  à  le  concevoir 
comme  détaché  de  l'analyse  ordinaire,  dont  il  n'est,  à 
vrai  dire,  qu'une  branche  immense.  Cette  considération 
des  différences^  le  plus  souvent  inutile  quand  elle  ne 
complique  pas,  me  semble  conserver  encore  le  caractère 
d'une  époque  où  les  idées  analytiques  n'étant  pas  assez 
familières  aux  géomètres,  ils  devaient  naturellement 
préférer  les  formes  spéciales  propres  aux  simples  com- 
paraisons numériques. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  ne  dois  pas  terminer  cette  appré- 
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ciatioii  générale  du  calcul  aux  différences  finies,  sans 
signaler  une  nouvelle  notion  à  laquelle  il  a  duniié  nais- 
sance, et  qui  a  pris  ensuit»*  une  grande  importance.  C'est 
la  considération  dr  ces  fonctions  périodiques  ou  discon- 
tinues, conservant  toujours  la  même  valeur  pour  une 
suite  infinie  de  valeurs  assujetties  à  une  certaine  loi 
dans  les  variables  correspondantes,  et  (jui  doivent  élrc 
nécessairement  ajoutées  aux  intégrales  d«*s  équations 
aux  différences  finies  pour  les  rendre  suffisamment  géné- 
rales, comme  on  ajoute  de  simples  constantes  arbitraires 
à  toutes  les  quadratures  afin  dru  cnmplétei-  la  généra- 
lité. Cette  idée,  primitivement  introduite  par  Euler,  est 
devenue,  dans  ces  dernieis  temps,  b*  sujet  de  travaux 
fort  étendus  de  la  part  de  M.  Fourier,  qui  Ta  transportée 
dans  le  système  général  de  l'anîilyse,  et  qui  «mi  a  fait  un 
usage  tellement  neuf  et  si  essentiel  pour  la  tbéorir  ina- 
lliémati<jue  de  la  clialcui"  (jur  celte  cnnceijlion,  dans  son 
état  actuel,  lui  appartient  vraiment  d'une  manièie  exclu- 
sive. 

Afin  de  signaler  compliMement  le  caractt-re  [diiloso- 
pliique  du  calcul  aux  différences  finies,  je  ue  (bds  pas 
négliger  de  mentionner  ici  rapidement  les  priu<*i[)ales 
applications  générales  qu Ou  eu  a  faites  jusqu'à  présent. 

11  faudrait  placer  au  preniiei-  rang,  comnn*  la  plus 
étendue  et  la  phis  ini[>nrlanle,  la  solution  des  rpiestious 
relatives  aux  suites,  si,  da(»r<'s  les  cxpliciitinus  dounees 
ci-dessus,  la  tbé<uie  «générale  des  suites  ne  devait  pas 
être  considérée  comme  constituant,  pai  sa  uature,  le 
fond  même  du  calcul  de  Taybir.  (>îlle  grande  classj»  de 
problèmes  etafit   donc   écartée,  la    plus   essentielle  des 
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véritables  applications  de  l'analyse  de  Taylor  esl  sans 
doute,  jusqu'ici,  la  méthode  générale  des  interpolations, 
si  fréquemment  et  si  utilement  employée  dans  la  re- 
cherche des  lois  empiriques  des  phénomènes  naturels. 
La  question  consiste,  comme  on  sait,  à  intercaler,  entre 
certains  nombres  donnés,  d'autres  nombres  intermé- 
diaires assujettis  à  la  même  loi  que  l'on  suppose  exister 
entre  les  premiers.  On  peut  pleinement  vérifier,  dans 
cette  application  principale  du  calcul  de  Taylor,  com- 
bien, ainsi  que  je  l'ai  expliqué  plus  haut,  la  considéra- 
tion des  différences  est  vraiment  étrangère  et  souvent 
gênante,  relativement  aux  questions  qui  dépendent  de 
cette  analyse.  En  effet,  Lagrange  a  remplacé  les  for- 
mules d'interpolation  déduites  de  l'algorithme  ordinaire 
du  calcul  aux  différences  finies  par  des  formules  géné- 
rales beaucoup  plus  simples,  qui  sont  aujourd'hui 
presque  toujours  préférées,  et  qui  ont  été  trouvées  direc- 
tement, sans  faire  jouer  aucun  rôle  à  la  notion  superflue 
des  différences,  qui  ne  faisaient  que  compliquer  la 
question. 

Une  dernière  classe  importante  d'applications  du  cal- 
cul aux  différences  finies,  qui  mérite  d'être  distinguée  de 
la  précédente,  consiste  dans  l'usage  éminemment  utile 
qu'on  en  fait,  en  géométrie,  pour  déterminer  par  approxi-  { 
mation  la  longueur  et  l'aire  de  quelque  courbe  que  ce 
soit,  et,  de  même,  la  quadrature  et  la  cubature  d'un 
corps  ayant  une  forme  quelconque.  Ce  procédé,  qui  peut, 
d'ailleurs,  être  conçu  abstraitement  comme  dépendant 
de  la  même  recherche  analytique  que  la  question  des 
interpolations,  présente  souvent  un  supplément  précieux 
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aux  méthodes  géométriques  entièrement  rationnelles, 
qui  conduisent  fréquemment  à  des  intégrations  qu'on  ne 
sait  point  encore  effectuer,  ou  à  des  calculs  d'une  exécu- 
tion très  compliquée. 

Telles  sont  les  diverses  considérations  principales  que 
j'ai  cru  devoir  indiquer  relativement  au  calcul  des  diffé- 
rences finies.  Cet  examen  complète  l'étude  philoso- 
phique que  je  m'étais  proposé  d'esquisser  pour  la  mathé- 
matique abstraite.  Nous  devons  maintenant  procéder  à  un 
travail  semblable  sur  la  mathématique  concrète,  où  nous 
nous  attacherons  surtout  à  concevoir  comment,  en  sup- 
posant parfaite  la  science  générale  du  calcul,  on  a  pu,  par 
(les  procédés  invariables,  réduire  à  de  pures  questions 
d'analyse  tous  les  problèmes  que  peuvent  présenter  la 
géométrie  cl  la  niécaiiiqur,  et  linj)rimer  ainsi  à  ces  deux 
bases  fondamentales  de  la  philosopiiir  iialiiiellr  uii 
degré  de  précision  et  surtout  d  unité,  eii  un  innl.  un  ca- 
ractère de  haute  perfection  «ju'une  telle  marche  pouvait 
seule  leur  C(jmmuni(}uer. 


286  PHILOSOPHIE    POSITIVE 


DIXIEME   LEÇON 


Tue  générale  de  la  géométrie. 


D'après  F  explication  générale  présentée  dans  la  troi- 
sième leçon  relativement  au  caractère  philosophique  de 
la  mathématique  concrète,  comparé  à  celui  de  la  ma- 
thématique abstraite,  je  n'ai  pas  besoin  d'établir  ici, 
d'une  manière  spéciale,  que  la  géométrie  doit  être  con- 
sidérée comme  une  véritable  science  naturelle,  seule- 
ment bien  plus  simple  et,  par  suite,  beaucoup  plus  par- 
faite qu'aucune  autre.  Cette  perfection  nécessaire  de  la 
géométrie,  obtenue  essentiellement  par  l'application, 
qu'elle  comporte  si  éminemment,  de  l'analyse  mathéma- 
tique, fait  ordinairement  illusion  sur  la  nature  réelle  de 
cette  science  fondamentale^  que  la  plupart  des  esprits 
conçoivent  aujourd'hui  comme  une  science  purement  ra- 
tionnelle, tout  à  fait  indépendante  de  l'observation.  Il 
<'st  néanmoins  évident,  pour  quiconque  examine  avec 
attention  le  caractère  des  raisonnements  géométriques, 
m^'me  dans  l'état  actuel  de  la  géométrie  abstraite,  que,  .^ 
si  les  faits  qu'on  y  considère  sont  beaucoup  plus  liés  entre  J 
eux  que  ceux  relatifs  à  toute  autre  science,  il  existe  tou-  ' 
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jours  cependant,  par  rapport  à  chaque  corps  étudié  par 
les  géomètres,  un  certain  nombre  (\e  phénomènes  pri- 
mitifs qui,  n'étant  étahlis  par  aucun  raisonnemenl.  w 
peuvent  être  fondés  que  sur  l'observation,  et  constituent 
la  base  nécessaire  de  toutes  les  déductions.  L'erreur 
commune  à  cet  égard  doit  être  regardée  comme  un  restr 
d'inlluence  de  l'esprit  métaphysique,  qui,  même  dans  les 
études  géométriques,  a  si  longtemps  dominé.  Indépen- 
damment de  sa  gravité  logique,  cette  fausse  manièic  dr 
voir  présente  continuellement,  dans  les  applications  de 
la  géométrie  rationnelle,  les  plus  grands  inconvénients, 
en  ce  qu'elle  empêche  de  concevoir  nettement  le  passage 
du  concret  à  l'abstrait. 

La  supériorité  scientifique  de  la  géométrie  tient,  «li 
général,  à  ce  que  les  phénomènes  qu'elle  considèic  sont 
nécessairement  les  plus  universels  et  les  j)liis  simples 
de  tous.  Non  seulement  tous  les  corps  de  la  nature 
peuvent  évidemment  donner  li<'u  à  des  recherches  géo- 
métriques aussi  bien  qu'à  des  recherches  mécaniques, 
mais,  de  j)lus,  les  phénnmJ'nes  géométricjues  subsis- 
l«'rairiil  encore  quand  mênu'  toutes  h's  j»arti«'s  dr  l'uni- 
vers seraient  su[)posées  immobiles,  La  geoniélrif  est 
donc,  par  sa  nature,  plus  générah*  ((ue  la  mécaniqu»*.  Kn 
même  temps,  ses  phénomènes  sont  plus  simples;  car  ils 
sont  évidemment  indépcndaiils  drs  phénomènes  méca- 
ni(|ues,  tandis  (|u«'  ceux-ci  se  coinj)li(iuent  tonj<»urs  né- 
cessairement des  premiers.  Il  «n  «si  (!••  niênn'.  en  com- 
parant la  géométrie  à  la  t licrmologie  abstrait»*,  qu'on 
jteut  concevoir  aujourd'hui  depuis  les  travaux  «le  M.  \\ni- 
rier,  ainsi   que  je  l'ai  indique  dans  la  troisième  leçon. 
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comme  mie  nouvelle  branche  générale  de  la  mathéma- 
tique concrète.  En  effet,  les  phénomènes  thermologiques, 
considérés  même  indépendamment  des  effets  dyna- 
miques qui  les  accompagnent  presque  constamment,  sur- 
tout dans  les  corps  fluides,  dépendent  nécessairement 
des  phénomènes  géométriques,  puisque  la  forme  des 
corps  influe  singulièrement  sur  la  répartition  de  la  cha- 
leur. 

C'est  pour  ces  diverses  raisons  que  nous  avons  dû 
classer  précédemment  la  géométrie  comme  la  première 
partie  de  la  mathématique  concrète,  celle  dont  l'étude, 
outre  son  importance  propre,  sert  de  base  indispensable 
à  toutes  les  autres. 

Avant  de  considérer  directement  l'étude  philoso- 
phique des  divers  ordres  de  recherches  qui  constituent 
la  géométrie  actuelle,  il  faut  se  faire  une  idée  nette  et 
exacte  de  la  destination  générale  de  cette  science,  en-  . 
visagée  dans  son  ensemble.  Tel  est  l'objet  de  cette 
leçon. 

On  définit  communément  la  géométrie  d'une  manière 
très  vague  et  tout  à  fait  vicieuse,  en  se  bornant  à  la  pré-  1 
senter  comme  la  science  de  rétendue.  Il  conviendrait 
d'abord  d'améliorer  cette  définition  en  disant,  avec  plus 
de  précision,  que  la  géométrie  a  pour  objet  la  mesure  de 
l'étendue.  Mais  une  telle  explication  serait,  par  elle- 
même,  fort  insuffisante  bien  que,  au  fond,  elle  soit 
exacte.  Un  aperçu  aussi  imparfait  ne  peut  nullement 
faire  connaître  le  véritable  caractère  général  de  la  science 
géométrique. 

Pour  y  parvenir,  je  crois  devoir  éclaircir  préalable- 
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ment  deux  notions  fondamentales,  qui,  très  simples  en 
elles-mf!'mes,  ontétésing-ulièrement  obscurcies  par  l'em- 
ploi des  considérations  métaphysiques. 

La  première  est  celle  de  Y  espace,  qui  a  donné  lieu 
à  tant  de  raisonnements  sophistiques,  à  des  dicussions 
si  creuses  et  si  puériles  de  la  part  des  métaphysiciens. 
Réduite  à  son  acception  positive ,  cette  conception 
consiste  simplement  en  ce  que,  au  lieu  de  considérer 
l'étendue  dans  les  corps  eux-mêmes,  nous  l'envisaErj'ons 
dans  un  milieu  indéfini,  que  nous  regardons  connue  con- 
tenant tous  les  corps  de  l'univers.  Cette  notion  nous  est 
naturellement  suggérée  par  l'observation,  quand  nous 
pensons  à  Y  empreinte  que  laisserait  un  corps  dans  un 
fluide  où  il  aurait  été  placé.  Il  est  clair,  en  effet,  que, 
sous  le  rapport  géoméliique.  une  [A\v  rm/trrinlr  peu! 
être  substituée  au  corps  lui-même  .sans  (jue  les  raisiui- 
nements  en  soient  altérés.  (Juan!  à  la  riature  |diysi(jue 
{\v  cet  espace  indéfini,  nous  devons  sponlaïK'mcFil  non*- 
le  représenter,  j)Our  jjIus  de  facilite,  comme  analogue  au 
milieu  effectif  dans  le(|U(d  nous  vivons,  tellement  tjue  si 
ce  milieu  était  li(juide,  au  lieu  d'ètie  gazeux,  notre 
espace  géométrique  serait,  saii--  doute,  cnmu  aussi 
connue  liijuide.  (]ette  circonslaiK  ••  n'est,  d'ailleurs,  «'«vi- 
denunent  (|ue  très  secondaire,  l'^dijet  essentiel  d  une  Itdif 
conce[)tion  élanl  seulenienl  de  nous  faire  envisat;ei- 
l'étendue  séparém<'nt  des  corps  qui  nous  la  manifestent. 
On  comprend  aisément  à  priori  l'imporlance  de  «rite 
image  fondamentale,  puis(|u'elle  imus  jM-rniet  d'étudier 
les  [»hénomènes  géométriques  en  eux  inêtnes,  abstrac- 
tion faite  de  tf)us  les  autres  phénomènes  qui  les  acoom- 
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pagnent  constamment  dans  les  corps  réels,  sans  cepen- 
dant exercer  sm'  eux  aucune  influence.  L'établissement 
régulier  de  cette  abstraction  générale  doit  être  regardé 
comme  le  premier  pas  qui  ait  été  fait  dans  l'étude  ration- 
nelle de  la  géométrie,  qui  eût  été  impossible  s'il  avait 
fallu  continuer  à  considérer  avec  la  forme  et  la  grandeur 
des  corps  l'ensemble  de  toutes  les  autres  propriétés  phy- 
siques. L'usage  d'une  semblable  hypothèse,  qui  est  peut- 
être  la  plus  ancienne  conception  philosophique  créée  par 
l'esprit  humain,  nous  est  maintenant  devenu  si  familier 
que  nous  avons  peine  à  mesurer  exactement  son  impor- 
tance, en  appréciant  les  conséquences  qui  résulteraient 
de  sa  suppression. 

Les  spéculations  géométriques  ayant  pu  ainsi  devenir 
abstraites,  elles  ont  acquis  non  seulement  plus  de  sim- 
plicité, mais  encore  plus  de  généralité.  Tant  que  l'éten- 
due est  considérée  dans  les  corps  eux-mêmes,  on  ne 
peut  prendre  pour  sujet  des  recherches  que  les  formes 
effectivement  réalisées  dans  la  nature,  ce  qui  restrein- 
drait singulièrement  le  champ  de  la  géométrie.  Au  con- 
traire, en  concevant  l'étendue  dans  Vespace,  l'esprit  hu- 
main peut  envisager  toutes  les  formes  quelconques 
imaginables,  ce  qui  est  indispensable  pour  donner  à  la 
géométrie  un  caractère  entièrement  rationnel. 

La  seconde  conception  géométrique  préliminaire  que 
nous  devons  examiner  est  celle  des  différentes  sortes 
d'étendue,  désignées  par   les   mots  de  volume  {{),  sur- 

(1)  M.  Lacroix  a  critiqué  avec  raison  l'expression  de  solide  commu- 
nément employée  par  les  géomètres  pour  désigner  un  volume.  Il  est 
certain,  eu  eflet,  que  lorsque  nous  voulons  considérer  séparément  une 
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face,  ligne,  et  môme  point,  et  dont  rexplicatioii  ordi- 
naire est  si  peu  satisfaisante. 

Quoiqu'il  soit  évidemment  impossible  de  concevoir 
aucune  étendue  absolument  privée  de  l'une  quelconque 
(les  trois  dimensions  fondamentales,  il  n'est  pas  moins 
incontestable  que,  dans  uiif  foule  d'occasions,  même 
d'une  utilité  imméliato,  les  questions  g-éométriques  ne 
dépendent  que  de  deux  dimensions,  considérées  séparé- 
ment de  la  troisième,  ou  d'une  seule  dimension,  consi- 
dérée séparément  des  deux  autres.  D'un  autre  côté,  indé- 
pendamment de  ce  motif  direct,  l'étude  de  l'étendue  à 
une  seule  dimension  et  ensuite  à  deux  se  présente  rlai 
remont  comme  un  préliminaire  indispensable  pour  faci- 
liter l'étude  des  corps  complets  ou  à  trois  dimensions, 
dont  la  théorie  immédiate  serait  trop  compliquer.  Tels 
sont  les  deux  motifs  généraux  qui  obligent  les  géomètres 
à  considérer  isolément  l'étendue  sous  !<•  lapport  (riiii»» 
ou  d<'  deux  dimensions,  aussi  bien  (|ue  relativement  à 
toutes  les  trois  ensemble. 

C'est  afin  de  pouvoir  penser,  d'une  manière  perma- 
ii<*nte,  à  l'étendue  dans  deux  sens  ou  dans  un  seul,  qiu* 
r('S[)ril  humain  se  forme  les  notions  générales  de  sur- 
/(uc,  cl  (h'  liynr.  Les  expressions  hyprrboliijues  habi- 
tuellement employées  par  les  géomètres  pour  les  défi- 


lertaiiie  portion  il»-  \'esfjacf  iiidétini,  «outMi  <  ..mni.-  (,m/.ii\  hou-  in  :..mi- 
tiilioiis  par  la  ptMisre  rt'iiotiiitf  »»xlL'ri»'iir«'.  iii  soil»- cjuuiio /iy/i<  et  uue 
surface  sont  habituelliMUfiit,  pour  notn-  i'î<prit,  tout  uuuai  solides  i\\i'\xu 
volumf.  Ou  poiit  mriiM'  rt'mar<|in'r  «im*.  If  plus  souvonl.  afin  quo  Ipî» 
corps  se  péuètreiit  muluelhiueut  avec  plus  de  facilita*.  u«»u*  iioiiiiiiei» 
obligés  de  nous  représeuler  comme  creux  liat^^rieiir  de»  volumes,  ce 
•pii  rend  encore  plus  sensible  l'impropn^U'  ilu  m<»l  *olnie. 
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iiir  tendent  à  en  faire  concevoir  une  fausse  idée.  Mais, 
examinées  en  elles-mêmes,  elles  n'ont  d'autre  destina- 
tion que  de  nous  permettre  de  raisonner  avec  facilité  sur 
ces  deux  genres  d'étendue,  en  faisant  complètement  abs- 
traction de  ce  qui  ne  doit  pas  être  pris  en  considération. 
Or,  il  suffit,  pour  cela,  de  concevoir  la  dimension  que 
l'on  veut  éliminer  comme  devenue  g-raduellement  de 
plus  en  plus  petite,  les  deux  autres  restant  les  mêmes, 
jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parvenue  à  un  tel  degré  de  ténuité 
qu'elle  ne  puisse  plus  fixer  l'attention.  C'est  ainsi  qu'on 
acquiert  naturellement  l'idée  réelle  d'une  surface,  et, 
par  une  seconde  opération  analogue,  l'idée  d'une  ligne, 
en  renouvelant  pour  la  largeur  ce  qu'on  a  d'abord  fait 
pour  l'épaisseur.  Enfin,  si  l'on  répète  encore  le  même 
travail,  on  parvient  à  l'idée  d'un |jom^^  ou  d'une  étendue 
considérée  uniquement  par  rapport  à  son  lieu,  abstrac- 
tion faite  de  toute  grandeur,  et  destinée,  par  conséquent, 
à  préciser  les  positions.  Les  surfaces  ont  d'ailleurs  évi- 
demment la  propriété  générale  de  circonscrire  exacte- 
ment les  volumes  ;  et,  de  même  les  lignes,  à  leur  tour, 
circonscrivent  les  surfaces,  et  sont  limitées  par  les 
points.  Mais  cette  considération,  à  laquelle  on  a  donné 
souvent  trop   d'importance,  n'est   que  secondaire. 

Les  surfaces  et  les  lignes  sont  donc  réellement  tou- 
j  ours  conçues  avec  trois  dimensions;  il  serait,  en  effet, 
impossible  de  se  représenter  une  surface  autrement  que 
comme  une  plaque  extrêmement  mince,  et  une  ligne 
autrement  que  comme  un  fil  infiniment  délié.  11  est 
même  évident  que  le  degré  de  ténuité  attribué  par  cba-, 
que  individu  aux  dimensions  dont  il  veut  faire  abstrac- 
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tion  n'est  pas  constamment  identique,  rar  il  rloit 
dépendre  du  degré  de  finesse  de  ses  observations  g-éomé- 
triques  habituelles.  Ce  défaut  d'uniformité  n'a  d'ailleurs 
aucun  inconvénient  réel,  puisqu'il  suffit,  pour  que  les 
idées  de  surface  et  de  ligne  remplissent  la  condition  es- 
sentielle de  leur  destination,  que  chacun  se  représente  les 
dimensions  à  négliger  comme  plus  petites  que  toutes 
celles  dont  ses  expériences  journalières  lui  donnent  oc- 
casion d'apprécier  la  grandeur. 

On  doit  sans  doute  regretter  qu'il  soit  encore  néces- 
saire aujourd'hui  d'indiquer  expressément  une  explica- 
tion aussi  simple  que  la  précédente,  dans  un  ouvrage  t»»! 
que  celui-ci.  Mais  j'ai  cru  devoir  signaler  rapidement  ces 
considérations  à  cause  du  nuase  ontologique  dont  une 
fausse  manier»'  de  voir  enveloppe  ordinairement  ces 
uoiions  premii'res.  On  \nil  |i;ii-  là  combien  sont  dépour- 
vues de  toute  espèce  de  sens  les  discussions  fantastiques 
des  métaphvsiciens  sur  les  fondements  dr  la  géométrie. 
On  drnt  aussi  lemarqurr  que  ces  idées  primordiales  sont 
liabituellemenl  présentées  [>ar  les  géomètres  d'iuie 
manière  peu  philosophicjue ,  puisiiu'ils  exposent,  par 
•  xemple,  les  notions  des  différentes  sortes  d'étendue 
dans  un  ordre  absolument  inverse  de  leur  efichaînement 
naturel,  re  qui  engendre  souvent .  pnnr  renseignement 
élémentaire,  les  plus  graves  inconvénients. 

Ces  préliminaires  étant  posés,  nous  pouvons  procé- 
der directement  à  la  définition  générale  de  la  géométrie, 
en  concevant  toujours  celle  sci<»nce  comm»*  '*'"'  ?'""r 
bnl  final  la  nw^nrr  df  l'élendue. 

Il  est   tellement   ïiécessaire  (IrnliiT   a  «r't   égard  dans 
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une  explication  approfondie,  fondée  sur  la  distinction 
des  trois  espèces  d'étendue,  que  la  notion  de  mesure 
n'est  pas  exactement  la  même  par  rapport  aux  surfaces 
et  aux  volumes  que  relativement  aux  lignes,  en  sorte 
que,  sans  cet  examen,  on  se  formerait  une  fausse  idée 
de  la  nature  des  questions  géométriques. 

Si  l'on  prend  le  mot  mesure  dans  son  acception  ma- 
thématique directe  et  générale,  qui  signifie  simplement 
l'évaluation  des  rapports  qu'ont  entre  elles  des  grandeurs 
homogènes  quelconques,  on  doit  considérer,  en  géomé- 
trie, que  la  mesure  des  surfaces  et  des  volumes,  par  op- 
position à  celle  des  lignes,  n'est  jamais  conçue,  même 
dans  les  cas  les  plus  simples  et  les  plus  favorables , 
comme  s'effectuant  immédiatement.  On  regarde  comme 
directe  la  comparaison  de  deux  lignes;  celle  de  deux 
surfaces  ou  de  deux  volumes  est,  au  contraire,  constam- 
ment indirecte.  En  effet,  on  conçoit  que  deux  lignes 
puissent  être  superposées;  mais  la  superposition  de 
deux  surfaces,  ou,  à  plus  forte  raison,  celle  de  deux  vo- 
lumes, est  évidemment  impossible  à  établir  dans  le  plus 
grand  nombre  des  cas;  et,  lors  même  qu'elle  devient  ri- 
goureusement praticable,  une  telle  comparaison  n'est 
jamais  ni  commode,  ni  susceptible  d'exactitude.  Il  est 
donc  bien  nécessaire  d'expliquer  en  quoi  consiste  pro- 
prement la  mesure  vraiment  géométrique  d'une  surface 
ou  d'un  volume. 

Il  faut  considérer,  pour  cela,  que,  quelle  que  puisse 
être  la  forme  d'un  corps,  il  existe  toujours  un  certain 
nombre  de  lignes,  plus  ou  moins  faciles  à  assigner,  dont 
la  longueur  suffit  pour  définir  exactement  la  grandeur 


MATHÉMATIQUE  205 

flo  sa  surface  ou  de  son  volume.  La  geomelrie,  regar- 
dant ces  lignes  comme  seules  susceptibles  d'être  me- 
surées immédiatement,  se  propose  de  déduire,  de  leur 
simple  détermination,  le  rapport  de  la  surface  ou  du  vo- 
lume cherchés,  à  l'unité  de  surface  ou  à  l'unité  de  vo- 
lume. Ainsi  l'objet  général  de  la  géométrie,  relativement 
aux  surfaces  et  aux  volumes,  est  proprement  de  ramener 
toutes  les  comparaisons  de  surfaces  ou  rh'  volumes  à  d«' 
simples  comparaisons  de  lignes. 

Outre  la  facilité  immense  que  présente  évidemment 
une  telle  transformation  pour  la  mesure  des  volumes  et 
des  surfaces,  il  en  résulte,  rn  la  considérant  d'une  ma- 
nière plus  étendue  et  plus  scientifique,  la  possibilité 
générale  de  réduire  à  des  (juestions  de  lignes  toutes  les 
questions  relatives  aux  volumes  et  aux  surfaces,  «'uvi- 
sagés  quant  à  leur  grandeur.  Tel  est  souvent  l'usage  h» 
plus  important  des  expressions  géométriques  qui  déter- 
minent les  surfaces  et  les  volumes  en  fonction  des  lignes 
correspondantes. 

Ce  n'est  pas  que  les  comparaisons  immédiates  entre 
surfaces  ou  entre  volumes  ne  soient  jamais  employées. 
Mais  de  telles  mesures  ne  sont  pas  n'gardées  («Mume 
géométriques,  et  on  n'v  voit  qu'un  su|»plémenl  «juelque- 
fois  nécessaire,  quruque  tr«q)  rarement  applicable,  à  l'in- 
suffisance ou  à  la  diffirulté  des  procédés  vraiment  ra- 
tionnels. C'est  ainsi  que  souvent  hfi  détermine  le  volume 
d'un  corps  et,  dans  certains  cas,  sa  surface,  d'après  son 
poids.  De  même,  en  d'autres  occasions,  quand  ou  peu! 
substituer  au  volume  proposé  un  volume  liquide  équi- 
valent,  on    établit    imiuédiatenu'nl    la  comparaison  de 
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deux  volumes  en  profitant  de  la  propriété  que  pré- 
sentent les  masses  liquides,  de  pouvoir  prendre  aisément 
toutes  les  formes  qu'on  veut  leur  donner.  Mais  tous  les 
moyens  de  cette  nature  sont  purement  mécaniques,  et  la 
géométrie  rationnelle  les  rejette  nécessairement. 

Pour  rendre  plus  sensible  la  différence  de  ces  déter- 
minations avec  les  véritables  mesures  géométriques,  je 
citerai  un  seul  exemple  très  remarquable,  la  manière 
dont  Galilée  évalua  le  rapport  de  l'aire  de  la  cycloïde  or- 
dinaire à  celle  du  cercle  générateur.  La  géométrie  de 
son  temps  étant  encore  trop  inférieure  à  la  solution  ra- 
tionnelle d'un  tel  problème,  Galilée  imagina  de  chercher 
ce  rapport  par  une  expérience  directe.  Ayant  pesé  le  plus 
exactement  possible  deux  lames  de  même  matière  et 
d'égale  épaisseur,  dont  l'une  avait  la  forme  d'un  cercle 
et  l'autre  celle  de  la  cycloïde  engendrée,  il  trouva  le 
poids  de  celle-ci  constamment  triple  de  celui  de  la  pre- 
mière, d'oii  il  conclut  que  l'aire  de  la  cycloïde  est  triple 
de  celle  du  cercle  générateur,  résultat  conforme  à  la  vé- 
ritable solution  obtenue  plus  tard  par  Pascal  et  Wallis. 
Un  tel  succès,  sur  lequel,  d'ailleurs,  Galilée  n'avait  pas 
pris  le  change,  tient  évidemment  à  l'extrême  simplicité 
réelle  du  rapport  cherché  ;  et  on  conçoit  Finsuffisance 
nécessaire  de  semblables  expédients,  même  lorsqu'ils 
seraient  effectivement  praticables. 

On  voit  clairement,  d'après  ce  qui  précède,  en  quoi 
consistent  proprement  la  partie  de  la  géométrie  relative 
aux  volumes  et  celle  relative  aux  surfaces.  Mais  on  ne 
conçoit  pas  aussi  nettement  le  caractère  de  la  géométrie 
des  lignes,  puisque  nous  avons  semblé,  pour  simplifier 
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l'exposition,  coiisidérrT  la  mesure  des  lignes  comm»'  se 
faisant  immédiatoment.  II  faut  donc,  par  rapport  à  fdlos. 
un  complément  d'explication. 

A  cet  effet,  il  suffit  de  distinguer  entre  la  ligne  droite 
et  les  lignes  courbes  ;  la  mesure  de  la  première  étant 
seule  regardée  comme  directe,  et  celle  des  autres  comme 
constamment  indirecte.  Bien  que  la  superposition  soit 
(juelquefois  rigoureusement  praticable  pour  les  lignes 
courbes,  il  est  évident  néanmoins  que  la  géométrie  vrai- 
ment rationnelle  doit  la  rejeter  nécessairement,  comme 
ne  comportant,  lors  même  (ju'elle  est  possiblr,  aucune 
exactitude.  La  géométrie  des  lignes  a  donc  pour  objet 
général  de  ramener  constamment  la  mesure  des  lignes 
courbes  à  celle  des  lignes  droites;  et,  par  suite,  sons  un 
point  d<'  vue  plus  étendu,  de  réduire  à  de  simples  ques- 
tions de  lignes  droites  toutes  les  quesli(»iis  relatives  à  la 
grandeur  des  courbes  (juelconques.  l*our  conipremlre  la 
possibilité  d'une  telle  transformation,  il  faut  remarcjuer 
(|ue,  dans  toute  courlx'  quelconque,  il  existe  conslam- 
nient  certaines  dinilrs  dont  la  loii;:ii«'iir  dnil  suffire  pinn 
dé'terminer  celle  de  la  courbe.  Ainsi,  dans  un  (•«•reN-.  il 
est  évident  que  de  la  longueur  du  ia\nn  nn  dnil  jtnuvnir 
conclure  celle  de  la  circonférem'e;  de  même,  la  lonuneui 
rlune  ellipse  flépenfl  de  celle  de  ses  deux  axes;  la  lon- 
gueni-  d  une  cvcloïde  dn  diamètre  du  rercle  généra- 
tein-,  «'te;  el  si.  an  lien  de  consid»-!»'!-  la  totalité  de 
cbaqne  courbe,  on  demande  plus  géneralenienl  la  Inn- 
gueur  dnn  ar(  (juelconque.  il  suffira  d'aj(»uler.  au.\  di- 
vers |)aramètres  rectilignes  «pii  déterminent  l'eusemble 
de  la  courbe,   la  corde   de    I  arc    prop(»sé,  nu  les  cuor- 
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données  de  ses  extrémités.  Découvrir  la  relation  qui 
existe  entre  la  longueur  d'une  ligne  courbe  et  celle  de 
semblables  lignes  droites,  tel  est  le  problème  général 
qu'on  a  essentiellement  en  vue  dans  la  partie  de  la  géo- 
métrie relative  à  l'étude  des  lignes. 

En  combinant  cette  considération  avec  celles  précé- 
demment exposées  sur  les  volumes  et  sur  les  surfaces,  on 
peut  se  former  une  idée  très  nette  de  la  science  géomé- 
trique, conçue  dans  son  ensemble,  en  lui  assignant  pour 
destination  générale  de  réduire  finalement  les  comparai-  | 
sons  de  toutes  les  espèces  d'étendue,  volumes,  surfaces, 
ou  lignes,  à  de  simples  comparaisons  de  lignes  droites, 
les  seules  regardées  comme  pouvant  être  effectuées 
immédiatement,  et  qui,  en  effet,  ne  sauraient  évidem- 
ment être  ramenées  à  d'autres  plus  faciles.  En  même 
temps  qu'une  telle  conception  manifeste  clairement  le 
véritable  caractère  de  la  géométrie,  elle  me  semble 
propre  à  faire  apercevoir,  d'un  coup  d'œil  unique,  son 
utilité  et  sa  perfection. 

Afin  de  compléter  rigoureusement  cette  explication 
fondamentale,  il  me  reste  à  indiquer  comment  il  peut  y 
avoir,  en  géométrie,  une  section  spéciale  relative  à  la 
ligne  droite,  ce  qui  parait  d'abord  incompatible  avec  le 
principe  que  la  mesure  de  cette  classe  de  lignes  doit 
être  toujours  regardée  comme  immédiate. 

Elle  l'est,  en  effet,  par  rapport  à  celle  des  lignes 
courbes,  et  de  tous  les  autres  objets  que  la  géométrie 
considère.  Mais  il  est  évident  que  l'estimation  d'une 
ligne  droite  ne  peut  être  envisagée  comme  directe  qu'au- 
tant qu'on  peut  immédiatement  porter  sur  elle  l'unité 
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linéaire.  Or,  c'est  ce  qui  présente  le  plus  souvent  des  dif- 
ficultés insurmontables,  comme  j'ai  eu  occasion  dr  Irx- 
poser  spécialement  pour  un  autn-  motif  dans  la  troi- 
sième leçon.  On  doit  alors  faire  dépendre  la  mesure  d»- 
la  droite  proposée  d'autres  mesures  analogues,  suscep- 
tibles d'être  immédiatement  effectuées.  11  v  a  donc  né- 
cessairement  une  première  étude  géométrique  distincte, 
exclusivement  consacrée  à  la  ligne  droite;  «die  a  prmr 
objet  de  déterminer  les  lignes  droites,  les  unes  par  1rs 
autres,  d'après  les  relations  propres  aux  figures  (juel- 
conques  résultant  de  leur  assemblage,  dette  partie  [>ré- 
liminaire  de  la  géométrie,  qui  semble  pour  ainsi  diiT 
imperceptible  quand  on  envisage  l'ensemble  de  la  science, 
est  néanmoins  susceptible  d'un  très  grand  développo- 
nicnt,  lorsqu'on  veut  la  traiter  dans  toute  son  étendue. 
Elle  est  évidemment  d'autant  plusimportanlr  qii»'.  lniil«'s 
les  mesures  géométriques  devant  se  ramener,  autant  que 
possible,  à  celle  des  lignes  droites,  l'impossibilité  de 
déterminer  ces  dernières  suffirait  pour  rendre  incom- 
plète la  solution  de  cliaque  cjuestion  quelcomjue. 

Telles  sont  donc,  suivant  leur  encbainemefit  naturel, 
les  diverses  parties  fondamentales  de  la  gécmiétrie  ra- 
tionnelle. On  voit  que,  pour  suivre  dans  son  étude  géné- 
rale un  ordre  vraiment  dogmati(jue,  il  faut  considérer 
d'abord  la  géométrie  des  lignes,  en  commençant  par  la 
ligne  droite,  et  passer  ensuite  à  la  géométrie  di's  sur- 
faces, pour  traiter  enfin  relie  des  volumes.  Il  y  a  lii'U  do 
s'étonner,  sans  doute,  qu'une  classification  niélliodique 
qui  dérive  aussi  simpl»*menl  de  la  nature  même  de  la 
science  n*ait  pas  été  constamment  suivie. 
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Après  avoir  déterminé  avec  précision  l'objet  général 
et  définitif  des  recherches  géométriques,  il  faut  mainte- 
nant considérer  la  science  sous  le  rapport  du  champ 
embrassé  par  chacune  de  ses  trois  sections  fondamen- 
tales. 

Ainsi  envisagée,  la  géométrie  est  évidemment  suscep- 
tible, par  sa  nature,  d'une  extension  rigoureusement 
indéfinie  ;  car  la  mesure  des  lignes,  des  surfaces  ou  des 
volumes  présente  nécessairement  autant  de  questions 
distinctes  que  l'on  peut  concevoir  de  formes  différentes, 
assujetties  à  des  définitions  exactes,  et  le  nombre  en  est 
évidemment  infini. 

Les  géomètres  se  sont  bornés  d'abord  à  considérer 
les  formes  les  plus  simples  que  la  nature  leur  fournis- 
sait immédiatement,  ou  qui  se  déduisaient  de  ces  élé- 
ments primitifs  par  les  combinaisons  les  moins  compli- 
quées. Mais  ils  ont  senti,  depuis  Descartes,  que,  pour 
constituer  la  science  de  la  manière  la  plus  philoso- 
phique, il  fallait  nécessairement  la  faire  porter,  en  gé- 
néral, sur  toutes  les  formes  imaginables.  Ils  ont  ainsi 
acquis  la  certitude  raisonnée  que  cette  géométrie  abs- 
traite comprendrait  inévitablement,  comme  cas  particu- 
liers, toutes  les  diverses  formes  réelles  que  le  monde 
extérieur  pourrait  présenter,  de  façon  à  n'être  jamais 
pris  au  dépourvu.  Si,  au  contraire,  on  s'était  toujours 
réduit  à  la  seule  considération  de  ces  formes  naturelles, 
sajis  y  être  préparé  par  une  étude  générale  et  par 
l'examen  spécial  de  certaines  formes  hypothétiques  plus 
simples,  il  est  clair  que  les  difficultés  auraient  été  le 
plus  souvent  insurmontables  au  moment  de  l'application 
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effective.  C'est  donc  un  principe  fondamental,  dans  la 
géométrie  vraiment  rationnelle,  que  la  nécessité  de 
considérer,  autant  que  possible,  toutes  les  formes  qu'on 
peut  concevoir  rigoureusement. 

L'examen  le  moins  approfondi  suffit  pour  faire  com- 
prendre que  ces  formes  présentent  une  variété  tout-à- 
fait  infinie.  Relativement  aux  lignes  courbes,  en  les  re- 
gardant comme  engendrées  par  le  mouvement  d'un  point 
assujetti  à  une  certaine  loi,  il  est  clair  qu'on  aura,  en 
général,  autant  de  courbes  différentes  que  Ton  suppo- 
sera de  lois  différentes  pour  ce  mouvement,  qui  peul 
évidemment  s'opérer  suivant  une  infinité  de  ronditions 
distinctes,  quoiqu  il  puisse  arriver  accidentellement 
quelquefois  que  de  nouvelles  générations  produisent  des 
courbes  déjà  obtenues.  Ainsi,  pour  me  borner  aux  seules 
courbes  planes,  si  un  point  se  meut  de  manière  à  rester 
constamment  à  la  même  distance  d'un  point  fixe,  il  en- 
gendrera un  cercle;  si  c'est  la  somme  ou  la  (littereiice 
de  ses  distances  à  dr'ux  points  fixes  qui  demeure  cons- 
tante, la  courbe  décrite  sera  une  ellipse  ou  une  hyper- 
bole ;  si  c'est  leur  produit,  on  aura  une  courbe  toute 
différente  ;  si  le  point  s'écarte  toujours  également  d'un 
point  fixe  et  d'une  dioile  fixe,  il  décrira  une  |»arab(de  : 
s'il  tourni'  sur  un  cercle  en  même  temps  cjue  ce  cercle 
roule  sur  une  liiiwr  droit»',  on  ania  une  cycloïde;  s'il 
s'avance  le  long  dune  droite,  tandis  <jU(î  celte  droite, 
fixée  par  une  de  ses  extrémités,  tourne  d'une  manière 
quelconque,  il  en  ri'sultera  ce  qu'on  appelle,  vu  général, 
des  spirales  <jui,  a  elles  seules,  piésentenl  ••Nidennueiil 
autant  de  courbes   parlaiteuienl    distinctes,  qu'on   peul 
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supposer  de  relations  différentes  entre  ces  deux  mouve- 
ments de  translation  et  de  rotation,  etc.,  etc.  Chacune 
de  ces  diverses  courbes  peut  ensuite  en  fournir  de  nou- 
velles, par  les  différentes  constructions  générales  que 
les  géomètres  ont  imaginées,  et  qui  donnent  naissance 
aux  développées,  aux  épicycloïdes,  aux  caustiques,  etc. 
Enfin  il  existe  évidemment  une  variété  encore  plus 
grande  parmi  les  courbes  à  double  courbure. 

Relativement  aux  surfaces,  les  formes  en  sont  néces- 
sairement bien  plus  diverses  encore,  en  les  regardant 
comme  engendrées  par  le  mouvement  des  lignes.  En 
effet,  la  forme  peut  alors  varier,  non  seulement  en  con- 
sidérant, comme  dans  les  courbes,  les  différentes  lois 
en  nombre  infini  auxquelles  peut  être  assujetti  le  mou- 
vement de  la  ligne  génératrice,  mais  aussi  en  supposant 
que  cette  ligne  elle-même  vienne  à  changer  de  nature? 
ce  qui  n'a  pas  d'analogue  dans  les  courbes,  les  points 
qui  les  décrivent  ne  pouvant  avoir  aucune  figure  dis- 
tincte. Deux  classes  de  conditions  très  diverses  peuvent 
donc  faire  varier  les  formes  des  surfaces,  tandis  qu'il 
n'en  existe  qu'une  seule  pour  les  lignes.  Il  est  inutile  de 
citer  spécialement  une  série  d'exemples  propres  à  vérifier 
cette  multiplicité  doublement  infinie  qu'on  remarque 
parmi  les  surfaces.  Il  suffirait,  pour  s'en  faire  une  idée, 
de  considérer  l'extrême  variété  que  présente  le  seul 
groupe  des  surfaces  dites  réglées^  c'est-à-dire  engen- 
drées par  une  ligne  droite,  et  qui  comprend  toute  la 
famille  des  surfaces  cylindriques,  celle  des  surfaces  co- 
niques, la  classe  plus  générale  des  surfaces  développa-  " 
blés  quelconques,  etc.  Par  rapport  aux  volumes,  il  n'y   . 
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a  lieu  à  aucune  considération  spéciale,  puisqu'ils  ne  se 
distinguent  entr'eux  que  par  les  surfaces  qui  les  terminent . 

Afin  de  compléter  cet  aperçu  géométrique,  il  faut 
ajouter  que  les  surfaces  elles-mêmes  fournissent  un  nou- 
veau moyen  général  de  concevoir  des  courbes  nouvelles, 
puisque  toute  courbe  peut  être  envisagée  comme  pro- 
duite par  l'intersection  de  deux  surfaces.  C'est  ainsi,  en 
rffel.  ([u'ont  été  obtenues  les  premières  lignes  (ju'on 
puisse  regarder  comme  vraiment  inventées  par  les  géo- 
mètres, puisque  la  nature  donnait  immédiatement  la 
ligne  droite  et  le  cercle.  On  sait  que  r»'llij)St',  la  para- 
bole et  l'hyperbole,  les  s«*ules  courbes  complètement 
étudiées  par  les  anciens,  avaient  été  seulement  conçues, 
dans  l'origine,  comme  résultant  de  l'intersection  d'un 
cône  à  base  circulair»'  j);ii  un  plan  dlversenit'iit  situ»'*.  Il 
est  évident  que,  pai"  Itinploi  ((Miibiii»'  d»-  ers  différents 
moyens  généraux  p«jui'  la  forinatinu  des  lignes  et  des 
sui'faces,  on  pourrait  prnduii»»  um*  suite  riiioun'usemenl 
infinie  de  foiiues  disliuctes,  en  |>aitanl  seulrnient  d'un 
très  petit  nombre  de  ligures  direcleiuenl  tcuiiiiies  par 
l'cjbservation. 

Du  reste,  tous  les  divers  moyens  innnéilials  pour 
l'invention  des  formes  n'ont  pi-es(|ue  j>lus  aucune  impor- 
tance, depuis  «jue  la  géométrie  rationnelb'  a  pris,  entre 
les  mains  de  IJescartes,  son  caractère  d«'finitif.  Kn  l'ffel, 
comme  nous  l«'  verrons  spécialement  dans  la  douzième 
lr( on,  l'invention  des  formes  8«»  réduit  aujourd'hui  a  l'in- 
veFiti(»n  des  écjuations,  en  sorte  que  rien  n'est  plus  aisé 
que  de  concevoir  Ar  UnUM'IleS  li«:nes  ri  dr  iinuvelles 
surfaces,   en  changeant  à    volout»-  les  fonctions   inlro- 
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duites  dans  les  équalions.  Ce  simple  procédé  abstrait 
est,  SOUS  ce  rapport,  infiniment  plus  fécond  que  les  res- 
sources g-éométriques  directes,  développées  par  Timagi- 
natioQ  la  plus  puissante,  qui  s'appliquerait  uniquement 
à  cet  ordre  de  conceptions.  Il  explique  d'ailleurs,  de  la 
manière  la  plus  générale  et  la  plus  sensible,  la  variété 
nécessairement  infinie  des  formes  géométriques,  qui 
correspond  ainsi  à  la  diversité  des  fonctions  analytiques. 
Enfin,  il  montre  non  moins  clairement  que  les  diffé- 
rentes formes  de  surfaces  doivent  être  encore  plus  mul- 
tipliées que  celles  des  lignes,  puisque  les  lignes  sont 
représentées  analytiquement  par  des  équations  à  deux 
variables,  tandis  que  les  surfaces  donnent  lieu  à  des 
équations  à  trois  variables,  qui  présentent  nécessaire- 
ment une  plus  grande  diversité. 

Les  considérations  précédemment  indiquées  suffisent 
pour  montrer  nettement  l'extension  rigoureusement  in- 
finie que  comporte,  par  sa  nature,  chacune  des  trois 
sections  générales  de  la  géométrie,  relativement  aux 
lignes,  aux  surfaces  et  aux  volumes,  en  résultat  de  la 
variété  infinie  des  corps  à  mesurer. 

Pour  achever  de  nous  faire  une  idée  exacte  et  suffi- 
samment étendue  de  la  nature  des  recherches  géométri- 
ques, il  est  maintenant  indispensable  de  revenir  sur  la 
définition  générale  donnée  ci-dessus,  afin  de  la  présenter 
sous  un  nouveau  point  de  vue,  sans  lequel  l'ensemble  de 
la  science  ne  serait  que  fort  imparfaitement  conçu. 

En  assignant  pour  but  à  la  géométrie  la  mesure  de 
toutes  les  sortes  de  lignes,  de  surfaces  et  de  volumes, 
c'esL-à-dire,  comme  je  l'ai  expliqué,  la   réduction    de 
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toutes  les  comparaisons géonieliiques  à  dv  simples  com- 
paraisons de  lignes  droites,  nous  avons  évidemment 
l'avantag'e  d'indiquer  une  destination  g^énérale  très  pré- 
cise et  très  facile  à  saisir.  Mais,  si,  écartant  limte  défi- 
nition, on  examine  la  composition  effective  de  la  science 
géométrique,  on  sera  d'abord  porté  à  regarder  la  défini- 
tion précédente  comme  beaucoup  trop  étroite,  car  il 
n'est  pas  douteux  que  la  majeure  partie  des  recherches 
qui  constituent  notre  géométrie  actuelle  ne  paraissent 
nullement  avoir  pour  objet  \a.7nfsu/'e  de  l'étendue.  (Vest 
probablement  une  telle  considération  (jui  maintimt 
encore,  pour  la  géométrie,  l'usage  de  ces  définitions 
vagues,  qui  ne  comprennent  tout  que  parce  qu'elles  ne 
caractérisent  rien.  Je  crois  néamiioins,  malgré  cette  (d)- 
jection  fondamentale,  pouvoir  peisister  à  indi(juer  la 
7npsure  de  l'étendue  comme  le  but  général  et  uniforme 
de  la  science  géométrique,  en  y  comprenant  cependant 
tout  ce  (jui  entre  dans  sa  compositioFi  réelle.  Kn  effet,  si, 
an  lieu  de  se  borner  à  considérei*  is(d(îmenl  les  (liv«*rses 
recherches  géométriques,  on  s'attache  à  saisir  l«vs  ques- 
tions principales,  par  rapport  auxquelles  tontes  les  au- 
lnes, (juelque  importantes  (ju'elles  soiiMit,  ne  doivent 
Aire  i'(^i:ar(lées  que  conmie  secondaiies,  on  liniia  pai' 
reconnaître  (jue  la  mcsiirr  des  lignes,  des  su ifacivs  i.'l  des 
volumes,  est  le  but  invariable,  quelquefois  dirrcl,  et  le 
})lus  souvent  indirrrt ^  de  tons  les  tiavanx  géométriques. 
Cette  proposition  générale  étant  ioiidamentale.  puisque 
elle  peut  seule  donner  à  notre  définition  louti»  su  valeur. 
il  est  indispensable  d'eiiirer  à  ce  sujel  dans  ijuelques  dé- 

vtdoppements. 
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En  examinant  avec  attention  les  recherches  géométri- 
ques qui  ne  paraissent  point  se  rapporter  à  la  mesure  de 
l'étendue,  on  trouve  qu'elles  consistent  essentiellement 
dans  l'étude  des  diverses  propriétés  de  chaque  ligne  ou 
de  chaque  surface,  c'est-à-dire,  en  termes  précis,  dans 
la  connaissance  des  différents  modes  de  génération,  ou 
du  moins,  de  définition,  propres  à  chaque  forme  que  l'on 
considère.  Or,  on  peut  aisément  établir,  de  la  manière 
la  plus  générale,  la  relation  nécessaire  d'une  telle  étude 
avec  la  question  de  mesure^  pour  laquelle  la  connais- 
sance la  plus  complète  possible  des  propriétés  de  chaque 
forme  est  un  préliminaire  indispensable.  C'est  ce  que 
concourent  à  prouver  deux  considérations  également 
fondamentales,  quoique  de  nature  tout-à-fait  distincte. 

La  première,  purement  scientifique,  consiste  à  re- 
marquer que,  si  l'on  ne  connaissait,  pour  chaque  li- 
gne, ou  pour  chaque  surface,  d'autre  propriété  carac- 
téristique que  celle  d'après  laquelle  les  géomètres  l'ont 
primitivement  conçue,  il  serait  le  plus  souvent  impos- 
sible de  parvenir  à  la  solution  des  questions  relatives 
à  sa  mesure.  En  effet,  il  est  facile  de  sentir  que  les 
différentes  définitions  dont  chaque  forme  est  suscep- 
tible ne  sont  pas  toutes  également  propres  à  une  telle 
destination,  et  qu'elles  présentent  même,  sous  ce  rap- 
port, les  oppositions  les  plus  complètes.  Or,  d'un  autre 
côté,  la  définition  primitive  de  chaque  forme  n'ayant 
pu  évidemment  être  choisie  d'après  cette  condition, 
il  est  clair  qu'on  ne  doit  pas  s'attendre,  en  général,  à 
la  trouver  la  plus  convenable  ;  d'où  résulte  la  néces- 
sité d'en  découvrir  d'autres,  c'est-à-dire  d'étudier,   au- 
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tant  que  possible,  les  propriétf'-s  de  la  forme  proposc^'c. 
Qu'on  suppose,  par  exemple,  que  le  cercle  soit  défini, 
la  courbe  qui,  sous  le  même  contour,  renferme  la  plus 
grande  aire,  ce  qui  est  certainement  une  propriété  tuut- 
à-fait  caractéristique,  on  éprouverait  évidemment  des 
difficultés  insurmontables  pour  déduire  d'un  tel  point 
de  départ  la  solution  des  questions  fondamentales  rela- 
tives à  la  rectification  ou  à  la  quadrature  de  cette 
courbe.  Il  est  clair,  à  priori,  que  la  propriété  d'avoir 
tous  ses  points  à  égale  distance  d'un  [)()int  fixr  doit 
nécessairement  s'adapter  bien  mieux  à  des  recbercbes 
de  cette  nature,  sans  qu'elle  soit  précisément  la  j)lus 
convenable.  De  même,  Arcbimède  eùt-il  jamais  pu  dé- 
couvrir la  quadrature  de  la  parabob',  s'il  n'avait  coniui 
de  cette  courbe  d'autre  propriété  que  d'être  la  section 
d  un  cône  à  base  circulaire  par  un  plan  parallèle  à  sa 
génératrice?  Les  travaux  purement  spéculatifs  des  géo- 
mètres précédents,  pour  transformer  cette  première  dé- 
finition, ont  évidemment  été  des  piM'liininaires  indispen- 
sables à  la  solution  directe  d'une  telle  cjurslion.  il  en  est 
de  même,  à  plus  forte  raison,  relativement  aux  surfaces. 
Il  suffirait,  pour  s'en  faire  une  juste  idée,  de  coin[>.'irer, 
par  exemple,  quant  à  la  (juestion  de  la  cubature  ou  d»*  la 
quadrature,  la  définiticm  (udinaire  de  la  spbère  avec 
celle,  non  moins  caractéristique  sans  dnnlr.  (|ui  c«»nsis- 
terait  à  regarder  un  corps  spbéri(|ue  comme  celui  qui, 
sous  la  même  aire,  contient  le  jdus  grand  volume. 

Je  n'ai  pas  besoin  d  indiquei  un  plus  grand  nombre 
d'exem|)les  pour  faire  comprendre,  en  général.  I.i  néces- 
sité de  connaître,  autant  <jue   possible,  toutes  les  pro- 
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priétés  de  chaque  ligne  ou  de  chaque  surface,  afin  de 
faciliter  la  recherche  des  rectifications,  des  quadratures, 
et  des  cubatures,  qui  constitue  l'objet  final  de  la  géomé- 
trie. On  peut  même  dire  que  la  principale  difficulté  des 
questions  de  ce  genre  consiste  à  employer,  dans  chaque 
cas,  la  propriété  qui  s'adapte  le  mieux  à  la  nature  du 
problème  proposé.  Ainsi,  en  continuant  à  indiquer,  pour 
plus  de  précision,  la  mesure  de  l'étendue,  comme  la  des- 
tination générale  de  la  géométrie,  cette  première  consi- 
dération, qui  touche  directement  au  fond  du  sujet,  dé- 
montre clairement  la  nécessité  d'y  comprendre  l'étude, 
aussi  approfondie  que  possible,  des  diverses  générations 
ou  définitions  propres  à  une  même  forme. 

Un  second  motif,  d'une  importance  au  moins  égale, 
consiste  en  ce  qu'une  telle  étude  est  indispensable  pour 
organiser,  d'une  manière  rationnelle,  la  relation  de 
l'abstrait  au  concret  en  géométrie. 

La  science  géométrique  devant  considérer,  ainsi  que 
je  l'ai  indiqué  ci-dessus,  toutes  les  formes  imaginables 
qui  comportent  une  définition  exacte,  il  en  résulte  né- 
cessairement, comme  nous  l'avons  remarqué,  que  les 
questions  relatives  aux  formes  quelconques  présentées 
par  la  nature,  sont  toujours  implicitement  comprises 
dans  cette,  géométrie  abstraite,  supposée  parvenue  à  sa 
perfection.  Mais  quand  il  faut  passer  effectivement  à  la 
géométrie  concrète,  on  rencontre  constamment  une  dif- 
ficulté fondamentale,  celle  de  savoir  auxquels  des  dif- 
férents types  abstraits  on  doit  rapporter,  avec  une  ap- 
proximation suffisante,  les  lignes  ou  les  surfaces  réelles 
qu'il  s'agit  d'étudier.    Or,  c'est  pour  établir  une  telle 
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relation  qu'il  est  parliculièreiiK'iit  imlispeiisabie  de  con- 
naître le  plus  grand  nombro  pnssiblf  do  propriétés  de 
chaque  forme  considérée  en  géométrie. 

En  effet,  si  l'on  se  bornait  toujours  à  la  seulr  défini- 
tion primitive  d'une  ligne  ou  d'une  surface,  en  supp(»- 
sant  même  qu'on  put  alors  la  mesurer  (ce  qui,  d'après  le 
premier  genre  de  considérations,  serait  le  pins  souvent 
impossible),  ces  connaissances  resteraient  pres(jue  né- 
cessairement stériles  dans  l'appliration,  puisqu'ini  ne 
saurait  point  ordinairement  reconnaître  celte  forme  dans 
la  nature,  quand  elle  s'y  piésenterait.  Il  fandrait  pour 
cela  que  le  caractère  unique,  d'après  leipiel  les  géomè- 
tres l'auraient  conçue,  fnl  précisément  celui  dont  les 
circonstances  extérieures  rnmporteraient  la  vérification, 
coïncidence  [uneiurMil  inihiilt'.  sni-  iaquclir  évideinnicnl 
on  ne  doit  pas  compter,  bien  qn  «'llr  puisse  .i\nii-  lim 
(juelquefois.  Ce  n'est  donc  qu'en  ninlliplianl  autant  (pu- 
possible  les  propriétés  rai*actéristi(ju«'>  de  rhaque  lornie 
abstraite  que  imus  pouvons  être  assurés  d'avanre  de  la 
reconnaître  à  l'étal  conci-el.el  (lufiliseï"  ainsi  tous  nos 
travaux  rationnels,  en  véritiant,  dans  cliariue  cas,  la  dé- 
finition (|ui  est  susceptible  délie  eiuistalee  directement. 
Cette  dc'finition  est  presque  toujours  uni(|ue  dans  des 
circonstances  domiées,  et  vari»*,  au  contraire,  pour  une 
même  forme,  avec  des  circonslan<es  différentes  :  double 
motif  de  détermination. 

La  géométrie  céleste  nous  fournit,  à  cet  égard.  r«.\em- 
ple  le  plus  mémorable,  bien  pi<q)ie  à  mettre  en  éviilence 
la  nécessité  générale  d'une  telle  élude.  On  sait,  en  effet, 
(pie  l'ellipse  a  été  reconnue  par   Kepler  comme  étant  la 
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courbe  que  décrivent  les  planètes  autour  du  soleil  et  les 
satellites  autour  de  leurs  planètes.  Or,  cette  découverte 
fondamentale,  qui  a  renouvelé  l'astronomie,  eût-elle 
jamais  été  possible,  si  l'on  s'était  toujours  borné  à  con- 
cevoir l'ellipse  comme  la  section  oblique  d'un  cône  cir- 
culaire par  un  plan?  Aucune  telle  définition  ne  pouvait 
évidemment  comporter  une  semblable  vérification.  La 
propriété  la  plus  usuelle  de  l'ellipse,  que  la  somme  des 
distances  de  tous  ses  points  à  deux  points  fixes  soit 
constante,  est  bien  plus  susceptible  sans  doute,  par  sa 
nature,  de  faire  reconnaître  la  courbe  dans  ce  cas;  mais 
elle  n'est  point  encore  directement  convenable.  Le  seul 
caractère  qui  puisse  être  alors  vérifié  immédiatement 
est  celui  qu'on  tire  de  la  relation  qui  existe  dans  l'el- 
lipse entre  la  longueur  des  distances  focales  et  leur 
direction,  l'unique  relation  qui  admette  une  interpré- 
tation astronomique,  comme  exprimant  la  loi  qui  lie  la 
distance  de  la  planète  au  soleil  au  temps  écoulé  depuis 
l'origine  de  sa  révolution.  Il  a  donc  fallu  que  les  travaux 
purement  spéculatifs  des  géomètres  grecs  sur  les  pro- 
priétés des  sections  coniques  eussent  préalablement  pré- 
senté leur  génération  sous  une  multitude  de  points  de 
vue  différents,  pour  que  Kepler  ait  pu  passer  ainsi  de 
l'abstrait  au  concret,  en  choisissant  parmi  tous  ces  divers 
caractères  celui  qui  pouvait  le  plus  facilement  être 
constaté  pour  les  orbites  planétaires. 

Je  puis  citer  encore  un  exemple  du  même  ordre,  rela- 
tivement aux  surfaces,  en  considérant  l'importante  ques- 
tion de  la  figure  de  la  terre.  Si  on  n'avait  jamais  connu 
d'autre  propriété  de  la  sphère  que  son  caractère  primitif 
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d'avoir  tous  ses  points  cgalenioiit  distants  d'un  point 
intérieur,  comment  aurait-on  pu  jamais  découvrir  que 
la  surface  de  la  terre  était  sphériqur?  11  a  été  nécessaire 
pour  cela  de  déduire  préalablement  de  cette  définition 
de  la  sphère  quelques  propriétés  susceptibles  d'être  véri- 
fiées par  des  observations  effectuées  unicjuement  à  la 
surface,  comme,  par  exemple,  le  rapport  constant  «jiii 
existe  pour  la  sphère  entre  la  longueur  du  'heniin  par- 
couru le  long  d'un  méridien  quclconcinc  m  s'avani^ant 
vers  un  pôle,  et  la  hauteur  angulaire  de  ce  pôle  sur 
l'horizon  en  chaque  point.  11  «mi  a  été  évidemment  i\(' 
même  et  avec  une  bien  plus  longue  suite  de  spéculations 
préliminaires,  pour  constater  plus  laid  que  la  terre 
n'était  point  rigoureusement  sphériqur.  mais  (jue  sa 
forme  est  celle  d'un  ellipsoïde  de  révolution. 

Après  de  tels  exemples,  il  serait  sans  dmil»'  iinitih' 
d'en  rapporter  d'autres,  que  chacun  [)eut  d'ailleurs  aisé- 
ment multiplier.  Un  y  véiificra  toujours  (jiic,  sans  une 
connaissance  très  étendue  «les  diverses  pr<»|triéles  de 
chaque  forme,  la  relation  de  l'abstiail  an  c«»ncrel  en 
géométrie  serait  purement  accidentelle,  et  que,  par  con- 
séquent, la  science  main|uerait  «le  l'un  «h' ses  foinh'inenls 
les  plus  essentiels. 

Tels  sont  donc  les  deux  motifs  généraux  «jiii  «lenioii- 
Irent  pleinement  la  iiécessit»'  d'inti-oduin'  en  géométrie 
une  foule  de  recherches  «pii  n Oui  pas  j)our  (d»jet  direct 
la  nwsurr  d«'  l'éteFichn',  en  contiinianl  cependant  à  con- 
cevoir une  l«'ll«'  niesur»'  comnn'  la  «l«slinali<»n  finale  de 
toute  la  science  géomélri«|ue.  .Vinsi,  nous  pouvons  con- 
server les  avantag«*s  philosiq>hi«|ues  ^\^w  présentent  la 
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netteté  et  la  précision  de  cette  définition,  et  y  compren- 
dre néanmoins,  d'une  manière  très  rationnelle,  quoi- 
qu'indirecte,  toutes  les  recherches  géométriques  con- 
nues, en  considérant  celles  qui  ne  paraissent  point  se 
rapporter  à  la  mesure  de  l'étendue,  comme  destinées  soit 
à  préparer  la  solution  des  questions  finales,  soit  à  per- 
mettre l'application  des  solutions  obtenues. 

Après  avoir  reconnu,  en  thèse  générale,  les  relations 
intimes  et  nécessaires  de  l'étude  des  propriétés  des  lignes 
et  des  surfaces  avec  les  recherches  qui  constituent  l'objet 
définitif  de  la  géométrie,  il  est  d'ailleurs  évident  que, 
dans  la  suite  de  leurs  travaux,  les  géomètres  ne  doivent 
nullement  s'astreindre  à  ne  jamais  perdre  de  vue  un  tel 
enchaînement.  Sachant,  une  fois  pour  toutes,  combien 
il  importe  de  varier  le  plus  possible  les  manières  de 
concevoir  chaque  forme,  ils  doivent  poursuivre  cette 
étude  sans  considérer  immédiatement  dé  quelle  utilité 
peut  être  telle  ou  telle  propriété  spéciale  pour  les  rectifi- 
cations, les  quadratures  ou  les  cubatures.  Ils  entrave- 
raient inutilement  leurs  recherches,  en  attachant  une 
importance  puérile  à  l'établissement  continu  de  cette 
coordination.  L'esprit  humain  doit  procéder,  à  cet  égard, 
comme  il  le  fait  en  toute  occasion  semblable,  quand, 
après  avoir  conçu,  en  général,  la  destination  d'une  cer- 
taine étude,  il  s'attache  exclusivement  à  la  pousser  le 
plus  loin  possible,  en  faisant  complètement  abstraction 
de  cette  relation,  dont  la  considération  perpétuelle  com- 
pliquerait tous  ses  travaux. 

L'explication  générale  que  je  viens  d'exposer  est  d'au- 
tant plus  indispensable  que,   par  la  nature  même  du 
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sujet,  cette  étude  des  diverses  propriétés  de  chaque  ligne 
et  de  chaque  surface  compose  nccessairemeul  hi  tr»'> 
majeure  partie  de  l'ensemble  des  recherches  géométri- 
ques. En  effet,  les  questions  immédiatement  relatives 
aux  rectifications,  aux  quadratures  et  aux  cuhatures,  sont 
évidemment,  par  elles-mêmes,  en  nombn'  furt  limité 
pour  chaque  forme  considérée.  Au  contraire,  l'étude  des 
propriétés  d'une  même  forme  présente  à  l'activité  de 
l'esprit  humain  un  champ  naturellement  indéfini,  mi 
l'on  peut  toujours  espérer  de  faire  de  nouvelles  décou- 
vertes. Ainsi,  par  exemple,  quoique  les  géomètres  se 
soient  occupés  depuis  vingt  siècles,  avec  plus  (ni  moins 
fl'activité  sans  doute,  mais  sans  aucun*'  inlerrupti(Mi 
réelle,  de  l'éturle  des  sections  coniques,  ils  sont  Inin  de 
regarder  ce  sujet  si  simple  comme  épuisé;  ri  il  ot  cer- 
tain en  effet  qu'en  continuant  à  s'y  livrer  on  ne  man 
querait  pas  de  trouver  encore  des  pnqjriélés  inronnucs 
de  ces  diverses  courbes.  Si  les  travaux  de  ce  genre  se 
sont  considérablement  lah'nlis  depuis  mvirrui  unsièclr, 
ce  n'est  pas  (ju'ils  soient  Inininés;  cela  litiil  sfulcmenl . 
comme  je  r<.'Xpliquerai  Inul  à  l'InMin*,  à  ce  que  la  révn- 
hilion  philosophi(|U('  op»'rée  en  géométrie  par  Descaries 
a  dû  singulièrement  diminuer  l'importance  de  semblables 
recherches. 

Il  résulte  des  considérations  précédentes  que  non  seu- 
lement le  chamj»  d<'  la  géométrie  est  nécrssairemeiil 
infini  à  cause  de  la  variété  des  f<umes  à  considérer,  mais 
aussi  en  vertu  de  !;«  diversité  des  points  de  vue  sous 
lesquels  une  même  forme  peut  être  envisagée.  Celle 
dernière  conception  est   même  celle  ijui  donne  l'idée  la 
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plus  large  et  la  plus  complète  de  l'ensemble  des  recher- 
ches géométriques.  On  voit  que  les  études  de  ce  genre 
consistent  essentiellement,  pour  chaque  ligne  ou  pour 
chaque  surface,  à  rattacher  tous  les  phénomènes  géo- 
métriques qu'elle  peut  présenter  à  un  seul  phénomène 
fondamental,  regardé  comme  définition  primitive. 

Après  avoir  exposé,  d'une  manière  générale  et  pour- 
tant précise,  l'objet  final  de  la  géométrie,  et  montré 
comment  la  science,  ainsi  définie,  comprend  une  classe  de 
recherches  très  étendue  qui  ne  paraissaient  point  d'abord 
s'y  rapporter  nécessairement,  il  me  reste  à  considérer, 
dans  son  ensemble,  la  méthode  à  suivre  pour  la  forma- 
tion de  cette  science.  Cette  dernière  explication  est  indis- 
pensable pour  compléter  ce  premier  aperçu  du  caractère 
philosophique  de  la  géométrie.  Je  me  bornerai  en  ce 
moment  à  indiquer  à  cet  égard  la  considération  la  plus 
générale,  cette  importante  notion  fondamentale  devant 
être  développée  et  précisée  dans  les  leçons  suivantes. 

L'ensemble  des  questions  géométriques  peut  être  traité 
suivant  deux  méthodes  tellement  différentes  qu'il  en 
résulte,  pour  ainsi  dire,  deux  sortes  degéométries,  dont 
le  caractère  philosophique  ne  me  semble  pas  avoir  été 
encore  convenablement  saisi.  Les  expressions  de  géo- 
métrie synthétique  et  géométrie  analytique^  habituelle- 
ment employées  pour  les  désigner,  en  donnent  une  très 
fausse  idée.  Je  préférerais  de  beaucoup  les  dénomina- 
tions purement  historiques  de  géométrie  des  anciens  et 
f/éfynif'frie  des  modernes^  qui  ont,  du  moins,  l'avantage 
de  ne  pas  faire  méconnaître  leur  vrai  caractère.  Mais  je 
propose  d'employer  désormais  les  expressions  régulières 
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de  géométrie  spécinlo  et  géométrir  général*-,  qui  me  pa- 
raissent propres  à  caractériser  avec  précision  la  véritable 
nature  des  deux  méthodes. 

Ce  n'est  point,  en  effet,  dans  l'emploi  du  calcul,  comme 
on  le  pense  communément,  que  consiste  précisément  la 
différence  fondamentale  entre  la  manière  dont  nous  con- 
cevons la  çéométrie  depuis  Descartes,  rt  la  manière 
dont  les  géomètres  de  ranticjuitc'»  traitaient  les  questions 
géométriques.  Il  est  certain,  d'une  part,  que  l'usagr  du 
calcul  ne  leur  était  point  entièrement  inconnu,  puisqu'ils 
faisaient,  dans  leur  géométrie,  des  applications  conti- 
nuelles et  fort  étendues  de  la  théorie  des  proportions, 
qui  était  pour  l'UX,  comme  mo\t'ii  dr  déduction,  niic 
sorte  d'équivalent  réel,  quoi(|ue  très  imj)arfait  et  surtout 
extrêmement  borné,  de  notre  algèbre  acluell»'.  On  jtrut 
même  employer  le  calcul  d'une  manière  beaucoup  plus 
complète  qu'ils  ne  l'ont  fait  pour  obtenir  certaines  solu- 
tions géométriques,  (jui  n'en  auront  jias  umius  le  carac- 
tère essentiel  de  la  géométrie  ancienne;  c'est  ce  (jui 
arrive  très  fréqu«'mment,  par  rapport  à  ces  problèmes 
de  j^éométrie  à  deux  ou  à  trois  dimensions,  qu'on  dési- 
gne vulgairement  sous  le  nom  de  iléirrntinr^.  ()  un  autrt* 
côté,  quelque  capitale  que  soit  l'inlluence  du  calcul  dans 
notre  géométrie  modeiur.  jilusicurs  soluli<uis,  oblemios 
sans  algèbre,  peuvent  manifester  (|ueh|uefois  le  carac- 
tère propre  ({ui  la  distingue  de  la  géométrie  ancienne, 
(pioique,  en  thi-se  générale,  l'analyse  seul  indis(>ensablo; 
j'en  citerai,  comme  e\eni(»le,  la  méthode  \\v  lln|M»rval 
pour  les  tangentes,  dofit  la  nature  e^^t  essentielU»mcnl 
moderne,  et  qui  cependant  conduit,  en  certains  ca«,  à  des 
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solutions  complètes,  sans  aucun  secours  du  calcul.  Ce 
n'est  donc  point  par  l'instrument  de  déduction  employé 
qu'on  doit  principalement  distinguer  les  deux  marches 
que  l'esprit  humain  peut  suivre  en  géométrie 

La  différence  fondamentale,  jusqu'ici  imparfaitement 
saisie,  me  parait  consister  réellement  dans  la  nature 
même  des  questions  considérées.  En  effet,  la  géométrie, 
envisagée  dans  son  ensemble,  et  supposée  parvenue  à 
son  entière  perfection,  doit,  comme  nous  l'avons  vu, 
d'une  part,  embrasser  toutes  les  formes  imaginables,  et, 
d'une  autre  part,  découvrir  toutes  les  propriétés  de  cha-  j 
que  forme.  Elle  est  susceptible,  d'après  cette  double 
considération,  d'être  traitée  suivant  deux  plans  essen- 
tiellement distinctifs  :  soit  en  groupant  ensemble  toutes 
les  questions,  quelque  diverses  qu'elles  soient,  qui  con-  J 
cernent  une  même  forme,  et  isolant  celles  relatives  à 
des  corps  différents,  quelque  analogie  qui  puisse  exister 
entre  elles;  soit,  au  contraire,  en  réunissant  sous  un 
même  point  de  vue  toutes  les  recherches  semblables,  à 
quelques  formes  diverses  qu'elles  se  rapportent  d'ailleurs, 
et  séparant  les  questions  relatives  aux  propriétés  réelle- 
ment différentes  d'un  même  corps.  En  un  mot,  l'ensemble 
de  la  géométrie  peut  être  essentiellement  ordonné  ou  par 
rapport  aux  corps  étudiés,  ou  par  rapport  aux  phéno- 
mènes à  considérer.  Le  premier  plan,  qui  est  le  plus 
naturel,  a  été  celui  des  anciens  ;  le  second,  infiniment 
plus  rationnel,  est  celui  des  modernes  depuis  Descartes. 

Tel  est,  en  effet,  le  caractère  principal  de  la  géométrie 
ancienne,  qu'on  étudiait,  une  à  une,  les  diverses  lignes 
et  les  diverses  surfaces,  ne  passant  à  l'examen  d'une  nou- 
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velle  forme  (\ur  lorsqu'on  croyait  avoii*  épuisr  tout  ce 
(|ue  pouvaient  offrir  d'intéressant  les  formes  connues 
jusqu'alors.  Dans  cette  manière  de  procéder,  ({uand  on 
entreprenait  l'étude  d'une  courbe  nouvelle,  l'ensemble 
des  travaux  exécutés  sur  les  précédentes  uv  pouvait 
présenter  directement  aucune  ressource  essentielle, 
autrement  que  par  l'exercice  g"éomélri(|U('  au<ju«d  il 
avait  dressé  l'intellig-ence.  Quelb»  que  pùl  rtr»'  la  simi- 
litude réelle  des  questions  proposées  sur  deux  formes 
différentes,  les  connaissances  complètes  acquises  pour 
l'une  ne  pouvaient  ruillrnuMit  dispenseï*  de  reprendre 
pour  l'autre  l'ensemble  de  la  recbercbe.  Aussi  la  mar- 
cbe  cb'  l'esprit  n'élait-elle  jamais  assurée;  m  sort»* 
qu'on  ne  pouvait  être  certain  d'avance  d'obtenir  une  so- 
lution quelconiju»',  qu^'lcjuanaloguc  «pn*  fiil  If  pi-oblénu' 
|»roposé  à  des  questions  déjà  résolues.  Ainsi,  jiar«'X«'m- 
pl«',  la  détermination  ib's  lang«'nt»*s  aux  trois  sections 
C(»ni(jues  ne  loniiiissail  aucun  secoui's  r;itioiin«'l  pnni 
mener  la  tangente  à  (juchju  aulicconilM'  riouvrile,  ('(nnine 
le  conclloïde,  la  cissoïde,  etc.  Kn  un  nml.  la  géométrie 
des  anciens  était,  suivant  l'expression  j»ro|>o.s<*eci'dessus, 
essentiellement  sprcia/f. 

Dans  le  système  des  modernes,  la  géométrie  est,  au 
contraire,  éininennnenl  f/r/irrfi/r,  c'esl-à-dire,  lelaliv»» 
à  (b's  formes  (juelrmi(|nes.  H  est  aisé  de  rninpiendir 
d'abord  que  tontes  les  «pieslinns  «;:éomélriques  de  quel- 
qn'intérét  peuvent  être  proposées  par  rapport  a  louli's 
les  formes  imaginables.  (Vesl  ce  qn'nn  voit  direclemenl 
poui-  les  |>roblènies  fondamentaux  .  «jui  constilueiil. 
d'après  les  explications  cbumées  dans  cette  leçon,  l'objet 
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définitif  de  la  géométrie,  c'est-à-dire,  les  rectifications, 
les  quadratures,  et  les  cubatures.  Mais  cette  remarque 
n'est  pas  moins  incontestable,  même  pour  les  recherches 
relatives  aux  diverses  propriétés  des  lignes  et  des  sur- 
faces, et  dont  les  plus  essentielles,  telles  que  la  question 
des  tangentes,  ou  des  plans  tangents ,  la  théorie  des 
courbures,  etc.,  sont  évidemment  communes  à  toutes  les 
formes  quelconques.  Les  recherches  très  peu  nombreuses 
qui  sont  vraiment  particulières  à  telle  ou  telle  forme 
n'ont  qu'une  importance  extrêmement  secondaire.  Gela 
posé,  la  géométrie  moderne  consiste  essentiellement  à 
abstraire,  pour  la  traiter  à  part,  d'une  manière  entière- 
ment générale,  toute  question  relative  à  un  même  phéno- 
mène géométrique,  dans  quelques  corps  qu'il  puisse  être 
considéré.  L'application  des  théories  universelles  ainsi 
construites  à  la  détermination  spéciale  du  phénomène 
dont  il  s'agit  dans  chaque  corps  particulier  n'est  plus 
regardée  que  comme  un  travail  subalterne,  à  exécuter 
suivant  des  règles  invariables  et  dont  le  succès  est  certain 
d'avance.  Ce  travail  est,  en  un  mot,  du  même  ordre  que 
l'évahiation  numérique  d'une  formule  analytique  déter- 
minée. Il  ne  peut  y  avoir  sous  ce  rapport  d'autre  mérite 
que  celui  de  présenter,  dans  chaque  cas,  la  solution  né-  J 
cessairement  fournie  par  la  méthode  générale,  avec  toute 
la  simplicité  et  l'élégance  que  peut  comporter  la  ligne 
ou  la  surface  considérée.  Mais  on  n'attache  d'importance 
réelle  qu'à  la  conception  et  à  la  solution  complète  d'une 
nouvelle  question  propre  à  une  forme  quelconque.  Les 
travaux  de  ce  genre  sont  seuls  regardés  comme  faisant 
faire  à  la  science  de  véritables  pas.  L'attention  des  géo- 
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mèlros,  ainsi  dispensée'  do  roxamen  des  particularités 
des  diverses  formes  ,  et  dirigée  tout  entière  vers  les 
questions  générales,  a  pu  s'élever  par  là  à  la  considéra- 
tion de  nouvelles  notions  géométriques,  (jui,  ap])liquées 
aux  courbes  étudiées  par  les  anciens,  rn  ont  fait  dé- 
couvrir des  propriétés  importantes  (ju'ils  n  avaient  pas 
même  soupçonnées.  Telle  est  la  géométrie,  de|)uis  la  ré- 
volution radicale  opérée  par  Descartes  dans  le  système 
général  de  la  science. 

La  simple  indication  du  caractère  fondamental  propre 
à  chacune  des  deux  géométries  suffit  sans  doute  pour 
mettre   en   évidence   l'immense    supériorité    nécessaire 
de  la  géométrie  moderne.  On  peut  même  dire  (ju'avant 
la  grande  conception  de  Descartes,  la  géométrie  ration- 
nelle n'était  pas  vraiment  constituée  sur  des  hasj's  défi- 
nitives, soit  sous  le  rapport  abstrait,  soit  sous  \r  rapport 
concret.  En  effet,  pour  la  science  considérée  spéculai i- 
vement,  il  est  clair  qu'en  continuant  indéfininient,  comme 
l'ont  fait  les  modernes  avant  Descartes  et  méni»'  un  p»Mi 
après,  à  suivre  la  marche  des  anciens,  en  ajoutant  qutl- 
(|ues  nouvelles  courbes  au  petit  nombre  de  celles  qu'ils 
avaient  étudiées,  les   progrès,   quelque   ia()i<les   (ju'ils 
eussent  pu  êti-e,  n'auraient  été,  après  iin»'   longue  suite 
(bî  siècles,  que  fort   peu  considérables    par   rajqjort  au 
système  général  de  la  géométrie,  vu  l'infini»'  variété  des 
formes  qui  seraient  toujours  restées  à  étudirr.  An  con- 
traire, à  chaque  question  lésolue  suivant  la  march»'  îles 
modernes,  le*  niunbre  drs  problèmes  géomélricpns  à  ré- 
soudre se  trouve,  mu-  fois  pour  toutes,  diminué  d'autant, 
jKir  rapjxnl  a  lon>  l.-s  corits   possibles.   Sous  un  secoinl 
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point  de  vue,  du  défaut  complet  de  méthodes  générales 
il  résultait  que  les  géomètres  anciens,  dans  toutes  leurs 
recherches,  étaient  entièrement  abandonnés  à  leurs  pro- 
pres forces,  sans  avoir  jamais  la  certitude  d'obtenir  tôt 
ou  tard  une  solution  quelconque.  Si  cette  imperfection 
de  la  science  était  éminemment  propre  à  mettre  dans 
tout  son  jour  leur  admirable  sagacité,  elle  devait  rendre 
leurs  progrès  extrêmement  lents  :  on  peut  s'en  faire  une 
idée  par  le  temps  considérable  qu'ils  ont  employé  à  l'étude 
des  sections  coniques.  La  géométrie  moderne,  assurant 
d'une  manière  invariable  la  marche  de  notre  esprit,  per- 
met, au  contraire,  d'utiliser  au  plus  haut  degré  possible 
les  forces  de  l'intelligence,  que  les  anciens  devaient  con- 
sumer fréquemment  sur  des  questions  bien  peu  impor- 
tantes. 

Une  différence  non  moins  capitale  se  manifeste  entre 
les  deux  systèmes,  quand  on  vient  à  considérer  la  géomé- 
trie sous  le  rapport  concret.  En  effet,  nous  avons  re- 
marqué plus  haut  que  la  relation  de  l'abstrait  au  concret 
en  géométrie  ne  peut  être  solidement  fondée  sur  des 
bases  rationnelles  qu'autant  qu'on  fait  directement 
porter  les  recherches  sur  toutes  les  formes  imaginables. 
En  n'éludiant  les  lignes  et  les  surfaces  qu'une  à  une, 
quel  que  soit  le  nombre,  toujours  nécessairement  fort 
petit,  de  celles  qu'on  aura  considérées,  l'application  de 
théories  semblables  aux  formes  réellement  existantes 
dans  la' nature  n'aura  jamais  qu'un  caractère  essentiel-  M 
lement  accidentel,  puisque  rien  n'assure  que  ces  formes  { 
pourront  effectivement  rentrer  dans  les  types  abstraits 
envisagés  par  les  géomètres. 
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Il  y  a  ceilainemenl,  par  exemple,  quelque  chose  de 
tui'tuit  dans  l'heureuse  relation  qui  s'est  établie  eiiliL-  les 
spéculations  des  géomètres  grecs  sur  les  sections  coni- 
queset  la  détermination  des  véritables  orbites  planétaires. 
En  continuant  sur  le  même  plan  les  travaux  géométri- 
ques, on  n'avait  point,  en  général,  le  droit  d'espérer  de 
semblables  coïncidences;  et  il  (  lU  été  possible,  dans  ces 
études  spéciales,  que  les  recherches  des  géomètres  se 
fussent  dirigées  sur  des  formes  abstraites  indéfiniment 
inapplicables,  tandis  qu'ils  en  auraient  négligé  d'autres, 
susceptibles  peut-être  d'une  application  important»'  ri 
pTijchaine.  11  est  clair,  du  moifis,  que  rien  nr  garantis- 
sait positivement  l'applicabilité  nécessaire  des  spécula- 
lions  géométriques.  Il  en  est  Inul  autrement  dans  la 
géométrie  moderne.  l*ar  cela  seul  qu'on  y  procède  par 
(juestions  générales,  relatives  à  des  formes  «juelconques, 
i>n  a  d'avance  la  c«'rtitude  évidente  que  Irs  formes 
réalisées  dans  le  monde  «xtérieur  ne  sauraient  jamais 
échapper  à  chaque  théorie,  si  Ir  phéFionii'ue  î;:éome- 
hique  qu'elle  envisage  vient  à  s'y  ])rés«'nl(  i . 

l*ar  ces  diverses  considérations,  on  voit  cjur  h*  sys- 
tème de  géométrie  des  anciens  poil»'  essentirllenuMit  le 
caractère  de  l'enfance  de  la  science,  «pii  n'a  conuuencé 
a  devenir  complètement  lationnelle  (juc  par  suitr  de  la 
révolution  philosophique  opérée  par  Descartes.  Mais  il 
est  évident,  d'un  auli»'  côté,  qur  la  géometri»*  n'a  pu 
ètrr  conçu»'  d'abord  (ju«'  de  cette  manière  spé^cmlc.  La 
géométrie  (fvtuhalc  ii  «iil  point  été  possible,  et  la 
nécessité  n'eût  pu  nièm»?  en  élr»*  sentir,  si  uin'  huiunt' 
suite  de  travaux  spéciaux  sur  les  formes  les  plu»  simples 


\ 
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n'avait  point  préablement  fourni  des  bases  à  la  concep- 
tion (le  Descartes,  et  rendu  sensible  l'impossibilité  de 
persister  indéfiniment  dans  la  philosophie  géométrique 
primitive. 

En  précisant  autant  que  possible  cette  dernière  consi- 
dération, il  faut  même  en  conclure  que,  quoique  la 
géométrie  que  j'ai  appelée  ^mem/e  doive  être  aujour- 
d'hui regardée  comme  la  seule  véritable  géométrie  dog- 
matique, celle  à  laquelle  nous  nous  bornerons  essentiel- 
lement, l'autre  n'ayant  plus,  principalement,  qu'un 
intérêt  historique,  néanmoins,  il  n'est  pas  possible  de 
faire  disparaître  entièrement  la  géométrie  spéciale  dans 
une  exposition  rationnelle  de  la  science.  On  peut  sans 
doute  se  dispenser,  comme  on  l'a  fait  depuis  environ  un 
siècle,  d'emprunter  directement  à  la  géométrie  ancienne 
tous  les  résultats  qu'elle  a  fournis.  Les  recherches  les 
plus  étendues  et  les  plus  difficiles  dont  elle  était  com- 
posée, ne  sont  plus  même  habituellement  présentées 
aujourd'hui  que  d'après  la  méthode  moderne.  iVlais,  par 
la  nature  même  du  sujet,  il  est  nécessairement  impos- 
sible de  se  passer  absolument  de  la  méthode  ancienne, 
qui,  quoi  qu'on  fasse,  servira  toujours  dogmatiquement 
de  base  préliminaire  à  la  science,  comme  elle  l'a  fait 
historiquement.  Le  motif  en  est  facile  à  comprendre.  En 
effet,  la  géométrie  <7m/?V«/^  étant  essentiellement  fondée, 
comme  nous  l'établirons  bientôt,  sur  l'emploi  du  calcul, 
sur  la  transformation  des  considérations  géométriques 
en  considérations  analytiques,  une  telle  manière  de  pro- 
céder ne  saurait  s'emparer  du  sujet  immédiatement  à 
son  origine.  Nous  savons  que  l'application  de  l'analyse 
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niatliématique,  [)ar  sa  natuie,  iio  jx-ut  jamais  rom- 
iiiencer  aucune  scionco  (luolconqur.  |»nis(jir«'ll«'  ne  s.ui- 
lait  avoir  lieu  ([uc  l(»i'S(jnt'  la  science  a  (l«''ja  été  assez 
cultivée  pour  établir,  n'Iativement  aux  |iliéiioniènos 
considérés,  quel([ues  rtiuation^  i|iii  puissmt  servii-  «1»' 
[)oint  (le  départ  aux  travaux  analvti([u«'s.  (les  éipuitimis 
toiulanu'utalcs  unr  fois  (léenuvntfs,  l'aïuilyse  permettra 
d'cM  déduirr  iiiir  uuillitudc  de  conséfjuences,  (ju'il  rùl 
ét('*  même  impossible  d«' sou[)('oiuii'r  d'abord  ;  rljr  [tci- 
fectioimera  la  science  à  un  degré  immcns»',  soit  sous  b» 
rappoit  de  la  «généralité  des  conce[)tions,  soit  quant  à 
la  coordination  complète  établie  entre  elles.  Mais,  pour 
constituer  les  bases  mêmes  d'une  science  naturelle  «piei- 
coïKjne,  jamais,  évi(bMnnient,  la  simple  analvs»*  malbé- 
iiialiqiH'  ne  sainail  \  suffire,  [)as  lut-iuc  p<Mii-  les  dé- 
montrer de  noUM'au  lorsquClles  ont  (''t(''  <b'jà  foncb'i's. 
l(ie!i  ne  peut  dispenser,  à  cet  égard,  de  l'élude  directe 
(lu  sujet,  poussée  jus(ju'au  point  de  la  découverte  d«;  re- 
lations [)récises.  TeMiter  de  faite  icfili'er  la  science,  di'S 
S(Mi  origine,  dans  b'  domaine  du  calcul,  ce  serait  vou- 
loir imp(jser  à  des  tbéories  [xutant  sui  des  plnMioméuL-s 
effectifs  b;  caractère  de  simples  procédt's  logiqui's,  et 
b's  privei'  ainsi  de  toul  ce  ipii  constitue  leur  corrélation 
né'cessaire  avec  le  monde  réel.  Iji  un  mot,  une  telle  opé- 
r  ili(Mi  [)bilosopbi«jue,  si  pai'  elle-même  elle  n'était  j>as 
m'cessairement  contradictoire,  ne  saurait  aboutir  évi- 
dtinniciil  (ju'ii  i('|)longer  la  sci«'rïce  dans  le  doniaine  de 
la  m(''ta[diysi«[ue,  dont  l'esprit  liumain  a  eu  tant  de  peine 
à  se  (b'gager  complètement. 

Ainsi,  bi  géométrie  des  anciens  aura  toujours,  par  .sa 
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nature,  une  première  part  nécessaire  et  plus  ou  moins 
étendue  dans  le  système  total  des  connaissances  g-éomé- 
triques.  Elle  constitue  une  introduction  rig-oureusement 
indispensable  à  la  géométrie  générale.  Mais  c'est  à  cela 
que  nous  devons  la  réduire  dans  une  exposition  com- 
plètement dogmatique.  Je  considérerai  donc  directe- 
ment, dans  la  leçon  suivante,  cette  géométrie  spéciale 
o\x  préliminaire  y  restreinte  exactement  à  ses  limites  né- 
cessaires, pour  ne  plus  m'occuper  ensuite  que  de 
l'examen  philosophique  de  la  géométrie  générale  ou 
définitive,  la  seule  vraiment  rationnelle,  et  qui  aujour- 
d'hui compose  essentiellement  la  science. 
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ONZIEME   LEÇON 


lonMidératlons  gétiérnIeN  mut   Ih  Kcometrir   Nperlalo 
ou  prelliiiinairr. 


La  méthode  géométrique  des  anciens  dovaiil  avoir 
nécessairement,  d'après  les  motifs  iFidi(jn«''s  à  l.i  fin  d»* 
la  leçon  précédente,  une  pari  j)réliniin;iir»'  dans  lu  s\s- 
lème  dogmatique  de  la  géom«'lrie,  pnur  fournir  à  la 
géométrie  f/hirra/r  drs  fond«'ni«'iils  irnlispensables,  il 
convicnl  niainlmanl  de  fixei*  d'abord  «mi  (jnoi  consiste» 
strictement  celte  f'onclioFi  |»n''alablr  de  la  Lr«''oniétri(' 
^[H'Cialr,  ainsi  r«'*duil«'  an  nmindrc  dfvidopjn-nn'nl  pos- 
sible. 

En  la  considérant  sons  ce  poini  dr  vue.  il  est  aisr  dr 
iM'coiniaîtrc  (|u  on  ponriait  la  rtshriiidro  à  la  srulr  etud»» 
de  la  ligne  droite  p(Mir  re  «jui  concriin-  la  géométrie  des 
lignes,  à  la  quadiahire  des  aires  planes  recliligiies,  v\ 
enfin  à  la  cnbature  des  corps  termines  par  des  faces 
planes.  Les  propositions  élémentaires  relatives  à  cos 
trois  questifuis  fondamentales  constituent,  en  effet,  le 
point  de  dépait  nécessaire  de  toutes  les  recherches  géo- 
métriques ;  elles  seules  ne  jieuveiil  être  obtenues  que 
par  une  étude  dincte  du  sujet;  tandis  qu'au  contraire  la 
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llléoric  coniplèle  de  toutes  les  autres  formes  quel- 
conques, même  celle  du  cercle  et  des  surfaces  et  vo- 
lumes qui  s'y  rapportent,  peut  aujourd'hui  rentrer  en- 
tièrement dans  le  domaine  delà  géométrie  générale  ou 
analytique  y  ces  éléments  primitifs  fournissant  déjà  des 
équations,  qui  suffisent  pour  permettre  l'application  du 
calcul  aux  questions  géométriques ,  qui  n'eût  pas  été 
possible  sans  cette  condition  préalable. 

Il  résulte  de  cette  considération  que,  dans  l'usage  or- 
dinaire, on  donne  à  la  géométrie  élémentaire  plus  d'éten- 
due qu'il  ne  serait  rigoureusement  nécessaire,  puisque, 
outre  la  ligne  droite,  les  polygones  et  les  polyèdres,  on 
y  comprend  aussi  le  cercle  et  les  corps  ronds,  dont  l'é- 
tude pourrait  cepend^ant  être  aussi  purement  analytique 
que  celle,  par  exemple,  des  sections  coniques.  Une  vé- 
nération irréfléchie  pour  l'antiquité  contribue,  sans 
doute,  à  maintenir  ce  défaut  de  méthode.  Mais  comme 
ce  respect  n'a  point  empêché  de  faire  rentrer  dans  le 
domaine  de  la  géométrie  moderne  la  théorie  des  sections 
coniques,  il  faut  bien  que,  relativement  aux  formes  cir- 
culaires, l'habitude  contraire,  encore  universelle,  soit 
fondée  sur  d'autres  motifs.  La  raison  la  plus  sensible 
qu'on  en  puisse  donner,  c'est  le  grave  inconvénient 
qu'il  y  aurait,  pour  l'enseignement  ordinaire,  à  ajourner 
à  une  époque  assez  éloignée  de  l'éducation  mathéma- 
tique la  solution  de  plusieurs  questions  essentielles, 
susceptibles  d'une  application  immédiate  et  continuelle 
à  une  fouhi  d'usages  importants.  Pour  procéder,  en 
effet,  fhj  la  manière  la  plus  rationnelle,  ce  ne  serait  qu'à 
l'aide   du    calcul    intégral  qu'on    pourrait    obtenir   les 
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iiilérossaiils  résultats,  irl.ilifs  à  la  inrsiirc  <!»•  la  Imi- 
giieur  (Ml  (!«'  l'ail»'  <lii  corclo,  nu  a  la  (juadialuro  «Ir  la 
sphère,  eU*.,  établis  par  les  anciens  «l'après  des  considé- 
rations extrêmement  simples.  (Ict  iiironvénicnl  senil 
[)eu  important,  à  l'ci^ard  des  rsprils  destinés  à  étudier 
l'onsemble  de  la  science  inatliématiijue,  et  l'avantage  de 
jirocéder  avec  une  rationalité  parfaite  aurait,  compara- 
livement,  une  bien  plus  grande  valeur  Mais,  Ii>  cas  con- 
liaire  étant  encore  le  |)lus  fré(|uenl.  on  a  du  s'attacliei-  à 
conserver  dans  la  géométrie  élémentaire  ()i-oprement  dite 
des  théories  aussi  essentielles,  l'ji  admettant  l'iidhKMice 
tl  une  telle  considération,  et  ne  restrei«4nant  plus  cette 
géométrie  préliminaiie  à  ce  (]ui  est  striclenieni  indis- 
pensahh',  on  peut  même  conce\nii- 1  nlilit»-,  pour  ceilains 
cas  pai'ticuliers,  d'v  inti-oduire  phisieins  (Mudes  impor- 
tantes (|ui  en  ont  été  gén<Malenient  e.xchies,  comme 
celles  des  secticuis  coïiiques,  de  la  cycloide,  etc.,  afin  de 
renfermer,  dans  un  enseiniiemenf   horin'.  le  plus  i:iand 

Monihre     possible     (le    C(  tlllia  issaiices    llsiicllt's.     ijilMiipie. 

même  sous  le  simple  rapport  du  ttnips.  il  fui  pivierable 
de  suivre  la  marcbe  la  plus  rationnelle. 

Je  lie  dois  |utiiit.  à  ce  sujet .  lenir  coinplr  ni  des  avan- 
tages que  JM'Ut  Jiléseliter  cette  ('xlensiou  habituelle  de  la 
méthode  gé(uuetri(|iie  des  anciens  au-delà  de  la  destina- 
lion  in'cessaire  (|ui  lui  est  propre,  par  la  connaissaiici* 
plus  profonde  (|u"oii  ;ic(piiert  ainsi  de  celle  iinMhode.  et 
|.ai  la  compaiaison  instinctive  qui  en  résulle  a\ec  la 
inélhode  mod.i  lie.  Ce  S(Mil  là  «les  qualités  qui.  dans  l'é- 
lude d'une  science  (pielcoiique.  appartiennent  à  la  marche 
([ih'  nous  asons  munniée /<<v/'>//y/"',  el  auxqutdles  il  faut 
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savoir  renoncer  franchement,  quand  on  a  bien  reconnu 
la  nécessité  de  suivre  la  marche  vraiment  dogmatique. 
Après  avoir  conçu  toutes  les  parties  d'une  science  de  la 
manière  la  plus  rationnelle,  nous  savons  combien  il  im- 
porte, pour  compléter  cette  éducation  ,  d'étudier  X his- 
toire de  la  science,  et  par  conséquent,  de  comparer  exac- 
tement les  diverses  méthodes  que  l'esprit  humain  a  suc- 
cessivement employées;  mais  ces  deux  séries  d'études 
doivent  être,  en  g'énéral,  comme  nous  l'avons  vu,  soi- 
gneusement séparées.  Cependant,  dans  le  cas  dont  il  j 
s'agit  ici,  la  méthode  géométrique  des  modernes  est 
peut-être  encore  trop  récente  pour  qu'il  ne  convienne 
pas,  afin  de  la  mieux  caractériser  par  la  comparaison, 
de  traiter  d'abord,  suivant  la  méthode  des  anciens,  cer-  J 
taines  questions  qui,  par  leur  nature,  doivent  rentrer  1 
rationnellement  dans  la  géométrie  moderne. 

Quoi  qu'il  en  soit,  écartant  maintenant  ces  diverses 
considérations  accessoires,  nous  voyons  que  cette  intro- 
duction à  la  géométrie,  qui  ne  peut  être  traitée  que  sui- 
vant la  méthode  des  anciens,  est  strictement  réductible 
à  l'étude  de  la  ligne  droite,  des  aires  polygonales  et  des  % 
polyèdres.  Il  est  même  vraisemblable  qu'on  finira  par 
la  restreindre  habituellement  à  ces  limites  nécessaires, 
quand  les  grandes  notions  analytiques  seront  devenues 
plus  familières,  et  qu'une  étude  de  l'ensemble  des  ma- 
thématiques sera  universellement  regardée  comme  la 
base  philosophique  de  l'éducation  générale. 

Si  cette  portion  préliminaire  de  la  géométrie,  qui  nei 
saurait  être  fondée  sur  l'application  du  calcul,  se  réduit, 
par  sa  nature,  à  une  suite  de  recherches  fondamentales 
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1res  peu  étendues,  il  est  certain,  d'un  autro  C(')té,  qu'on 
ne  peut  la  restreindre  davantage,  quoique»,  par  un  véri- 
table abus  de  l'esprit  analytique,  on  ait  quebjuefois  es- 
sayé, dans  ces  derniers  temps,  de  présent«*r  sous  un 
point  de  vue  purement  algébrique  l'établissement  des 
théorèmes  principaux  dr  la  géométrie  élénitMitain* 
(i'est  ainsi  qu'on  a  prétendu  démontrer  par  de  simples 
considérations  abstraites  d'anaivse  matbématicjuc  la  re- 
lation constante  (jui  existe  entre  b's  trois  angles  irim 
triangle  rectiligne,  la  proposition  frnidamentab'  di-  la 
théorie  des  triangles  semblables,  la  mesure  des  rec- 
tangles, celle  des  parallélipipèdes,  etc.,  en  un  mut.  pré- 
cisément les  seules  propositions  géométriques  qui  ii»- 
puissent  être  obtenues  que  par  une  étude  directe  du  su- 
jet, sans  que  le  calcul  soit  susceptible  d'v  avoir  aucune 
part.  Je  ne  signalerais  point  ici  de  telles  aberrations,  si 
elles  n'avaient  pas  i'*l<'  dr-lerminées  p.ii-  l'intention  évi- 
dente de  perfectionner,  au  plu^  haut  degré  possible,  le 
caractère  philosophique  i\i'  la  s(  imre  gi'ométrique ,  en 
la  tais.nit  i  entrer  immédiatement.  d«*s  sa  naissance, 
dans  le  domaine  des  applieaticms  de  l'analyse  matln-ma- 
tiqne.  Mais  l'cirenr-  capitale  ccunmise  à  rel  <''i:ard  pai 
ijuelques  géomètres  doit  être  soigneusement  remarquée. 
pai'ce  (pTelle  r(''>ul(e  de  l'exagérat ioFi  irrélléchie  de  eetle 
tendance  aujinirrlhui  tri-^  naturelle  et  éminemment  phi- 
h»s(qdiiqne.  (jni  jtorte  à  étendre  de  plus  en  plus  rirdhn'nro 
de  l'analvse  dans  les  études  mathémali«|ues.  La  contem- 
plation des  résultats  prodigieux  auxqinds  l'esprit  hu- 
main est  parveini  en  suivant  nne  telle  direction  a  ih'i  in- 
vohmtairemenl  entrainei    .1  . mir.-  <|in'  même  les  foinh»- 
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mciils  do  la  malhémaliquo  concrète  pourraient  être 
établis  sur  de  simples  considérations  analytiques.  Ce 
n'est  point,  en  effet,  pour  la  géométrie  seulement  que 
nous  devons  noter  de  semblables  aberrations;  nous  au- 
rons bientôt  à  en  constater  de  parfaitement  analogues 
relativement  à  la  mécanique,  à  l'occasion  des  préten- 
dues démonstrations  analytiques  du  parallélogramme 
des  forces.  Cette  confusion  logique  a  même  aujourd'hui 
bien  plus  de  gravité  en  mécanique,  où  elle  contribue  ef-  ' 
fectivement  à  répandre  encore  un  nuage  métaphysique 
sur  le  caractère  général  de  la  science;  tandis  que,  du 
moins  en  géométrie,  ces  considérations  abstraites  ont 
été  jusqu'ici  laissées  en  dehors,  sans  s'incorporer  à  l'ex- 
position normale  de  la  science. 

D'après  les  principes  présentés  dans  cet  ouvrage,  sur  11 
la  philosophie  mathématique,  il  n'est  pas  nécessaire  ^ 
d'insister  beaucoup  pour  faire  sentir  le  vice  d'une  telle 
manière  de  procéder.  Nous  avons  déjà  reconnu,  en  effet, 
que  le  calcul  n'étant  et  ne  pouvant  être  qu'un  moyen  de 
déduction,  c'est  s'en  former  une  idée  radicalement 
fausse  que  de  vouloir  l'employer  à  établir  les  fonde- 
ments élémentaires  d'une  science  quelconque;  car,  sur 
quoi  reposeraient,  dans  une  telle  opération,  les  argu- 
mentations analytiques?  Un  travail  de  cette  nature,  bien 
loin  de  perfectionner  véritablement  le  caractère  philoso- 
phique d'une  science,  constituerait  un  retour  vers  l'état 
métaphysique,  en  présentant  des  connaissances  réelles 
comme  de  simples  abstractions  logiques. 

Quand  on  examine  en   elles-mêmes   ces   prétendues 
démonstrations  analytiques  des  propositions  fondamen- 
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l.ilcs  (le  la  géom<Hii('  ('N'inoiilaii*',  «m  vrrifi»'  aisriiHMil 
leur  insitrnifiarico  nécessaii»'.  Kilos  sont  hmtrs  foiuiôes 
sur  uiu'  niauièn*  vicieuse  de  coneevciir  le  priucijie  de 
Yhomof/f^nf^itr,  dmit  j'ai  exposé,  dans  la  ciinjuit'iih'  Irron. 
la  véiilahle  notion  «^-énérale.  Ces  dénu  Mistral  ions  suppo- 
sent (juc  ce  principe  in'  permet  point  d'adnn'tln'  la  co- 
existence dans  une  même  «Njuation  i\v  iinnihrrs  ohtmus 
par  des  comparaisons  concrMcs  diftVMiMites,  c»*  «pii  rst 
évidemment  faux  et  visilihîment  contiairr  à  la  marche 
constante  des  iiéomJ'ties.  Aussi,  il  est  lacil»'  de  i-rcon- 
iiaihc  (|n  rn  rmplovaiil  la  lui  de  llininn^j'MH'il»'  dans 
celte  acceptio'i  arbitraire'  et  illcirilimc.  on  punirait  pai  - 
vcTiir  cà  fhhmntfrcr  avfc  ton!  autant  dr  ri^urui'  apjiaiJMit»' 
(les  j)r<)positions  dunl  rah^iir-dito  est  manifeste  au  |ti<'- 
mier  coup-d d'il.  Vax  «'xainiiiaiil  avec  attention,  j»ar 
exmiple,  le  procf'dc  à  laid»'  din|iii'l  nn  a  tente  d(»  pi-nuvrr 
analvtiijuement  (jm-  la  sominr  ili's  Irnis  an,::les  d  un 
tiiaiii:!»'  recliliL;ne  (|u»'l('oii(ni«' csi  cnnstaininenl  «'L'aie  a 
«It'UX  angles  droit-»,  (tii  \nil  (|iril  csl  f<nid«''  ^ni-  rt'Hc  im 
ti(tn  preliininaii'e.  «juc.  si  deux  liianglfs  nul  dmx  de 
It'urs  angles  iesp«'cti veulent  égaux.  If  Iroisirme  angle 
srra  aussi,  dr  pari  et  d  .nili'e,  nécessîiimncnt  clmI.  r.c 
pi-emiei-  point  étant  accord»',  la  rrlatimi  proptisée  s'en 
déduit  imiuj'diateinciit .  d  iiin'  manière  Iri's  exacte  el  foii 
simple.  ()i\  la  considération  analyti«pie.  d'apri's  iaipiellr 
nii  a  vniihi  clahlir  c<'ll<'  |H"op«»sitiiMi  préalable,  e.sl  d'uur 
trilr  nahiiv  (pic  si  rib'  piMivait  èli«'  juslo,  nn  en  dédui- 
rait lii^ninciisriii.'iil.  «'Il  larepn»duisant  m  sons  inverse. 
cette  absurdité  palp  ibb'.  (|iii'  deuv  côlés  «l'un  triaii;;le 
sMlfisriii,  S  MIS  aiiciiii  aiiL'b',  a  reulii'n^lélerniiualion  du 
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troisième  côté.  On  peut  faire  des  remarques  analogues 
sur  toutes  les  démonstrations  de  ce  genre,  dont  le  so- 
phisme sera  ainsi  vérifié  d'une  manière  parfaitement 
sensible. 

Plus  nous  devons  ici  considérer  la  géométrie  comme 
étant  aujourd'hui  essentiellement  analytique,  plus  il 
était  nécessaire  de  prémunir  les  esprits  contre  cette  exa- 
gération abusive  de  l'analyse  mathématique,  suivant 
laquelle  on  prétendrait  se  dispenser  de  toute  observa- 
tion géométrique  proprement  dite,  en  établissant  sur  de 
pures  abstractions  algébriques  les  fondements  mêmes 
de  cette  science  naturelle.  J'ai  du  attacher  d'autant  plus 
d'importance  à  caractériser  des  aberrations  ainsi  liées 
au  développement  normal  de  l'esprit  humain,  qu'elles 
ont  été  pour  ainsi  dire  consacrées  dans  ces  derniers 
temps  par  l'assentiment  formel  d'un  géomètre  fort  dis- 
tingué, dont  l'autorité  exerce  sur  l'enseignement  élé- 
mentaire de  la  géométrie  une  très  grande  influence. 

Je  crois  devoir  remarquer  à  cette  occasion  que,  sous 
plus  d'un  autre  rapport,  on  a,  ce  me  semble,  trop 
perdu  de  vue  le  caractère  de  science  naturelle  néces- 
sairement inhérent  à  la  géométrie.  Il  est  aisé  de  le  re- 
connaître, en  considérant  les  vains  efforts  tentés  si 
longtemps  par  les  géomètres  pour  démontrer  rigou- 
n'usfment,  non  à  l'aide  du  calcul,  mais  d'après  cer- 
taines constructions,  plusieurs  propositions  fondamen- 
tales de  la  géométrie  élémentaire.  Quoi  qu'on  puisse 
faire,  on  ne  saurait  évidement  éviter  de  recourir  quel- 
quefois en  géométrie  à  la  simple  observation  immé- 
diate, comme  moyen  d'établir  divers  résultats.  Si,  dans 
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cette  science,  les  pliLMKiinèiios  qin-  l'on  (Mjnsldèn'  sont, 
en  vertu  de  leur  extrême  simplicité,  hfaucuujj  plus  liés 
entre  eu\  que  ceux  relatifs  k  toute  autre  science  phy- 
sique, il  doit  néanmoins  s'en  trouver  nécessairement 
quelques-uns  qui  ne  peuvent  être  déduits,  et  (|ui  servent 
au  contraire  de  point  de  départ.  Qu'il  convienne,  en 
tlièsegénérale,  pour  laplusgrande  perfection  raliunnelh» 
delà  science,  de  les  réduire  au  pluspetit  nombre  possible, 
cela  est  sans  doute  incontestable;  mais  il  srrail  ;ib- 
surde  de  prétendre  les  faire  disparaîlre  coinpletiMurnl. 
J'avoue  d'ailleurs  que  je  Irniive  moins  d'iiuonvénienls 
réels  à  étendre  un  peu  au-delà  de  ce  i|iii  snail  slricle- 
nieiil  nécessaire  le  nombre  de  ers  notions  ^«'omélri- 
ques  ainsi  établies  par  l'obseivatioii  imnn'diate,  pourvu 
qu'elles  soient  d'une  simplicité  suffisante,  qu'à  en  faire 
le  sujet  de  (b'monstrations  compliquées  et  indirectes, 
même  quand  ces  démonstrations  piuveiit  ètrr  Ini^iqu»'- 
ment  irréprochables. 

Après  avoir  caractéiisé  aussi  exact^mient  qui*  possihh' 
la  véritable  destination  dogmatique  de  la  ^éometri."  des 
anciens  réduite  à  son  moindre  développement  indispen- 
sable, il  convient  déconsidérer  sommairemmt  dans  son 
ensemble  chacune  des  parties  principales  dont  elle  doit  se 
composer.  Je  crois  pouvoir  me  borner  ici  à  envisager  hi 
première  et  la  |>ln«^  étendue  de  ces  parties,  celle  (|ui  a 
pour  objet  l'étude  de  la  liL-n»'  droit»':  les  d»'U\  aulri's 
sections,  savoir:  la  (juadiatnre  des  pnlvj^mies  r[  la  m- 
bature  des  jwdvèdr.s.  ne  pc.uvant  donner  lieu,  nu  leur 
nature  trop  restreinte,  à  aunin.-  ronsidéralinii  philo.so- 
plii<[nr  (Ir  quelque  imporlaïu'e,  distincte  de  celles  indi- 
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quées  dans  la  leçon  précédente  relativement  à  la  mesure 
des  aires  et  des  volumes  en  général. 

La  question  définitive  que  l'on  a  constamment  en  vue 
dans  l'étude  de  la  ligne  droite  consiste  proprement  à  -M 
déterminer  les  uns  par  les  autres  les  divers  éléments 
d'une  figure  rectiligne  quelconque,  ce  qui  permet  de 
connaître  toujours  indirectement  une  ligne  droite  dans 
quel(|ues  circonstances  qu'elle  puisse  être  placée.  Ce 
problème  fondamental  est  susceptible  de  deux  solutions 
générales,  dont  la  nature  est  tout  à  fait  distincte,  l'une 
graphique,  l'autre  algébrique.  La  première,  quoique 
fort  imparfaite,  est  celle  qu'on  doit  considérer  d'abord,  ^ 
parce  qu'elle  dérive  spontanément  de  l'étude  directe  du 
sujet;  la  seconde,  bien  plus  parfaite  sous  les  rapports 
les  plus  importants,  ne  peut  être  étudiée  qu'en  dernier 
lieu,  parce  qu'elle  est  fondée  sur  la  connaissance  préa- 
lable de  l'autre. 

La  solution  graphique  consiste  à  rapporter  h  volonté 
la  figure  proposée,  soit  avec  les  mêmes  dimensions,  soit 
surtout  avec  des  dimensions  variées  dans  une  proportion 
quelconque.  Le  premier  mode  ne  peut  guère  être  men- J 
tiomié  que  pour  mémoire,  comme  étant  le  plus  simple, 
et  celui  que  l'esprit  doit  envisager  d'abord,  car  il  est,  évi- 
demment, d'ailleurs  presque  entièrement  inapplicable 
par  sa  nature.  Le  second  est,  au  contraire,  susceptible 
(!<•  l'application  la  plus  étendue  et  la  plus  utile.  Nous  en 
faisons  encore  aujourd'hui  un  usage  important  et  conti- 
nuel, non  seulement  pour  représenter  exactement  les 
formes  des  corps  et  leurs  positions  mutuelles,  mais 
même   pour  la   détermination   effective    des  grandeurs 
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gconiétriqiios,  quand  lunis  n'avons  pas  besoin  il'inn' 
grande  précision.  Los  anciens,  vu  l'iinporfeclinn  <lt»  leurs 
connaissances  g'éométri([uos^  oniplovaient  ce  proci'dé 
d'une  manière  beaucoup  plus  étendue,  puisipi  il  a  «-le 
luniiU-nips  le  seul  «pi  ils  [)usseiil  ;i[)pli(jU«M*,  uii'Mue  dans 
les  déterniinalions  précises  les  [)lus  impurtanles.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  qu'Arislar^jue  de  Samos  estimait  la 
distance  relative  dus(deil  et  delà  lune  à  la  terre  en  pie- 
naFit  des  mesures  sur  un  trianiile  cnnsd-uil  l.-  plu>  exac- 
tement possil>le,  de  ta<'nu  à  èlie  send)lal)le  au  triani^le 
rectangle  formé  parles  troisastres,  à  l'instant  où  la  lune  se 
trouve  en  (juadrature,  et  où,  en  conséquence,  il  suffirait, 
jtourdéfinir  le  triangle,  d'observer  l'angleà  la  terre.  Ar- 
cbimède  lui-même,  «[uoique  ayant,  le  premier,  introduit 
<Mi  g<*om(Hrie  les  déterminations  calculées,  a  plusieurs 
fois  emplové  de  semblables  mov»Mis.  I^a  formation  de  la 
lrig(jnom(Hrie  n'v  a[)asfail  même  renoiirn-  entii'remenl, 
(|uoi(prell('  en  ait  beaucoup  dimimir  l'usai:»';  b's  (liées 
t'A  les  Arabes  <miI  e(Uilinué  à  s'en  sersii'  pnur  une  tnule 
de  recbercbes,  où  nous  regardons  aujourd'bui  l Vmploi 
du  <:aleul  eomm*-  indispensable. 

('-elle  exacle  reproduction  d'une  fiijlire  ipieleouque, 
suivant  une  eclielle  dit'b'M'enle.  ne  peut  présenter  aueuue 
grande  difficulté  lbéori«|u<'  lorsque  toutes  les  parties  de 
la  fii^ui-e  proj)Osée  sont  c(MU[)rises  dans  un  mèfiie  plan. 
Mais,  si  l'tui  sup[M>se,  ('(unnu'  il  arrive  le  plus  soUNeiil. 
qu'tdies  soient  sitiK'es  dans  drs  plans  diffén»nls,  on  voit 
naiire  alors  un  nouv.-l  oidre  de  cousidi'ralions  f^^éome- 
li  iques.  |ja  fi,i;m<'  arlilieielb'.  qui  est  eonstamment  plan»-, 
iK'    |)ou\.iiit   plus,  m  c«;  cas,    être    une  image    parfaite- 
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ment  fidèle  de  la  figure  réelle,  il  faut  d'abord  fixer  avec 
précision  le  mode  de  représentation,  ce  qui  donne  lieu 
aux  divers  systèmes  Ae  projection.  Cela  posé,  il  reste  à 
déterminer  suivant  quelles  lois  les  phénomènes  géomé- 
triques se  correspondent  dans  les  deux  figures.  Cette 
considération  engendre  une  nouvelle  série  de  recher- 
ches géométriques,  dont  l'objet  définitif  est  proprement  J 
de  découvrir  comment  on  pourra  remplacer  les  cons- 
tructions en  relief  par  des  constructions  planes.  Les  an-  ^ 
ciens  ont  eu  à  résoudre  plusieurs  questions  élémentaires 
de  ce  genre,  pour  les  divers  cas  où  nous  employons  au-  ^ 
jourd'hui  la  trigonométrie  sphérique  ;  et  principalement 
pour  les  différents  problèmes  relatifs  à  la  sphère  céleste. 
Telle  était  la  destination  de  leurs  analemnes^  et  des  au- 
tres figures  planes  qui  ont  suppléé  pendant  si  longtemps 
à  l'usage  du  calcul.  On  voit  par  là  que  les  anciens  con- 
naissaient réellement  les  éléments  de  ce  que  nous  nom- 
mons maintenant  \d^  géométrie  descriptive^  quoiqu'ils  ne 
les  eussent  point  conçus  d'une  manière  distincte  et  gé- 
nérale. 

Je  crois  convenable  de  signaler  ici  rapidement,  à  cette 
occasion,  le  véritable  caractère  philosophique  de  cette 
géométrie  descriptive,  bien  que,  comme  étant  une 
science  essentiellement  d'application,  elle  ne  doive  pas 
être  comprise  dans  le  domaine  propre  de  cet  ouvrage, 
tel  que  je  l'ai  circonscrit  en  commençant. 

Toutes  les  questions  quelconques  de  géométrie  à  trois 
dimensions  donnent  lieu  nécessairement,  quand  on 
considère  leur  solution  graphique,  à  une  difficulté  gé- 
nérale qui  leur  est  propre,  celle  de  substituer    aux  di- 
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verses  constructions   en  relief  nécessaires  j)Our  1rs  ré- 
soudre,  et  qui  sont    presque  toujours  d'une  exécution 
impossible,    de   simples   constructions    |)lanes    équiva- 
lentes, susceptibles  de  déterminer  finalement  b's  mêmes 
résultats.  Sans  cette  indispensable  conversion,  chaque 
solution  de  ce  genre  serait  évidemment    inenmplMe  i-t 
réellement  inapplicable  dans  la  pratique,  quoique,  pour 
la  tbéorie,  les  constructions  dans   l'espace  soient  ordi- 
nairement  préférables  comme  plus  diF«'ctes.   (l'rst  afin 
de   fournir  les  moyens  généraux    d  «fiVclurr   mnstam- 
mefit  une  telle  transformation  que  la  (/romf'tr'w  df^y^crip- 
fivr  a.  été  créée,  et  constituée  en  un  coip<  de  doctrine 
distinct  et  homogène  par  unr  vue  dr  i^cnir  dr   rmlii"   il- 
lustre Monge.  Il  a  préalablement  cont;u  un  mode  uni- 
forme de  représenter  les  corps  par  des  figures  tracées 
sur  un  seul  plan,  à  l'aide  des projrctiofLs  sur  deux  plans 
différents,  ordinairement  perpendiculairc's  enln»  eux,  et 
dont  l'un   est  supposé  tourner  autoui-  de   leur  iiiteis»M- 
lion  comnmnc  pour  venir  se  confondic  avec  le  jM'obuige- 
ment  de  l'autre;  il  a  suffi,  daîis  ce   système,  ou  dans 
tout   autre    équivalent,    de    regarder  les    points    et    les 
lignes  comme  déterminés  par  leurs  projections,  et  l»»s 
surfaces    par    les     piojections    de    leurs    génératrices, 
(icla   posé,    Monge,  analysant   avec    un»-    profonde   sa- 
gaeité  les  divers  travaux  partiels  de  ce  genre  exécutés 
avant  lui  (ra|)rès  une  foule  de  |irncédés  incobérents,  et 
considérant  même,  d'un»-  manière  générale  et  directe, 
en    (juoi     devai«'iil     consislei-    e(»nstamment     les    ques- 
tions  (ju(dr(uiqih's  d<-  rrllr    ii.ilure.  a    n'eurnui  qu'elles 
claient  loujniiis  réductibles  à  un   très  petit  n«unbre  de 
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problèmes  abstraits  invariables,  susceptibles  d'être 
résolus  séparément  une  fois  pour  toutes  par  des  opéra- 
tions uniformes,  et  qui  se  rapportent  essentiellement  les 
uns  au  contact  et  les  autres  aux  intersections  des  sur- 
faces. Ayant  formé  des  méthodes  simples  et  entièrement 
générales  pour  la  solution  graphique  de  ces  deux  or- 
dres de  problèmes,  toutes  les  questions  géométriques 
auxquelles  peuvent  donner  lieu  les  divers  arts  quelcon- 
ques de  construction,  la  coupe  des  pierres,  la  charpente, 
la  perspective,  la  gnomonique,  la  fortification,  etc., 
ont  pu  être  traitées  désormais  comme  de  simples  cas 
particuliers  d'une  théorie  unique,  dont  l'application  ^ 
invariable  conduira  toujours  nécessairement  à  une 
solution  exacte,  susceptible  d'être  facilitée  dans  la 
pratique  en  profitant  des  circonstances  propres  à  cha-  \ 
que  cas. 

Cette  importante  création  mérite  singulièrement  de 
fixer  l'attention  de  tous  les  philosophes  qui  considèrent 
l'ensemble  des  opérations  de  l'espèce  humaine,  comme 
étant  un  premier  pas,  et  jusqu'ici  le  seul  réellement 
complet,  vers  cette  rénovation  générale  des  travaux 
humains,  qui  doit  imprimer  à  tous  nos  arts  un  caractère 
de  précision  et  de  rationalité,  si  nécessaire  à  leurs 
progrès  futurs.  Une  telle  révolution  devait,  en  effet, 
commencer  inévitablement  par  cette  classe  de  travaux 
industriels  qui  se  rapporte  essentiellement  à  la  science 
la  plus  simple,  la  plus  parfaite,  et  la  plus  ancienne.  Elle 
ne  peut  manquer  de  s'étendre  successivement  dans  la 
suite,  quoique  avec  moins  de  facilité,  à  toutes  les  autres 
opérations  pratiques.  Nous  aurons  même  bientôt  occa 
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sion  de  remarquer  que  Monge,  qui  a  conclu  plus  profon- 
dément que  personne  la  véritable  philosophie  des  arts, 
avait  essayé  d'ébaucher  pour  l'industri»'  mécanique  une 
doctrine  correspondante  à  celle  qu'il  avait  si  heureuse- 
ment formée  pour  Finduslrie  géométri(jue,  mais  sans 
obtenir  pour  ce  cas,  dont  la  difficulté  ««st  bien  supé- 
rieure, aucun  autre  succès  que  celui  d'indiquer  assez 
nettement  la  direction  que  doivent  prendre  les  recherches 
de  cette  nature. 

Quelqu'essentielle  que  soit  réellement  la  conception 
<le  la  géométrie  descriptive,  il  importe  beaucoup  de  ne 
pas  se  méprendre  sur  la  véritable  destinalinn  qui  hii  est 
si  expressément  propre,  comme  l'ont  fait,  surtout  dans 
les  premiers  temps  de  celte  découverte,  ceux  qui  y  ont 
vu  un  moyen  d'agrandir  le  domaine  général  et  abstrait 
de  la  géométrie  rationnelle.  L'évènenuMil  n'a  nullement 
répondu  depuis  à  ces  espérances  mal  eoin;ues.  Kl,  an 
effet,  n'est-il  pas  évident  que  la  iiénmétrie  descriptive 
n'a  de  valeur  spéciale  que  comnn*  science  d  ap()li('ation, 
comme  constituant  la  véritable  théoiir  pinpr»-  des  arts 
géométriques?  Considérée  sous  le  ra[)p(ut  abstrait,  elle 
ne  saurait  introduire  aucun  ordre  vraiment  distinct  «le 
spéculations  géomélri(}ues.  Il  ne  faut  j)oint  perdu'  <l.'  vue 
(jue,  pour  qu'une  (juestion  g<*ométrique  tombe  dans  le 
domaine  propre  de  la  géométrie  deseri|»tive,  elle  d(iil 
nécessairement  avoir  toujours  été  résolue  prealablemenl 
par  la  géométrie  spéculative,  dont  ensuite,  comm»'  nous 
l'avons  vu,  les  solutions  ont  constamment  besoin  irèlro 
préparées  pour  la  praticjue  de  manière  à  suppléer  aux 
constructions   en   relief  par   des   constructions  plane», 
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substitution  qui  constitue  réellement  la  seule  fonction 
caractéristique  de  la  géométrie  descriptive. 

Il  convient  néanmoins  de  remarquer  ici  que,  sous  le 
rapport  de  l'éducation  intellectuelle,  l'étude  de  la 
géométrie  descriptive  présente  une  importante  propriété 
philosophique,  tout  à  fait  indépendante  de  sa  haute 
utilité  industrielle.  C'est  l'avantage  qu'elle  offre  si 
éminemment,  en  habituant  à  considérer  dans  l'espace 
des  systèmes  géométriques  quelquefois  très  composés, 
et  à  suivre  exactement  leur  correspondance  continuelle 
avec  les  figures  effectivement  tracées,  d'exercer  ainsi  au 
plus  haut  degré,  de  la  manière  la  plus  sûre  et  la  plus 
précise,  cette  importante  faculté  de  l'esprit  humain  qu'on 
appelle  V imagination  proprement  dite,  et  qui  consiste, 
dans  son  acception  élémentaire  et  positive,  à  se  repré- 
senter nettement,  avec  facilité,  un  vaste  ensemble  va- 
riable d'objets  fictifs,  comme  s'ils  étaient  sous  nos 
yeux. 

Enfin,  pour  achever  d'indiquer  la  nature  générale  de 
la  géométrie  descriptive  en  déterminant  son  caractère 
logique,  nous  devons  observer  que  si,  par  le  genre  de 
ses  solutions,  elle  appartient  à  la  géométrie  des  anciens, 
d'un  autre  côté,  elle  se  rapproche  de  la  géométrie  des 
modernes  par  l'espèce  des  questions  qui  la  composent. 
Ces  questions  sont,  en  effet,  éminemment  remarquables 
par  cette  généralité  que  nous  avons  vue,  dans  la  der- 
nière leçon,  constituer  le  vrai  caractère  fondamental  de 
la  géométrie  moderne;  les  méthodes  y  sont  toujours 
conçues  comme  applicables  à  des  formes  quelconques, 
les  particularités  propres  à  chaque  forme  n'y  pouvant 
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avoir  qu'une  influence  purement  secnudairt'.  Les  solu- 
tions y  sont  donc  graphiques  comme  la  plupart  de  celles 
des  anciens,  et  générales  comme  celles  des  modernes. 

Après  cette  importante  digression,  df»nt  le  lecteur 
aura  sans  doute  reconnu  la  nécessité,  poursuivons 
l'examen  philosophique  de  la  géoniétiio  xprcinlr,  con- 
sidérée toujours  comme  réduite  à  son  moindre  dévehq)- 
pement  possible,  pour  servir  d'introductioi»  iiidisponsahle 
à  la  géométrie  gpriPrale.  Ayant  suffisamment  envisagé 
la  solution  graphique  du  prohh'Mnc  foiidainiMit.il  relatif 
à  la  ligne  droite,  c'est-à-dire,  de  l.i  détermination  les 
uns  par  les  autres  des  divers  éléments  (riin»'  figure  rec- 
tiligne  quelconque,  nous  dev«jns  maintenant  rri  exa- 
miner d'une  manière  générale  la  solution  algéhri(jue. 

Cette  seconde  solution,  dont  il  est  inutile  ici  d'appré- 
cier expressément  la  supériorité  évidente,  appartient 
nécessairement,  par  la  nature  même  de  la  question,  au 
système  de  la  géométrie  anoieim»',  (|uoi(jue  le  procédé 
logique  employé  l'en  fasse  ordinairement  séparer  mal  i 
propos.  Nous  avons  lieu  (le  vérifier  Jiiiisi,  sous  un  rap- 
port très  important,  ce  (}ui  a  cté  établi  en  géni-ral  dans 
la  leçon  précédente,  (jue  ce  n'est  [)oint  par  l'emploi  du 
calcul  qu'on  doit  distinguer  essentiellement  la  géométrie 
moderne  de  celle  des  anciens.  Les  anciens  sont,  en  effet, 
les  vrais  inventeurs  de  la  triironoinétri«^  actuelle,  tant 
sphérique  que  rectiligne,  (jui  seulement  «-tait  beaucoup 
moins  parfaite  eiitre  leurs  mains,  vu  l'e.xlrènn-  inb'rio- 
rité  de  leurs  connaissances  algébriques.  (y»'sl  donc  ré«d- 
lem«Mit  dans  crll.'  I.vcn.  .1  non,  <'omme  on  pourrait  le 
croire  d'abord,  dans  n-lles  qii.'   imns  eonsacreroiis  en- 
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suite  à  Texamen  philosophique  de  la  géométrie  générale, 
qu'il  convient  d'apprécier  le  caractère  de  cette  impor- 
tante théorie  préliminaire,  habituellement  comprise  à 
tort  dans  ce  qu'on  appelle  la  géométrie  analytique ,  et 
qui  n'est  effectivement  qu'un  complément  de  la  géomé- 
trie élémentaire  proprement  dite. 

Toutes  les  figures  rectilignes  pouvant  être  décompo- 
sées en  triangles,  il  suffit  évidemment  de  savoir  déter- 
miner les  uns  par  les  autres  les  divers  éléments  d'un 
triangle,  ce  qui  réduit  la  polygonométrie  à  la  simple 
trigonométrie. 

Pour  qu'une  telle  question  puisse  être  résolue  algé- 
briquement, la  difficulté  consiste  essentiellement  à  for- 
mer entre  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  trois 
équations  distinctes,  qui,  une  fois  obtenues,  réduiront 
évidemment  tous  les  problèmes  trigonométriques  à  de 
pures  recherches  de  calcul.  En  considérant  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  l'établissement  de  ces  équations, 
on  voit  naître  immédiatement  une  distinction  fondamen- 
tale relativement  au  mode  d'introduction  des  angles 
flans  le  calcul,  suivant  qu'on  les  y  fera  entrer  directe- 
ment par  eux-mêmes  ou  par  les  arcs  circulaires  qui 
leur  sont  proportionnels,  ou  que,  au  contraire,  on  leur 
substituera  certaines  droites,  comme,  par  exemple,  les 
cordes  de  ces  arcs  qui  leur  sont  inhérentes,  et  que,  par 
cette  raison,  on  appelle  ordinairement  leurs  lignes  tri- 
gonométriques. De  ces  deux  systèmes  de  trigonométrie, 
h;  second  a  dû  être,  à  l'origine,  le  seul  adopté,  comme 
étant  le  seul  praticable,  puisque  l'état  de  la  géométrie 
permettait  alors  de  trouver  assez  aisément  des  relations 
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oxactos  entre  les  côtés  dos  triangles  (.-t  les  lignes  Irigo- 
nométriques  des  angles,  tandis  qu'il  eût  été  absolument 
impossible,  à  cette  époque,  d'établir  des  équations  entre 
les  côtés  et  les  angles  eux-mêmes.  La  solution  pouvant 
aujourd'hui  être  obtenue  indifféremment  dans  l'un  et 
dans  l'autre  système,  ce  motif  de  préférence  ne  subsiste 
plus.  Mais  les  géomètres  n'en  ont  pas  moins  dû  per- 
sister à  suivre  par  choix  le  système  primitivement  admis 
par  nécessité;  car  la  même  raison  qui  a  permis  ainsi 
d'obtenir  les  équations  trigonométriques  avec  beaucoup 
plus  de  facilité  doit  également,  comme  il  est  encore 
plus  aisé  de  le  concevoir  à  priori,  rendre  ces  équations 
bien  plus  simples,  puisqu'elles  existent  alors  seulement 
entre  des  lignes  droites,  au  lieu  d'être  établies  entre  des 
lignes  droites  et  des  arcs  de  cercle.  Une  telle  considéra- 
tion a  d'autant  [)lus  d'importanc»'  (ju'il  s'agit  là  dr  fnr- 
nmles  éminemment  élémcMilaires,  destinées  à  être  con- 
linuellement  employées  dans  toutes  les  parties  de  la 
science  mathématique  aussi  bien  qu»*  dans  toutes  ses 
diverses  applications. 

On  peut  objecter,  il  est  vrai,  que,  lorsqu'un  angle  est 
donné,  c'est  toujours,  en  ««ffet,  par  lui-même  et  non  par 
sa  ligne  trigonométrique  ;  et  que,  lorsqu'il  est  iiieoimu, 
c'est  sa  valeur  angulaire  qu'il  s'airit  pnq^rement  de  tlé- 
terminer,  et  non  celle  d'aucune  de  ses  lignes  Iriironomé- 
triques.  Il  semble,  d'après  cela,  que  de  telles  lignes  ne 
sont  entre  les  côtes  et  les  angles  qu'un  intermédiaire 
inutile,  qui  doit  être  finalement  éliminé  et  dont  l'intro- 
(luetioii  iif  parait  i.ninl  susceptible  de  simjdifier  la 
lecherche  (pi dn  sr  propose.   Il   inipoile.   en  efft'l.  d  ex- 
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pliquer  avec  plus  de  généralité  et  de  précision  qu'on  ne 
le  fait  d'ordinaire  l'immense  utilité  réelle  de  cette  ma- 
nière de  procéder.  Elle  consiste  en  ce  que  l'introduction 
de  ces  grandeurs  auxiliaires  partage  la  question  totale 
de  la  trigonométrie  en  deux  autres  essentiellement  dis- 
tinctes, dont  l'une  a  pour  objet  de  passer  des  angles  à 
leurs  lignes  trigonométriques  ou  réciproquement,  et  dont 
l'autre  se  propose  de  déterminer  les  côtés  des  triangles 
par  les  lignes  trigonométriques  de  leurs  angles  ou  réci- 
proquement. Or,  la  première  de  ces  deux  questions  fon- 
damentales est  évidemment  susceptible,  par  sa  nature, 
d'être  entièrement  traitée  et  réduite  en  tables  numé- 
riques une  fois  pour  toutes,  en  considérant  tous  les 
angles  possibles ,  puisqu'elle  ne  dépend  que  de  ces 
angles,  et  nullement  des  triangles  particuliers  où  ils 
peuvent  entrer  dans  chaque  cas  ;  tandis  que  la  solution 
de  la  seconde  question  doit  nécessairement  être  renou- 
velée, du  moins  sous  le  rapport  arithmétique,  à  chaque 
nouveau  triangle  qu'il  faut  résoudre .  C'est  pourquoi  la  pre-  j 
mière  portion  du  travail  total,  qui  serait  précisément  la 
plus  pénible,  n'est  plus  comptée  ordinairement,  étant 
toujours  faite  d'avance;  tandis  que  si  une  telle  décompo- 
sition n'avait  point  été  instituée,  on  se  serait  trouvé  évi- 
demment dans  l'obligation  de  recommencer  dans  chaque 
cas  particutier  le  calcul  tout  entier.  Telle  est  la  propriété 
essentielle  du  système  trigonométrique  adopté  qui,  en 
effet,  ne  présenterait  réellement  aucun  avantage  effectif 
si,  pour  chaque  angle  à  considérer,  il  fallait  calculer  conti- 
nuellement sa  ligne  trigonométrique  ou  réciproquement  :  | 
l'intermédiaire  serait  alors  plus  gênant  que  commode.       " 
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Afin  de  comproiulre  nottement  la  vraie  iiatiiro  de  rolto 
conception,  il  sera  utile  de  la  comparer  à  une  conception 
encore  plus  importante,  destinée  à  produire  im  «'ffpt 
analogue,  soit  sous  le  rapport  algébrique,  soit  surtout 
sous  le  rapport  arithmétique,  l'admirahli'  théorie  des 
logarithmes.  En  examinant  d'une  manière  phil()S(q»hique 
l'influence  de  cette  théorie,  tm  voit,  en  effet,  que  son 
résultat  général  est  d'avoir  décomposé  toutes  les  opéra- 
tions arithmétiques  imaginables  en  deux  parties  dis- 
tinctes, dont  la  première,  qui  est  la  plus  compliquée,  est 
susceptible  d'être  exécutée  à  l'avanee  une  fois  pour 
toutes,  comme  ne  (h'pendant  <|u<'  des  nombres  à  consi- 
dérer et  nullement  des  diverses  combinaisoiis  (juel- 
conques  dans  lesquelles  ils  f)euvent  entrer,  et  (jui  con- 
siste à  se  représenter  tous  les  nombres  comme  des  puis- 
sances assignables  d'uFi  nombre  constant;  la  secondi» 
partie  du  calcul,  (jni  d(»it  Fn-ressaiiement  èti-r  recom- 
mencée pour  chaque  forninle  nonvrllr  à  «'«Nabier.  «'tant, 
dès  lors,  réduite  à  exécuter  sur  ces  exposants  des  opé- 
rations corrélatives  infiniment  plus  simples.  Je  me 
[)orne  à  indiquer  ce  rapprochement,  que  chacun  peut 
aisément  dévelojjper. 

Nous  devons,  de  plus,  observer  comnn-  nrw  propriété, 
secondaire  aujourd'hui,  mais  capitale  à  l'origine,  du 
svstème  trigonométri(jue  adopté,  la  circonstance  très 
remarquable  qnr  la  (h-hr  niination  des  angles  par  leurs 
lignes  trigonométri(jues,  ou  réciproquement,  est  suscep- 
tible d'une  sidniion  arithm«''tique.  la  seule  qui  soil 
directement  indispensable  poni  la  destination  propre  de 
la    trigonométrie,   sans    avoii-   préalablement    résolu   la 
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question  algébrique  correspondante.  C'est,  sans  doute, 
à  une  telle  particularité  que  les  anciens  ont  dû  de  pou- 
voir connaître  la  trigonométrie .  La  recherche  ainsi  conçue 
a  été  d'autant  plus  facile  que,  les  anciens  ayant  pris  na- 
turellement la  corde  pour  ligne  trigonométrique,  les 
tables  se  trouvaient  avoir  été  d'avance  construites  en 
partie  pour  un  tout  autre  motif,  en  vertu  du  travail  d'Ar- 
chimède  sur  la  rectification  du  cercle,  d'où  résultait  la 
détermination  effective  d'une  certaine  suite  de  cordes, 
en  sorte  que,  lorsque  plus  tard  Hipparque  eut  inventé  la 
trigonométrie,  il  put  se  borner  à  compléter  cette  opé- 
ration par  des  intercalations  convenables,  ce  qui  marque 
nettement  la  filiation  des  idées  à  cet  égard. 

Afin  d'esquisser  entièrement  cet  aperçu  philosophique 
de  la  trigonométrie,  il  convient  d'observer  maintenant 
que  l'extension  du  même  motif  qui  conduit  à  remplacer 
les  angles  ou  les  arcs  de  cercle  par  des  lignes  droites, 
dans  la  vue  de  simplifier  les  équations,  doit  aussi  porter 
à  employer  concurremment  plusieurs  lignes  trigonomé- 
triques,  au  lieu  de  se  borner  à  une  seule,  comme  le  fai- 
saient les  anciens,  pour  perfectionner  ce  système  en  choi-  ^ 
sissant  celle  qui  sera  algébriquement  la  plus  conve- 
nable en  telle  ou  telle  occasion.  Sous  ce  rapport,  il  est 
clair  que  le  nombre  de  ces  lignes  n'est  par  lui-même  nulle- 
ment limité;  pourvu  qu'elles  soient  déterminées  d'après 
l'arc,  et  que  réciproquement  elles  le  déterminent,  sui- 
vant quelque  loi  qu'elles  en  dérivent  d'ailleurs^  elles  sont 
aptes  à  lui  être  substituées  dans  les  équations.  En  se 
bornant  aux  constructions  les  plus  simples,  les  Arabes 
et  les  modernes  ensuite   ont   successivement    porté  à 
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quatre  ou  à  cinq  lo  nombre  des  ligues  trigonométriquos 
directes^  qui  pourrait  être  étendu  bien  davantage.  Mais, 
au  lieu  de  recourir  à  des  formations  géométriques  qui 
finiraient  par  devenir  très  compliquées,  on  conçoit  avec 
une  extrême  facilité  autant  de  nouvelles  lignes  Irigono- 
métriques  que  peuvent  l'exiger  les  transformations  ana- 
lytiques, au  moyen  d'un  artifice  remarquable,  qui  n'»'sl 
pas  ordinairement  saisi  d'une  manière  assez  générale.  Il 
consiste,  sans  multiplier  immédiatement  les  lignes  Iri- 
gonométriques  propres  à  chaque  arc  considéré,  à  rn 
introduire  de  nouvelles  en  regardant  cet  arc  comme 
déterminé  indirectement  par  toutes  les  lignes  relatives  à 
un  arc  qui  soit  une  fonction  très  simple  du  premier. 
C'est  ainsi,  par  exemple,  que  souvent,  pour  calculer  un 
angle  avec  plus  facilité,  on  déterminera,  au  lieu  de  son 
sinus,  le  sinus  de  sa  moitié  ou  de  son  double,  etc.  l  ne 
telle  création  de  lignes  trigonométriques  itulirrctps  est 
évidemment  bien  plus  féconde  que  tous  Irs  procédés 
géométriques  immédiats  pour  en  oblmii-  i\v  nouv«'ll«"-. 
On  peut  dire,  d'après  cela,  <jU('  \o  iiombr»»  drs  Niâmes 
trigonométriques  effectivement  employées  aujourd'hui 
par  les  géomètres  est  réellement  indéfini,  puiscjuc  a 
chaque  instant  pour  ainsi  dire,  les  transformations  ana- 
lytiques peuvent  conduire  à  l'augmenter  par  le  procède 
que  je  viens  d'indiquer.  Seulement,  nn  n'a  donné  jus- 
qu'ici de  noms  spéciaux  qu'à  celles  de  ces  ligne."^  inHi- 
rf>r/(?.v  qui  se  rapportent  au  romplém»*nt  de  l'arc  primitif, 
les  autres  ne  revenant  pas  assez  fréqurnimont  pour 
nécessiter  de  semblahlos  dénominaii(»ns.  ce  qui  a  fait 
communément  méconnaît rr  la  v^Titabh»  étendue  du  sys- 
lènn*  triiionométrîque. 
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Celte  multiplicité  des  lignes  trigonométriques  fait 
naître  évidemment,  dans  la  trigonométrie,  une  troisième 
question  fondamentale ,  l'étude  des  relations  qui  exis- 
tent entre  ces  diverses  lignes;  puisque,  sans  une  telle 
connaissance,  on  ne  pourrait  point  utiliser,  pour  les  be- 
soins analytiques,  cette  variété  de  grandeurs  auxiliaires 
qui  n'a  pourtant  pas  d'autre  destination.  Il  est  clair,  en 
outre,  d'après  la  considération  indiquée  tout  à  l'heure, 
que  cette  partie  essentielle  de  la  trigonométrie,  quoique 
simplement  préparatoire,  est,  par  sa  nature,  susceptible 
d'une  extension  indéfinie  quand  on  l'envisage  dans  son 
entière  généralité,  tandis  que  les  deux  autres  sont  né- 
cessairement circonscrites  dans  un  cadre  rigoureuse- 
ment défini. 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  expressément  que  ces  trois 
parties  principales  de  la  trigonométrie  doivent  être  étu- 
diées dans  un  ordre  précisément  inverse  de  celui  sui- 
vant lequel  nous  les  avons  vues  dériver  nécessairement 
de  la  nature  générale  du  sujet;  car  la  troisième  est  visi- 
blement indépendante  des  deux  autres,  et  la  seconde  de 
celle  qui  s'est  présentée  la  première,  la  résolution  des 
triangles  proprement  dite,  qui  doit,  pour  cette  raison, 
être  traitée  en  dernier  lieu,  ce  qui  rendait  d'autant  plus 
importante  la  considération  de  la  filiation  naturelle. 

11  était  inutile  d'envisager  ici  distinctement  la  trigo- 
nométrie sphérique,  qui  ne  peut  donner  lieu  à  aucune 
considération  philosophique  spéciale,  puisque,  quelque 
essentielle  qu'elle  soit  par  l'importance  et  la  multiplicité 
de  ses  usages,  on  ne  peut  plus  la  traiter  aujourd'hui, 
dans  son  ensemble,  que  comme  une  simple  application 
do  la  trigonométrie  rectiligne,  qui  fournit  immédiate- 
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ment  ses  équations  fondamentales,  en  suhstiluaiit  an 
triang^le  sphérique  l'angle  trièdre  correspondant. 

J'ai  cru  devoir  indiquer  cette  exposition  sommaire  dr 
la  philosophie  trigonométrique,  «jui  pourrait  d'ailh'urs 
donner  lieu  à  beaucoup  d'autres  considérations  intéres- 
santes, afin  de  rendre  sensibles,  par  un  «'xemph»  impor- 
tant, cet  enchaînement  rigoureux  et  celle  ramificalion 
successive  que  présentent  les  questions  les  |)lus  sim|de8 
en  apparence  de  la  géométrie  éh''mentaire. 

Ayant  ainsi  suffisamment  considéré  pour  le  hul  de  cet 
ouvrage  le  caractère  propre  ch'  la  géométrie  sprcialr,  ré-- 
duite  à  sa  seule  destination  dogmatique,  de  foninir  à  la 
géométrie  géneralrune  base  préliminaire  indispensable, 
iKJUs  devons  désormais  porter  toute  mdre  alh'iilimi  sur 
la  véritable  science  géoméhi(|ne,  envisagée  dans  son 
ensemble  de  la  manière  la  plus  rationnelle,  il  faut 
d'abord,  à  cet  effet,  soigneusement  examiner  la  ^M*ande 
idee-mère  de  Descartes,  sui-  laquelle  elle  «-si  riilière- 
ment  fondée,  ce  qui  fera  l'objel  de  la  Iccmi  siiivantf. 
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conception  fondamentale  de  la  géométrie  générale  ou  analytique 

La  géométrie  générale  étant  entièrement  fondée  sur 
la  transformation  des  considérations  géométriques  en 
considérations  analytiques  équivalentes,  nous  devons 
d'abord  examiner  directement  et  d'une  manière  appro- 
fondie la  belle  conception  d'après  laquelle  Descartes  a 
établi  uniformément  la  possibilité  constante  d'une  telle 
corrélation.  Outre  son  extrême  importance  propre, 
comme  moyen  de  perfectionner  éminemment  la  science 
géométrique,  ou  plutôt  de  la  constituer  dans  son  en- 
semble sur  des  bases  rationnelles,  l'étude  philosophique 
de  cette  admirable  conception  doit  avoir  à  nos  yeux  un 
intérêt  d'autant  plus  élevé  qu'elle  caractérise  avec  une 
parfaite  évidence  la  méthode  générale  à  employer  pour 
organiser  les  relations  de  l'abstrait  au  concret  en  ma- 
thématique, par  la  représentation  analytique  des  phé- 
nomènes naturels.  Il  n'y  a  point,  dans  la  philosophie 
mathématique,  de  pensée  qui  mérite  davantage  de  fixer 
toute  notre  attention. 

Afin  de  parvenir  à  exprimer  par  de  simples  relations 
analytiques  tous  les   divers  phénomènes  géométriques 
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que  l'on  peut  imaginer,  il  faut  évidemment  établir 
d'abord  un  mode  générai  pour  représenter  analylique- 
ment  les  sujets  mêmes  dans  lesquels  ces  phénomènes 
résident,  c'est-à-dire  les  lignes  ou  les  surfaces  à  consi- 
dérer, he  sujet  étant  ainsi  habituellement  envisagé  sous 
un  point  de  vue  purement  analytique,  on  comprend  que 
dès  lors  il  a  été  possible  de  concevoir  de  la  même  ma- 
nière les  accidents  quelconques  dont  il  est  susceptible. 

Pour  organiser  la  représentation  des  formes  géométri- 
ques par  des  équations  analytiques,  on  doit  surmonter 
préalablement  une  difficulté  fondamentale,  celle  de  ré- 
duire à  des  idées  simplement  numériques  les  éléments 
généraux  des  diverses  notions  géométriques  ;  en  un 
mot.  de  substituer,  en  géométrie,  de  pures  considéra- 
tions de  ijuantitr  à  toutes  les  considérât ioiis  dr  (jualilt-. 

A  cet  effet,  observons  d'abord  que  ti)uti's  li'.>  idéfs 
géométriques  se  rapportent  nécessairement  à  ces  trois 
catégories  universelles  :  la  grandeur,  la  forme  et  la 
position  des  étendues  \\  considérer.  (Juanl  a  la  pre- 
mière, il  n'y  a  évidemment  aumiu'  difficulté;  elle 
rentre  immédiatement  dans  les  idées  de  nombres.  Pour 
la  seconde  il  faut  icmanjnei-  (|u'elle  est  toujours 
réductible  par  sa  nature  à  la  troisième.  Car  la  forme 
d'un  corps  résulte  évidenmient  de  la  position  mu- 
tuelle des  différents  points  dont  il  est  composé,  en 
sort»'  (jur  l'idée  (le  position  comprend  néc*'ssain*ment 
celle  de  forme,  et  que  tonte  circonstance  de  forme 
peut  être  traduite  pai  une  circonstance  de  position. 
C'est  ainsi,  en  effet,  que  l'esprit  humain  a  procédé 
pour  parvenir  a  la  représentation  analytique  des  formes 
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géométriques,  la  conception  n'étant  directement  rela- 
tive qu'aux  positions.  Toute  la  difficulté  élémentaire 
se  réduit  donc  proprement  à  ramener  les  idées  quel- 
conques de  situation  à  des  idées  de  grandeur.  Telle  est 
la  destination  immédiate  de  la  conception  préliminaire 
sur  laquelle  Descartes  a  établi  le  système  général  de  la 
géométrie  analytique. 

Son  travail  philosophique  a  simplement  consisté, 
sous  ce  rapport,  dans  l'entière  généralisation  d'un  pro- 
cédé élémentaire  qu'on  peut  regarder  comme  naturel  à 
l'esprit  humain,  puisqu'il  se  forme  pour  ainsi  dire  spon- 
tanément chez  toutes  les  intelligences,  même  les  plus 
vulgaires.  En  effet,  quand  il  s'agit  d'indiquer  la  situa- 
tion d'un  objet  sans  le  montrerimmédiatement,  le  moyen 
que  nous  adoptons  toujours,  et  le  seul  évidemment  qui 
puisse  être  employé,  consiste  à  rapporter  cet  objet  à 
d'autres  qui  soient  connus,  en  assignant  la  grandeur 
des  éléments  géométriques  quelconques,  par  lesquels  on 
le  conçoit  lié  à  ceux-ci  (1).  Ces  éléments  constituent  ce 
que  Descartes,  et  d'après  lui  tous  les  géomètres,  ont 
appelé  les  coordonnées  de  chaque  point  considéré,  qui 
sont  nécessairement  au  nombre  de  deux  si  l'on  sait 
d'avance  dans  quel  plan  le  point  est  situé,  et  au  nombre 
de  trois,  s'il  peut  se  trouver  indifféremment  dans  une 
région  quelconque  de  l'espace.  Autant  de  constructions 
différentes  on  peut  imaginer  pour  déterminer  la  posi- 
tion d'un  point,  soit  sur  un  plan,  soit  dans  l'espace,  au- 


(1)  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  nous  déterminons  habituellement  la 
position  des  lieux  sur  la  terre  par  leurs  distances  plus  ou  moins  grandes 
à  l'équateur  et  a  un  premier  méridien. 
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tant  on  conçoit  du  systèmes  do  coordonnées  distincts, 
qui  sont  susceptibles,  par  conséquent,  d'être  multiplies 
à  l'infini.  Mais  quel  que  soit  le  système  adopté,  on  aura 
toujours  ramené  les  idées  de  situation  à  d.'  simples 
idées  de  grandeur,  en  sorte  que  l'on  se  représentera  le 
déplacement  d'un  p(»iiil  cjjmnie  produit  par  de  pures 
variations  numériques  dans  les  valeurs  de  ses  coordon- 
nées. Pour  ne  considérer  d'abord  qu«'  \o  cas  b'  moins 
complicjué,  celui  de  lagéométrie  plane,  c'est  ainsi  (junii 
détermine  le  plus  souvent  hi  position  ilyin  point  sui-  un 
plan,  par  ses  distances  plus  ou  moins  grandes  à  deux 
droites  fixes  supposées  connues  qu'on  nomme  (urs,  v[ 
(ju'on  su[)pose  ordinairement  pfipciidieulairj's  nitre 
elles.  Ce  système  est  le  plus  adoj)lé,  à  cause  de  sa  sim- 
plicité ;  mais  les  géomètres  en  «'m ploient  quebjuefois 
encore  une  infinité  d'autres.  Ainsi,  la  position  d'un 
point  sur  un  plan  peut  «Mic  détciininiM'  p.ii-  ses  dislances 
à  deux  jxjints  fixes  ;  ou  par  sa  distancf  a  un  -««'ul  jioint 
fixe,  cl  la  direction  de  cette  distance,  estimée  par  l'angle 
plus  ou  moins  grand  qu'elle  fait  avec  une  (Imite  fixr,  ce 
qui  constitue  le  système  des  coordonnées  dites />/>A///v's, 
le  plus  usité  après  celui  dmit  nous  avons  parlé  d'abord; 
ou  par  les  angles  que  f(»rment  les  droites  allant  du  point 
variable  à  deux  points  fixes  avec  la  droite  qui  joint  ces 
derniers;  ou  par  les  distances  de  ce  point  à  nue  «linil.- 
fixe  et  à  un  point  fixe,  etc.  Kn  nn  nml.  il  n'y  a  pas  de 
figure  géométrique  «|ne|(  nnqne  i\\n\  I  nn  ne  puisse  dé- 
duire un  certain  svstènn'  d.-  coord«)nnées,  plus  ou  moins 
susceptible  d'être  employé. 

Une  observai  ion  générale  qu'il  importe  de  faire  à  col 
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égard,  c'est  que  tout  système  de  coordonnées  revient  à 
déterminer  un  point,  dans  la  géométrie  plane,  par  l'in- 
tersection de  deux  ligues,  dont  chacune  est  assujettie  à 
certaines  conditions  fixes  de  détermination;  une  seule 
de  ces  conditions  restant  variable,  et  tantôt  l'une,  tantôt 
une  autre,  selon  le  système  considéré.  On  ne  saurait,  en 
effet,  concevoir  d'autre  moyen  de  construire  un  point 
que  de  le  marquer  par  la  rencontre  de  deux  lignes  quel- 
conques. x\insi,  dans  le  système  le  plus  fréquent,  celui 
des  coordonnées  rectilignes  proprement  dites,  le  point 
est  déterminé  par  l'intersection  de  deux  droites,  dont 
chacune  reste  constamment  parallèle  à  un  axe  fixe,  en 
s'en  éloignant  plus  ou  moins;  dans  le  système  polaire, 
c'est  la  rencontre  d'un  cercle  de  rayon  variable  et  dont 
le  centre  est  fixe,  avec  une  droite  mobile  assujettie  à 
tourner  autour  de  ce  centre,  qui  marque  la  position  du 
point;  en  choisissant  d'autres  systèmes,  le  point  pourrait 
être  désigné  par  l'intersection  de  deux  cercles,  ou  de 
deux  autres  lignes  quelconques,  etc.  Kn  un  mot,  assi- 
gner la  valeur  d'une  des  coordonnées  d'un  point  dans 
quelque  système  que  ce  puisse  être,  c'est  toujours  né- 
cessairement déterminer  une  certaine  ligne  sur  laquelle 
ce  point  doit  être  situé.  Les  géomètres  de  l'antiquité 
avaient  déjà  fait  cette  remarque  essentielle,  qui  servait 
de  base  à  leur  méthode  des  lieux  géométriques,  dont  ils 
faisaient  un  si  heureux  usage  pour  diriger  leurs  recher- 
ches dans  la  résolution  des  problèmes  de  géométrie 
déterminés,  en  appréciant  isolément  l'influence  de  cha- 
cune des  deux  conditions  par  lesquelles  était  défini 
chaque  point  constituant  l'objet,  direct  ou  indirect,  de 
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la  question  proposée  :  c'est  précisément  cette  méthode 
dont  la  systématisation  générale  a  été  pour  Doscartes  le 
motif  immédiat  des  travaux  (jui  l'tmt  conduit  a  fonder  la 
géométrie  analytique. 

Après  avoir  nettement  établi  cette  conception  jnélimi- 
naire,  en  vertu  de  laquelle  les  idées  de  position,  et.  j)ar 
suite,  implicitement,  toutes  les  notions  «n'-ometiiques 
élémentaires,  sont  réductibles  à  (\r  simples  consid(''ra- 
tions  numériques,  il  est  aisé  de  Cijncevoir  directenieril. 
dans  son  entière  généralité,  la  giande  idée-mèie  de  hes- 
cartes,  relative  à  la  représentation  analyti»|ue  des  formes 
géométriques,  ce  qui  constitue  r«d)jel  jiro|>it'  de  ertlc 
b'ioii.  Je  contiimerai  à  ne  considérer  d'abord,  p(jur  plus 
de  facilité,  que  la  géométrie  à  deux  dimensions,  la  seul»? 
(jue  Descartes  ait  traitée,  devant  ensuite  examiner  sépa- 
ri'nienl  sous  le  même  point  de  \  nr  cr  qui  est  prique  à  la 
llicorie  des  surfaces  ou  des  courbes  à  double  courbure. 

D'après  la  inanièi»'  d'r\|iriiner  analyliquement  la 
position  d'un  point  sur  un  |)laii.  on  peut  aisément  éta- 
blir que,  par  quflque  pr<q»iiet«*  qu'une  ligne  quelconque 
puisse  être  définie,  celle  définition  est  Uiujours  susrep- 
lible  d'être  lemplacée  par  un«'  équation  roi  répondante 
entre  les  deux  coordonnées  variables  du  point  quidécril 
celte  ligiu',  équation  qui  sera  di*s  bus  la  nqu'ésenlalion 
analyticjue  de  la  lii^iie  pitqjosée,  dont  tout  phénomène 
devra  se  traduire  par  une  ceilain.-  niodificaliiui  algé- 
brifjUf  de  smi  écjuation.  Si  l'on  suppo^.-,  en  ellel.  qu  un 
point  sr  nieu\e  sur  un  plan  sans  «pie  son  cours  soil  dé- 
terminé i'U  aueniie  manier»',  on  tievra  évideiuiuenl  re- 
iiarder  ses    drii\    coordonné-es,     tlaiis   quelqui-    M  slèllie 
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que  ce  soit,  comme  deux  variables  entièrement  indé- 
pendantes l'une  de  l'autre.  Mais  si,  au  contraire,  ce 
point  est  assujetti  à  décrire  une  certaine  lig-ne  quel- 
conque, il  faudra  nécessairement  concevoir  que  ses  coor- 
données conservent  entre  elles,  dans  toutes  les  positions 
qu'il  peut  prendre,  une  certaine  relation  permanente  et 
précise,  susceptible,  par  conséquent,  d'être  exprimée 
par  une  équation  convenable,  qui  deviendra  la  défini- 
tion analytique  très  nette  et  très  rigoureuse  de  la  ligne 
considérée,  puisqu'elle  exprimera  une  propriété  algé- 
brique exclusivement  relative  aux  coordonnées  de  tous 
les  points  de  cette  ligne.  Il  est  clair,  en  effet,  que  lors- 
qu'un point  n'est  soumis  à  aucune  condition,  sa  situa- 
tion n'est  déterminée  qu'autant  qu'on  donne  à  la  fois  ses 
deux  coordonnées,  distinctement  l'une  de  l'autre  ;  tandis 
que,  quand  le  point  doit  se  trouver  sur  une  ligne  définie, 
une  seule  coordonnée  suffit  pour  fixer  entièrement  sa 
position.  La  seconde  coordonnée  est  donc  alors  une 
fonction  déterminée  de  la  première,  ou,  en  d'autres 
termes,  il  doit  exister  entre  elles  une  certaine  équation^ 
d'une  nature  correspondante  à  celle  de  la  ligne  sur  la- 
quelle le  point  est  assujetti  à  rester.  En  un  mot,  chacune 
des  coordonnées  d'un  point  l'obligeant  à  être  situé  sur 
une  certaine  ligne,  on  conçoit  réciproquement  que  la 
condition,  de  la  part  d'un  point,  de  devoir  appartenir  à 
une  ligne  définie  d'une  manière  quelconque,  équivaut  à 
assigner  la  valeur  de  l'une  des  deux  coordonnées  qui  se 
trouve,  dans  ce  cas,  être  entièrement  dépendante  de 
l'autre.  La  relation  analytique  qui  exprime  cette  dépen- 
dance peut  être  plus   ou  moins   difficile   à   découvrir; 
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mais  on  doit  évidommont  en  coiicovuir  toujours  loxis- 
tence,  même  dans  les  cas  où  nos   moyens  actuels   se- 
raient insuffisants   pour    la   faire   connaître.  C'est  par 
cette   simple   considération    que,    indépendamment  des 
vérifications  particulières  sur  lesquelles   est  ordinaire- 
ment établie  cette  conception  fondamentale  à  l'occasion 
de  telle  ou  telle  définition  de  ligne.  <m  pfut  démontrer, 
d'une  manière  entièrement  général»',  la  nécessité'  de  l.i 
représentation  analytique  des  lignes  par  les  équations. 
En  reprenant  en  sens   inv«'rse  l«*s  mêmes  réilexions, 
on   mettrait  aussi  facilement  en   évidence  la  nécessité 
géométrique   de   la  lepiésentation   de    louh*  é'qu.ition  à 
d<'U\  variables,  dans  un  svstèmc  délciiiiiin'  il»»  coordon- 
nées,  par  une  certaine  ligne,  dnnl  iiiif  Idlr  lej.ilinri  se- 
rait, à  défaut  d'aucune  autre  pinpiiéle  connue,  une  de- 
finition  très* caractéristique,  et    «pii  aura    pour  ilestina- 
tion  scientifique  de  fixer  imniediatenienl  l'alteiitijin  sur 
la   marclie  général»'   des  srdutions  de  l'équatinii.  <pii  se 
trouvera  ainsi  notée  de  la  manière  la  plus  sensibl»*  et  la 
plus  simple.    Cette  j)eintuie  des   équations   est   un    des 
avantages  fondamentaux  les  plus  inq>ortants  de  la  gé'o- 
métrie  analvti«jue,  qui  a  par  la  réat:i  au  plus  haut  degré» 
sur  le  perfectionnement  général  de  l'analyse  elie-niénu*. 
non   seulement  en  assignant    an\  recherches  punMneiit 
abstraites  nn    hnl    iielleinenl  détermine  et  une  carrière 
inépuisable,  mais,  sous  un  ia|(p<>il  emme  plus  direct,  «mî 
fournissant   nn  nouveau  m«|v«*n  philosophique  d«'  nn'Mli- 
talion    analvtiqne,   qui   ne    pourrait  être   remplaré  par 
aucun  autre.  Kn  etïel.  la  discussion  j»urement  algébrique 
d'une  équation  en  tait  sans  doute  comiaiire  les  àoliilions 
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de  la  manière  la  plus  précise,  mais  en  les  considérant 
seulement  une  à  une,  de  telle  sorte  que,  par  cette  voie, 
leur  marche  générale  ne  saurait  être  conçue  qu'en  ré- 
sultat définitif  d'une  longue  et  pénible  suite  de  compa- 
raisons numériques,  après  laquelle  l'activité  intellec- 
tuelle doit  ordinairement  se  trouver  émoussée.  Au  con- 
traire, le  lieu  géométrique  de  l'équation  étant  unique- 
ment destiné  à  représenter  distinctement  et  avec  une 
netteté  parfaite  le  résumé  de  cet  ensemble  de  comparai- 
sons, permet  de  le  considérer  directement  en  faisant 
complètement  abstraction  des  détails  qui  l'ont  fourni,  et 
par  là  peut  indiquer  à  notre  esprit  des  vues  analytiques 
générales,  auxquelles  nous  serions  difficilement  par- 
venus de  toute  autre  manière,  faute  d'un  moyen  de  ca- 
ractériser clairement  leur  objet.  Il  est  évident,  par 
exemple,  que  la  simple  inspection  de  la  courbe  loga- 
rithmique ou  de  la  courbe  y  =  sin  x  fait  connaître  d'une 
manière  bien  plus  distincte  le  mode  général  de  varia- 
tions des  logarithmes  par  rapport  aux  nombres  ou  des 
sinus  par  rapport  aux  arcs,  que  ne  pourrait  le  permettre 
l'étude  la  plus  attentive  d'une  table  de  logarithmes 
ou  d'une  table  trigonométriquc.  On  sait  que  ce  procédé 
est  devenu  aujourd'hui  entièrement  élémentaire,  et 
qu'on  l'emploie  toutes  les  fois  qu'il  s'agit  de  saisir  net- 
tement le  caractère  général  de  la  loi  qui  règne  dans  une 
suite  d'observations  précises  d'un  genre  quelconque. 

Revenant  à  la  représentation  des  lignes  par  les  équa- 
tions, qui  est  notre  objet  principal,  nous  voyons  que 
cette  représentation  est,  par  sa  nature,  tellement  fidèle, 
que  la  ligne  ne  saurait  éprouver  aucune  modification, 
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fjiu'lquo  lég-èro  qii'oilo  soit,  sans  flétormiiier  dans  l'oqua- 
tion    un    changement    correspondant.    OciU^    complète 
exactitude  donne  m^me  li»'u  souvent    à   d«'s   difficultés 
spéciales,  en  ce  que,  dans  notre  système  do  géométrie 
analytique,  les  simples  déplacements  des  liîrnrs  se  fai- 
sant aussi  bien  ressentir  dans  les  f''(jii  ilioiis  (ju«'  li^s  va- 
riations réelles  de  grandeur  on    dr  foimt'.  nn  pomrait 
être  exposé  à  confondre  analytiquemont  les  uns  avec  les 
autres,  si  les  géomètres  n'avaient  pas  découvert  une  mé- 
thode ingénieuse  expressément  destinée  à  h's  distiiiirupr 
constamment.    Cette    niéthndo   est    fondr-o  sur   cr   qur. 
hi<Mi  (jn'il  soil   impossible  de  changei-  analvliqurment  à 
volonté  la  position  d'une  ligne  par  rapport  aux  axos  des 
coordonnées,    on    [hmH    (•liang«'r   d'une    ni.inii'fM'    (|n»d- 
conque  la  situation  des  axes  eux-mêmes,  ce  qui  est  évi- 
demment équivalent  :  di's  lor^.  à  I  aifle  des  formules  gé- 
né'rales  très  simples  par  les(juellos  on  (qn'ie  cetto  trans- 
formation d'axc^s,  il  devient  aise  de  lecoiinaître  si  deux 
é(jualious  diffV'rentos  ne  sont  (jue  l'expression  aiial\ti(|ue 
d'uFK'  même  liiine  diverscmont  située,  nu  ^r  rapportent  à 
des  lieux  géométiiques  vi'aimenl  di^liints.  pui*»que.  dans 
le  pifmier  cas.  l'une  d'elles  doit   i entrer  dans  l'autre  en 
chani^eant  coiin  eu.ihlenieiit  les  ax«'s  ou  les  autres  coiis- 
l.nilev.  du  sNstenie  de  foordoiuiées  considéré.   Ihi  reste, 
il  ImuI  leiuarquer  ;«  ce  ^ujel  que  le-   iuennvenienis  i^éné- 
raux    de   celte  n.iture   parais^^enl.    eu    L'éorn«''trie  analy- 
tique.   devJMI-   être    strictement    inévitables;    pui^qu.'  le- 
idées  de  position    ('tant,    connue    nous   l'avons   \u.    les 
seules  idées  géonicti  i«pies  inunédiatemenl  réductible»  à 
des  considération^  uunn'riques.  et  lesnotion<  de  formes 
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ne  pouvant  y  être  ramenées  qu'en  voyant  en  elles  des 
rapports  de  situation,  il  est  impossible  que  l'analyse  ne 
confonde  point  d'abord  les  phénomènes  de  forme  avec 
desimpies  phénomènes  de  position,  les  seuls  que  les 
équations  expriment  directement. 

Pour  compléter  l'explication  philosophique  de  la  con- 
ception fondamentale  qui  sert  de  base  à  la  géométrie 
analytique,  je  crois  devoir  indiquer  ici  une  nouvelle 
considération  générale,  qui  me  semble  particulièrement 
propre  à  mettre  dans  tout  son  jour  cette  représentation 
nécessaire  des  lignes  par  des  équations  à  deux  variables. 
Elle  consiste  en  ce  que  non  seulement,  ainsi  que  nous 
l'avons  établi,  toute  ligne  définie  doit  nécessairement 
donner  lieu  à  une  certaine  équation  entre  les  deux 
coordonnées  de  l'un  quelconque  de  ses  points;  mais, 
de  plus,  toute  définition  de  ligne  peut  être  envisagée 
comme  étant  déjà  elle-même  une  équation  de  cette  ligne 
dans  un  système  de  coordonnées  convenable. 

Il  est  aisé  d'établir  ce  principe,  en  faisant  d'abord  une 
distinction  logique  préliminaire  relativement  aux  di- 
verses sortes  de  définition.  La  condition  rigoureusement 
indispensable  de  toute  définition,  c'est  de  distinguer 
l'objet  défini  d'avec  tout  autre^  en  assignant  une  pro- 
priété qui  lui  appartienne  exclusivement.  Mais  ce  but 
peut  être  atteint,  en  général,  de  deux  manières  très  dif- 
férentes :  ou  par  une  définition  simplement  caractéris- 
tique, c'est-à-dire,  indiquant  une  propriété  qui,  quoique 
vraiment  exclusive,  ne  fait  pas  connaître  la  génération 
de  l'objet;  ou  par  une  définition  réellement  explicative, 
c'est-à-dire,  caractérisant  l'objet  par  une  propriété  qui 
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exprime  un  de  ses  modes  de  génération.  INir  exemple, 
en  considérant  le  cercle  comme  la  ligne  «pii,  sous  le 
même  contour,  renferme  la  plus  grande  aire,  on  a  évi- 
demment une  définition  du  premier  genre:  tandis  (juen 
choisissant  la  propriété  d'avoir  tous  ses  points  à  éirale 
distance  d'un  point  fixe,  ou  toute  autre  sciuhialile,  nu  a 
une  définition  du  second  ^cinf.  Il  est,  du  reste,  évi- 
dent, en  thèse  générale,  que  «piand  même  nn  nhjet  quel- 
conque ne  serait  d'ahord  coiuni  (jiif  par  une  définition 
caractéristique,  on  ne  devrait  pas  innins  l'envisager 
comme  susceptible  d(3  définit inns  r.i pUrdtirrs,  que  fi*- 
rait  nécessairement  décoiiviir  r<'lii(lr  iiIlt'rieiM»'  de  cet 
objet. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  ce  n'est  point  aux  d»''fiiiitions 
simplement '"/'/?Y/r/r'/7s//V///^'.vque  peut  s'appliqu«'r  l'obser- 
vation générale  .iFiiioncée  ci-dessus,  (|iii  représente 
toute  défiiiitinn  de  lii^iie  (  (Munie  étant  nécessain*ment 
une  (Mjuation  de  celle  li;^ni'  dans  un  certain  systi*me  d«' 
coordonnées.  On  ne  peut  l'enlrudre  qur  des  définitinii> 
vrainK'ul  c i itUcatirrs.  Mais,  en  in'  cnnsi<b''rant  que 
C(dles-ci,  le  principe  est  aisé  à  constalt'r.  Kn  <*ffet,  il  est 
évidemment  imp(>ssible  de  définii  li  ^réneralinn  d'une 
ligne,  sans  spécifiei-  une  certaine  lelatinn  entre  les  deux 
mouvements  simples,  de  Iranslalinii  nu  de  rntation, 
dans  les(juels  se  déconiposeia  à  cliaqur  iiotant  le  mou- 
vement du  point  qui  l;i  décrit.  Oi-,  en  -e  formant  la  no- 
tion la  [)lus  générale  de  ce  que  ce>t  .juiiii  si/slhiw  dr 
c(,f,nlnnnrrs,  et  admettant  tous  les  systèmes  possibles, 
il  est  clair  «juiiiie  Irlte  relation  ne  sera  autre  chose  (|ue 
Vrf/i/afn„t  i\r    la   liiin.-    proposée,    dans  un  système   de 
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coordonnées  d'une  nature  correspondante  à  celle  du 
mode  de  génération  considéré.  Ainsi,  par  exemple,  la 
définition  vulgaire  du  cercle  peut  évidemment  être  envi- 
sagée comme  étant  immédiatement  Y  équation  polaire 
de  cette  courbe,  en  prenant  pour  pôle  le  centre  du  cer- 
cle ;  de  même,  la  définition  élémentaire  de  l'ellipse  ou 
de  l'hyperbole,  comme  étant  la  courbe  engendrée  par  un 
point  qui  se  meut  de  telle  manière  que  la  somme  ou  la 
différence  de  ses  distances  à  deux  points  fixes  demeure 
constante,  donne  sur-le-champ,  pour  l'une  ou  l'autre 
courbe,  l'équation  y±ix=zc^  en  prenant  pour  système  de 
coordonnées  celui  dans  lequel  on  déterminerait  la  posi- 
tion d'un  point  par  ses  distances  à  deux  points  fixes,  et 
choisissant  pour  ces  pôles  les  deux  foyers  donnés  ;  pa- 
reillement encore,  la  définition  ordinaire  de  la  cycloïde 
quelconque  fournirait  directement,  pour  cette  courbe, 
l'équation  y=.mx,  en  adoptant  comme  coordonnées  de 
chaque  point  l'arc  plus  ou  moins  grand  qu'il  marque  sur 
un  cercle  de  rayon  invariable  à  partir  du  point  de  con- 
tact de  ce  cercle  avec  une  droite  fixe,  et  la  distance  rec- 
tiligne  de  ce  point  de  contact  à  une  certaine  origine 
prise  sur  cette  droite.  On  peut  faire  des  vérifications 
analogues  et  aussi  faciles  relativement  aux  définitions 
habituelles  des  spirales,  des  épicycloïdes,  etc.  On  trou- 
vera constamment  qu'il  existe  un  certain  système  de 
coordonnées,  dans  lequel  on  obtient  immédiatement  une 
équation  très  simple  de  la  ligne  proposée,  en  se  bornant 
à  écrirfî  algébriquement  la  condition  imposée  par  le 
mode  de  génération  que  l'on  considère. 

Outre  son  importance  directe,  comme  moyen  de  rendre 
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parfaitomont   sonsihlf   la  roprésentalion  n«M'ossair«'    «Ir 
toute   ligne  par  uih'  «Mpiation,   la  consiH»'ration  pnré- 
flente  me  paraît  pouvoir  offrirune  véritahlo  utilité  sricu- 
fifique,  en  car^aelérisant  avec    exactihnlt'    la  pririripah' 
diffieulté  générale  qu'on  rcncniilrc  dans  IVlablissemrnl 
effectif  de  ces  équations,  et.  par  consé(|uent,  eu  fournis- 
sant une  indication  intéressante  relativemcMit  à  la  marclu' 
à  suivre  dans  les  recherches   de  ce  geiur,  qui,  [^ir  h'ur 
nature,  ne  sauraient  comportor  des  ri'cics  compli'h's  ««l 
invariables.    En  effet.   <i   nnc  (l«''finiti(tri  qu('|r(iiii|Mr   d»- 
li£:rK'.  du  moins  parmi  cellrs  qni  indi<jn«Mit   nti  modr  de 
génération,  fournit  directement  l'équalinii  dr  n»ltc  Wiziw 
dan<  un  certain  système  de  coordonnées,  nu  pom- Fuiriix 
dire  constitue  par  rlle-méme  cett<'  (Wpialinn.   il  ^'.ii-iiil 
que  la    dilficulh'    qu'un   «'piniive    souvent    ii    d«'<nnvrir 
r«''qnation  d'une  conrhr.  d'aj^rés  t«dlr  nu  tcllr  d«>  s«'s  pro- 
priétés   caractéristi(]ues.   diffimllé  (pii    (pndquj'fnis  ««si 
t r"ès  ^raïuh'.  n»-  doit    pi-oxcnii-  csspntifdloinnit  qin-  dr  la 
condition  ([u'on  s'inipn>r  indinaircincnt  d*<'\pi'imrraiia- 
l\tiquenn*nt  cette  courbe  à  laid»'  d  un   s\^lrni<'  d»-  cnor- 
donuées  désigné,    an    lien    d'adiin'lli»'    indiffén'muïi'ut 
tous    les    systèmes   |)nssibles.   (a's   divt-rs   systèmes   ne 
pruNcnl    pas    étiT    ri'iiardés.   en  ijt'oruétrir   anal\li<pie, 
('•Mumc  étant   tons  égalenimt   (•(»n\tnaid<'s  .  pniii-  diffé- 
rents motifs,  dont  1rs  plus  importants  vnni  éii.-  di«»«'nlés 
ci-dessous,   les    gédinèlres  croient   devoir   pre>qne  Ion- 
jours  rapporter,  antant  «pie  po^^sible.    les  courbes  à  des 
coordornn-es  rectiliun»'^  proprrnn'iit  dites.  Or.  on  con- 
çoit, dapri's  ce  «pii  pn-erdr.   qnr  ^ouveîît  COR  conrdon- 
jiérv  nniques    ne    seront    pas    c»db'>    relativement   an.\- 
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quelles  l'équation  de  la  courbe  se  trouverait  immédiate- 
ment établie  par  la  définition  proposée.  La  principale 
difficulté  que  présente  la  formation  de  l'équation  d'une 
ligne  consiste  donc  réellement,  en  général,  dans  une 
certaine  transformation  de  coordonnées.  Sans  doute, 
cette  considération  n'assujettit  point  l'établissement  de 
ces  équations  à  une  véritable  méthode  générale  com- 
plète, dont  le  succès  soit  toujours  assuré  nécessaire- 
ment, ce  qui,  par  la  nature  même  du  sujet,  est  évidem- 
ment chimérique  ;  mais  une  telle  vue  peut  nous  éclairer 
utilement  à  cet  égard  sur  la  marche  qu'il  convient 
d'adopter  pour  parvenir  au  but  proposé.  Ainsi,  après 
avoir  d'abord  formé  l'équation  préparatoire  qui  dérive 
spontanément  de  la  définition  que  l'on  considère,  il 
faudra,  pour  obtenir  l'équation  relative  au  système  de  " 
coordonnées  qui  doit  être  admis  définitivement,  cher- 
cher à  exprimer  en  fonction  de  ces  dernières  coordon- 
nées celles  qui  correspondent  naturellement  au  mode  de 
génération  dont  il  s'agit.  C'est  sur  ce  dernier  travail 
qTi'il  est  évidemment  impossible  de  donner  des  pré- 
ceptes invariables  et  précis.  On  peut  dire  seulement 
qu'on  aura  d'autant  plus  de  ressources  à  cet  égard 
qu'on  saura  davantage  de  véritable  géométrie  analy- 
tique, c'est-à-dire  qu'on  connaîtra  l'expression  algé- 
brique d'un  plus  grand  nombre  de  phénomènes  géo- 
métriques différents. 

Pour  compléter  l'exposition  philosophique  de  la  con-  i 
ception  qui  sert  de  base  à  la  géométrie  analytique,  il  me 
reste  à  indiquer  les  considérations  relatives  au  choix  du 
système  de   coordonnées  qui  est,    en  général,  le  plus 
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convonable,  co  qui  fournira  l'oxplicalion  ralionncllr  dr 
la  proforeiice  unaniniomcnt  accordéo  au  système  n'cli- 
ligne  ordinaire,  préféronco  (jui  ii  <Ué  j>lulol  jusqu'ici 
l'effet  d'un  sentiment  empirique  de  la  supériorité  de  ce 
système  que  le  résultat  exact  d'une  analyse  direclr  rt 
approfondie. 

Afin  de  décider  nettement  entre  tous  les  divers  sys- 
tèmes de  coordonnées,  il  est  indispensable  de  distinguer 
avec  soin  les  deux  points  de  vue  généraux,  inverses  l'un 
de  l'autre,  propres  à  la  géométrie  analyli(jue,  savoir  :  la 
relation  de  l'algèbre  à  la  géoniétiie,  foiidt'e  >iii  la  re- 
j)résentation  des  lignes  parles  équations  ;  et  réciproque- 
ment la  relation  de  la  géométrie  à  l'aliièbie  fondée  sur 
la  peinture  des  équations  par  l(»s  lignes. 

Il  est  évident  que,  dans  toute  recbercln'  quelconque 
de  géométi'ie  générale,  ces  deux  points  de  \  ne  fonda- 
mentaux se  trouvent  nécessairement  combinés  sans 
cesse,  puisqu'il  s'agit  toujouis  de  passer  alternative- 
ment, et  à  des  inteivalles  pour  ainsi  dire  iiiNtiivildcs.  d«»s 
considérations  géométri<jues  aux  consideralions  analy- 
ticpu's,  et  des  considérations  analytiques  aux  considéra- 
tions géométriquc^s.  Mais  la  nécessité  de  les  séparer  iri 
momentanément  n'en  e^l  pa^  nii»ins  réelle;  car  la  r»'*- 
ponse  à  la  (|ueslinn  Af  in<''tliode  ipir  nou^  «'xaniinons 
est,  en  effet,  comme  iions  allons  le  voir,  fort  loin  de 
pouvoir  être  la  même  scn^  l'nn  el  ^on^  l'autre  «le  ces 
deux  rapports,  en  S(nle  (pn*  >ans  cette  di«.hii<ii'.ii  mo  ii<> 
saurait  s'en  formel-  anenne  idée  fielle. 

Sons  jr  |»remiei  (M.inl  de  \ne,  rigoui-eu^t'uienl  i^ole, 
je  s, -ni    motif. pii    puisse   fain*   pr<'fére!-  nn    sv^lème   df» 
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coordonnées  à  un  autre,  ne  peut  être  que  la  plus  grande 
simplicité  de  l'équation  de  chaque  ligne,  et  la  facilité 
plus  grande  d'y  parvenir.  Or,  il  est  aisé  de  voir  qu'il 
n'existe  et  ne  doit  exister  aucun  système  de  coor- 
données méritant  à  cet  égard  une  préférence  constante 
sur  tous  les  autres.  En  effet,  nous  avons  remarqué  ci- 
dessus  que,  pour  chaque  définition  géométrique  pro- 
posée, on  peut  concevoir  un  système  de  coordonnées 
dans  lequel  l'équation  de  la  ligne  s'obtient  immédiate- 
ment et  se  trouve  nécessairement  être  en  même  temps 
fort  simple  :  de  plus,  ce  système  varie  inévitablement 
avec  la  nature  de  la  propriété  caractéristique  que  l'on 
considère.  Ainsi,  le  système  rectiligne  ne  saurait  être, 
en  ce  sens,  constamment  le  plus  avantageux,  quoiqu'il 
soit  souvent  très  favorable  ;  il  n'en  est  probablement  pas  | 
un  seul  qui,  dans  certains  cas  particuliers,  ne  doive  à 
cet  égard  lui  être  préféré,  aussi  bien  qu'à  tout  autre  sys- 
tème. 

11  n'en  est,  au  contraire,  nullement  de  même  sous  le 
second  point  de  vue.  On  peut,  en  effet,  facilement  éta- 
blir, en  thèse  générale,  que  le  système  rectiligne  ordi- 
naire doit  s'adapter  nécessairement  mieux  que  tout 
autre  à  la  peinture  des  équations  par  les  lieux  géomé- 
triques correspondants,  c'est-à-dire  que  cette  peinture  y 
est  constamment  plus  simple  et  plus  fidèle. 

Considérons,  pour  cela,  que,  tout  système  de  coor- 
données consistant  à  déterminer  un  point  par  l'intersec- 
tion de  deux  lignes,  le  système  propre  à  fournir  les 
li<'ux  géométriques  les  plus  convenables  doit  être  celui 
dans  h'quel  ces  deux  lignes  sont  les  plus  simples  pos- 
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sible,  ce  qui  reslreiiit  d'aburd  \v  cliuix  à  ne  pouvoir 
porter  que  sur  des  systèmes  /f^ciUig/ies.  A  la  vérité,  il 
y  a  évidemment  une  infinité  de  systèmes  qui  méritent 
ce  nom,  c'est-à-dire  qui  n'emploient  que  des  lignes 
Iroites  pour  déterminer  les  points,  outre  le  système  or- 
linaire  qui  assigne  |)uur  coordonnées  les  dislances  à 
leux  droites  fixes;  tel  serait,  par  «'xemple,  celui  dans 
lequel  les  coordonnées  de  chaque  |inifi(  >»■  tmiivriaiiiil 
être  les  deux  angles  (|ue  funl  les  droites  (jui  alionlis.sent 
(le  ce  point  à  deux  points  fixes  avec  la  droite  de  jonction 
de  ces  derniers  ;  en  sorte  (jue  cette  première  «onsidéra- 
tion  n'est  pas  rigoureusemenl  suffisante  j»r»ur  exjdicjuer 
la  préférence  accordée  uiiaiiimemenl  an  svsti'ine  tnili- 
iiaire.  Mais,  enexaminani  d  niiemani«'ie  phisapprofondie 
la  liai  me  de  tout  svstème  de  coordonnées,  nous  avons 
reconnu,  lmi  outre,  que  chacune  des  tleux  lignes  dont  la 
rencontre  détermine  le  point  ronsidr-re,  doit  nécessaire- 
ment offiir  à  cha(jue  instaiil,  parmi  ses  diverses  condi- 
tions qu(dconques  de  délerminatinn.  iinf  M-iilr  condi- 
tion variable,  qui  donne  lien  a  rordonnée  correspon- 
dante, et  toutes  les  autri'S  fixes,  qni  constituent  les  (Lces 
du  systènn*,  en  prenant  ce  terme  dans  >on  acception 
inathémati(jue  la  plus  ('tendue  :  la  variation  est  indis- 
j)ensable  poni([ii»'  Iniites  les  positions  puissent  être  con- 
sidérées, et  la  fixité  ne  Tôt  |»as  moins  pour  tju'il  existe 
des  moyens  de  c<'in|)araisoii.  Ainsi,  dans  tous  les  .nys- 
lèmes  rrrfl/ff/ftrs,  chacuin*  des  deux  droites  >era  assu- 
jettie a  une  c(Hi(lition  fixe,  et  rjjrdomn'e  résultera  «le  la 
condition  variable.  Sons  ce  rapport,  il  est  évident,  en 
lliesr  -('•in-raie,  (pic   h'  svstème    le  plus  favorable   il  lu 
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construction    des  lieux  géométriques,  sera  nécessaire- 
ment celui  d'après  lequel  la  condition  variable  de  chaque 
droite  sera  la  plus  simple  possible,  sauf  à  compliquer 
pour  cela,  s'il  le  faut,  la  condition  fixe.  Or,  de  toutes 
les  manières  possibles  de  déterminer  deux  droites  mo- 
biles, la  plus  aisée  à  suivre  g^éométriquement  est  cer- 
tainement celle  dans  laquelle,  la   direction  de  chaque 
droite  restant  invariable,  elle  ne  fait  que  se  rapprocher 
ou  s'éloigner  plus  ou  moins  d'un  axe  constant.  Il  serait, 
par  exemple,    évidemment  plus    difficile   de  se  figurer 
nettement  le  déplacement  d'un  point  produit  par  Tinter- 
section  de  deux  droites,   qui  tourneraient  chacune  au- 
tour d'un  point  fixe  en  faisant  avec  un  certain  axe  un 
angle  plus  ou  moins  grand,  comme  dans  le  système  des 
coordonnées  précédemment  indiqué.  Telle  est  la  véri- 
table explication  générale  de  la  propriété  fondamentale 
que  présente,  par  sa  nature,  le  système  rectiligne  ordi- 
naire, d'être  plus  apte  qu'aucun  autre  à  la  représenta- 
tion géométrique  des  équations,  comme  étant  celui  dans 
lequel  il  est  le  plus  aisé  de  concevoir  le  déplacement 
d'un  point  en  résultat  du  changement  de  valeur  de  ses 
coordonnées.  Pour  sentir  nettement  toute  la  force  de 
cette  considération,  il  suffirait,  par  exemple,  de  com- 
parer soigneusement  ce  système  avec  le  système  polaire, 
dans  lequel  cette  image  géométrique  si  simple  et  si  aisée 
à  suivre,  de  deux  droites  se  mouvant  chacune  parallèle- 
ment à  l'axe  correspondant,  se  trouve  remplacéee  parle 
tabh'au  compliqué  d'une  série  infinie  de  cercles  concen- 
triques coupés  par  une  droite  assujettie  à  tourner  autour 
d'un  point  fixe.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  concevoir  à 
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/jf'iori  quelle  doit  être,  pour  la  ^éoméli  if  anal\  liijue, 
l'extrême  importance  d'une  propriété  aussi  profondé- 
ment élémentaire,  (|ui,  par  celte  raison,  dnit  se  repro- 
duire à  chaque  inslaiil  t'I  prendre  une  valeur  piogressi- 
vement  croissante  dans  tous  les  travaux  qu«dcon(jiies  de 
cette  nature  (1). 

En  précisant  davantage  la  considération  »jui  dénionlre 
la  supériorité  du  système  de  coordonnées  ordinaire  sur 
loul  autre  quant  à  la  peintuie  des  éijualions,  *n\  jmmiI 
même  se  rendre  compte  de  Tutililé  (jue  présjMile  sous  ce 
rapport  l'usaiic  habituel  d»-  pirndi»'  antant  ijue  pdssihl»' 
les  deux  a.\«'>  perpei)di(ulaii  c^  filtre  fii\  pliitr>l  iju  avec 
aucune  autre  inclinaisiju.  Sous  le  rapp«)rl  Ar  la  repré- 
sentation des  lignes  par  les  équatiofis,  Cfttf  rircons- 
lance  secondaii'e  fi  f si  pas  plus  nnivfrsf llf inenl  conve- 
nahle  (jue  nous  asons  vn  l'èlie  la  natiiic  iiirnie  {\\i 
svslème  ;  |)uis(|ue,  suivant  les  (►ccasions,  tnut»'  anlre 
inclinaison  des  axes  peut  nuM-ilei-  à  cet  é«iard  la  préfé- 
rence. Mais,  sous  le  point  de  mu-  inverse,  il  est  aisé  de 
voir  (jue  des  axes  rectangulaires  permellenl  ronslam- 
inent  de  [X'indre  le'S  équations  d  luif  inanin  e  plus  simple 
t'I  mènU'  plus  lidide.  Car,  avre  des  axes  «ddiques,   l'es- 

(1;  Devant  ino  horinr  ici  à  la  coiuparaisfui  la  pin-  j^i'iur.ilr.  j.-  un 
point  considéré  plusiunrs  autos  inconvénients  élénu'nlaii»-»*  di-  uioimln* 
iinptti  lance,  mais  cependant  fort  grave»,  que  pK*iieii(e  le  système  de 
coordoiujées   polaires,  roiunn'  de  ne  point  adniettn-  diir  '   'iiin 

péomélrique  pour  le  sif;u«!  du  rayon  recteur,  et  même  da-  _  jhd- 
'inefois  un  point  nnitpie  pour  diverses  !«oliitioiis  dintiiicItM,  d'où  il  ré* 
-iilt»'  que  la  pewitnre  des  équations  y  est  nécrssairement  ini|Mrfaite. 
ouels  que  soient  ces  inconvénient»»,  comme  plusieurs  systèmes  autre* 
(|ue  le  système  reclilif^n»'  ordinaire  pourraient  au»i«i  en  èliv  rinnpU. 
il  ne  fallait  point  tii  tenir  conqite  pour  établir  la  supéri«>rilé  Kén^rale 
de  ce  dernier. 

t4 
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pace  se  trouvant  partagé  par  eux  en  régions  dont  l'iden- 
tité n'est  plus  parfaite,  il  en  résulte  que,  si  le  lieu  géo- 
métrique de  Téquation  s'étend  à  la  fois  dans  toutes  ces 
régions,  il  y  présentera,  à  raison  de  la  seule  inégalité 
des  angles,  des  différences  de  figure  qui,  ne  correspon- 
dant à  aucune  diversité  analytique,  altéreront  nécessai- 
rement Fexactitude  rigoureuse  du  tableau,  en  se  mêlant 
aux  résultats  propres  des  comparaisons  algébriques. 
Par  exemple,  une  équation  comme  x"^  -\-  y  ^  z=  c\  qui, 
par  sa  symétrie  parfaite,  devrait  donner  évidemment 
une  courbe  composée  de  quatre  quarts  identiques,  sera 
représentée,  au  contraire,  en  prenant  des  axes  non  rec- 
tangulaires, par  un  lieu  géométrique  dont  les  quatre 
parties  seront  inégales.  On  voit  que  le  seul  moyen  d'é- 
viter toute  disconvenance  de  ce  genre  est  de  supposer  J 
droit  l'angle  des  deux  axes.  1 

La  discussion  précédente  établit  clairement  que,  si, 
sous  l'un  des  deux  points  de  vue  fondamentaux  conti- 
nuellement combinés  en  géométrie  analytique ,  le  sys- 
tème des  coordonnées  rectilignes  proprement  dit  n'a  au- 
cune supériorité  constante  sur  tout  autre;  comme  il 
n'est  pas  non  plus  à  cet  égard  constamment  inférieur,  sa 
plus  grande  aptitude  nécessaire  et  absolue  à  la  peinture 
des  é({uations  doit  lui  faire  généralement  accorder  la 
préférence,  quoiqu'il  puisse  évidemment  arriver,  dans 
quelques  cas  particuliers,  que  le  besoin  de  simplifier  les 
équations  et  de  les  obtenir  plus  aisément  détermine  les 
géomètres  à  adopter  un  système  moins  parfait.  C'est,  en 
effet,  d'après  le  système  rectiligne,  que  sont  ordinaire- 
ment  construites   les  théories  les   plus  essentielles  de 
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g-éométrie  général»',  dostinéi's  ji  oxprinior  analvtiijiK*- 
niont  les  phénomènes  géoniélricjues  les  plus  importants. 
Quand  on  juge  nécessaire  d'»'!!  choisir  un  autre,  c'est 
presque  toujours  le  système  polaire  auquel  on  s'arrête, 
ce  système  étant  d'une  nature  assez  opposée  à  celle  du 
système  rectiligne  pour  (ju»»  l«'s  équations  tr(q»  r<unpli- 
quées  i«dativem<'nt  à  celui-ci  deviennent ,  «mi  général, 
suffisamment  simj»les  |»ar  rap[M)il  à  l'aulr»».  Les  coor- 
données polaires  <uit  d'ailleurs  souvent  l'avantage  de 
comporter  une  signification  concrète  plus  directe  et  plus 
natuielle,  comme  il  arrive  en  mécainque  pour  les  «pies- 
lions  géométriques  auxquelles  donne  lieu  la  lln-mi»* 
des  mouvements  de  rotation,  «-l  dan^  presque  Imh-  !»•*; 
cas  de  géométrie  céleste. 

Afin  de  simplifier  l'exposition,  nous  n'avtuis  jusqu'iri 
r(»n>id(''i«'  la  enneeplion  fnndanieiitale  de  la  L'ennii'lrieana- 
lvtiijuecjue  rcdativenienl  aux  seules  courbes  jdanes,  dont 
I  t'Iude  générale  avait  él(''  Tnlq»'!  unique  de  la  i:rande  ré- 
iMivation  philosophicjue  op(''i'«''e  pai-  Descaiies.  il  s'agit 
maintenant,  poui-  conqdé'tei-  «(llr  importante  «'xplira- 
lion.  de  montrer  sommairement  de  quellr  manière  celle 
pens(M'  élémenlair»'  a  •'(«•  «'lendue.  «'n\iron  un  siècle 
apii's,  par  notre  illustie  (llairaul,  à  l'élude  générale  des 
sui'faces  «'t  des  c«uirl)es  à  d<uihle  C(Uirhure.  Les  considé- 
r;iti<uis  indiqu«''es  ci-dessus  me  permettront  de  me  horin?r 
à  ce  sujet  à  l'examen  rapide  <le  ce  qui  est  strictement 
propre  à  ce  inuiveau  cas. 

L'enlii'ie  d«'terminali(»n  analytique  d'un  point  dans 
r<»s[)ace  exige  évidennneni  «ju'on  assigne  les  valeurs  de 
trois  coordniiné.'s:    par  exenqde.   d'apri'S  le  »ivslème  le 
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plus  fréquemment  adopté  et  qui  correspond  au  système 
rectiligne  de  la  géométrie  plane ,  des  distances  de  ce 
point  à  trois  plans  fixes,  ordinairement  perpendiculaires 
entre  eux,  ce  qui  présente  le  point  comme  l'intersection 
de  trois  plans  dont  la  direction  est  invariable.  On  pour- 
rait également  employer  les  distances  du  point  mobile  à 
trois  points  fixes,  ce  qui  le  déterminerait  par  la  ren- 
contre de  trois  spbères  à  centre  constant.  De  même,  la 
position  d'un  point  serait  définie  en  donnant  sa  distance 
plus  ou  moins  grande  à  un  point  fixe,  et  la  direction  de 
cette  distance,  au  moyen  des  deux  angles  que  fait  cette 
droite  avec  deux  axes  invariables;  c'est  le  système yjo- 
laire  propre  à  la  géométrie  à  trois  dimensions  ;  le  point 
est  alors  construit  par  l'intersection  d'une  sphère  à 
centre  constant  avec  deux  cônes  droits  à  base  circu-  ]à 
laire  dont  les  axes  et  le  sommet  commun  ne  changent 
pas.  En  un  mot,  il  y  a  évidemment,  dans  ce  cas,  au 
moins  la  même  variété  infinie  entre  les  divers  systèmes 
possibles  de  coordonnées  que  nous  avons  déjà  observée 
pour  la  géométrie  à  deux  dimensions.  En  général ,  il 
faut  concevoir  un  point  comme  toujours  déterminé  par 
l'intersection  de  trois  surfaces  quelconques,  ainsi  qu'il 
l'était  auparavant  par  celle  de  deux  lignes  ;  chacune 
de  ces  trois  surfaces  a  pareillement  toutes  ses  condi- 
tions de  détermination  constantes  ,  excepté  une ,  qui 
donne  lieu  à  la  coordonnée  correspondante,  dont  l'in- 
fluence géométrique  propre  est  ainsi  d'astreindre  le  point 
à  être  situé  sur  cette  surface. 

Cela   posé,  il   est  clair  que  si  les   trois  coordonnées 
d'un  point  sont  entièrement  indépendantes  entre  elles, 
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ce  point  pourra  prendro  siircessivcnitnl  dans  l'osparo 
toutes  les  positions  possibles.  Mais,  si  l»*  point  est  assu- 
jetti à  rester  sur  une  rertairif  surfaer,  définie  d'une 
manière  qu«'lconque,  alors  deux  coordoruiées  suffis»»nt 
évidemment  pour  déterminer  à  chaque  instant  sa  situa- 
tion, puisque  la  surface  proposée  tiiMidra  li<Mi  dr  la  con- 
dition imposée  par  la  troisième  coordonnée.  On  doit 
donc  concevoir  nécessairement  dans  ce  cas,  sous  le 
point  de  vue  analytique,  cette  dernière  coorrloiuiée  comme 
une  fonction  déterminée  des  diiix  autres,  celles-ci  demeu- 
rant entre  elles  complètement  indépendantes.  Ainsi,  il  y 
aura  entre  les  trois  coordonnées  variables  une  certaine 
équation  permanente,  et  (pii  sera  uni(jue  afin  de  corres- 
pondre au  de^ré  précis  d'indélermination  de  la  position 
du  point,  dette  équation,  jtlus  <>n  moins  facile  à  dé'cou- 
vrii",  mais  toujours  possible,  sera  la  (b'-finilion  analyti- 
que de  la  surface  proposée,  puisqu'ell»'  devra  *»e  vérifier 
pour  tous  les  points  «le  cette  surface,  «-t  seuleuH-nt  pour 
eux.  Si  la  surface  vient  à  éprouver  nn  changement  quel- 
compie,  même  nn  simple  d(''plact'ni.'!il .  r<'fjnalioîi  devra 
-nhii-  nne  modification  coiropoinlanif  |ilii-  nn  moins 
profonde.  Kn  un  mot.  Inn^  le<  pln'nomrnc- i^.'oinétri- 
(jnes  «pndconqnes  lelatils  an\  ^ni'faces  seront  suscepti- 
ble^ d'éli'e  tiadnit<  par  ci'rlaines  ccmditions  analytiques 
ecpiivalentes  piopres  aux  «'«jualions  à  trois  variable»»,  et 
<  r-i  dan-  IT'tablissement  et  rinlnpivlation  t\r  celh» 
harmonie  générale  et  nécessaire  que  consistera  essen- 
tiellement la  science  de  la  iréométrie  anals tique  ii  trois 

dimensions. 

Considérant    ensuite  (ette    ct)nceplion    fondamentab' 
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SOUS  le  point  de  vue  inverse,  on  voit  de  la  même  ma- 
nière que  toute  équation  à  trois  variables  peut  être,  en 
général,  représentée  géométriquement  par  une  surface 
déterminée,  primitivement  définie  d'après  la  propriété 
très  caractéristique ,  que  les  coordonnées  de  tous  ses 
points  conservent  toujours  entre  elles  la  relation  énon- 
cée dans  cette  équation.  Ce  lieu  géométrique  changera 
évidemment,  pour  la  même  équation,  suivant  le  système 
de  coordonnées  qui  servira  à  la  construction  de  ce  ta- 
bleau. En  adoptant,  par  exemple,  le  système  rectiligne, 
il  est  clair  que  dans  l'équation  entre  les  trois  variables 
X,  y  y  z,  chaque  valeur  particulière  attribuée  à  z  don- 
nera une  équation  entre  ^  et  y,  dont  le  lieu  géométrique 
sera  une  certaine  ligne  située  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  des  .ry,  et  à  une  distance  de  ce  dernier  égale  à  la 
valeur  de  2,  de  telle  sorte  que  le  lieu  géométrique  total 
se  présentera  comme  composé  d'une  suite  infinie  de 
lignes  superposées  dans  une  série  de  plans  parallèles, 
sauf  les  interruptions  qui  pourront  exister^  et  formera, 
par  conséquent,  une  véritable  surface.  Il  en  serait  de 
même  en  considérant  tout  autre  système  de  coordon- 
nées, quoique  la  construction  géométrique  de  l'équa- 
tion devînt  plus  difficile  à  suivre. 

Telle  est  la  conception  élémentaire,  complément  de 
l'idée-mère  de  Descartes,  sur  laquelle  est  fondée  la  géo- 
métrie générale  relativement  aux  surfaces.  Il  serait  inu- 
tile de  reprendre  directement  ici  les  autres  considéra- 
lions  indiquées  ci-dessus  par  rapport  aux  lignes,  et  que 
chacun  peut  aisément  étendre  aux  surfaces,  soit  pour 
montrer  que  toute  définition  d'une  surface  par  un  mode 
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quelconque  de  génëralion  esl  réellenuMit  une  «'«quali»»!! 
directe  de  cette  surface  dans  un  rr-rtain  s\  sli-in»'  de  coor- 
données, soit  pour  dé^M-niincr  iMiln'  tons  les  divers  sys- 
tèmes de  coordonnées  possililes  quel  esl  généralement 
le  plus  convenabl»'.  J'ajouterai  seulement,  sous  cr  der- 
nier rapport,  (jue  la  su[)ériorité  nécessaire  du  système 
rectiligne  ordinaire,  quant  à  la  peinture  d«'s  éfpialions, 
est  évidemment  encore  plus  pmfioncée  dans  la  géomé- 
trie analytique  à  trois  dimensions  que  dans  celle  à  deux, 
à  cause  delà  complication  gé(Mnétri«ju«'  inconiparahle- 
nient  plus  granrle  (jui  résulterait  alois  du  clmix  d»-  tout 
autre  système,  ainsi  «ju'ofi  peut  Ir  véiifitM*  de  la  manière 
la  plus  sensihlr  en  consid(Manl,  par  opposition,  le  sys- 
tème polaire  en  particulier,  (pil  rsl,  pour  1rs  surfaces 
comme  pour  les  courlx'S,  <'t  m  scrlu  d»-  nx'iin's  motifs, 
h'  j)lns  usité  après  le  système  rectiligne  prnprement  dit. 
Afin  de  compléter  l'exposition  général»'  de  la  concep- 
li(tn  fondamentale  relative  à  l'étude  analytiipie  des  sur- 
faces, rions  aurons  encore  à  exaininei|diilos<q)|iiquement, 
dans  la  quatorzième  lecnu.  un  (leiiiiei-  pn-feeliorniennMil 
de  la  plus  li.iule  iinpnil.iiiee,  que  Mnui;»'  a  reeemment 
introduit  dans  les  éléments  mêmes  de  retle  théorie,  pour 
la  elassificMliou  des  surfaces  en  familles  naturelles,  éla- 
Idies  d'apri's  le  ino<|e  de  génération,  et  exprimées  algé- 
Iniquemenl  par  de-  équations  différentielles  connnunes 
on  par  des  é(piations  finies  rontenant  des  fondions  arhi- 

liaires. 

('considérons  maintenant  le  dernier  point  de  vue  élé- 
mentaire de  la  géométrie  analytique  à  trois  «jimension». 
celui  ([ui  se  rapporte  .'i  la  représentation  algéhricpie  des 
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courbes,  envisagées  dans  l'espace  de  la  manière  la  plus 
générale.  En  continuant  à  suivre  le  principe  constam- 
ment  employé  ci-dessus,  celui   du  degré  d'indétermi- 
nation  du  lieu   géométrique,   correspondant  au  degré 
d'indépendance  des  variables,  il  est  évident,  en  thèse 
générale,  que,  lorsqu'un  point  doit  être  situé  sur  une 
certaine  courbe  quelconque,  une  seule  coordonnée  suffit 
pour  achever  de  déterminer  entièrement  sa  position  par 
l'intersection  de  cette  courbe  avec  la  surface  qui  résulte 
de  cette  coordonnée.  Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  autres 
coordonnées  du  point  doivent  être  conçues  comme  des 
fonctions  nécessairement  déterminées  et  distinctes  de  la 
première.  Par  conséquent,  toute  ligne,  considérée  dans 
l'espace,  est  donc  représentée  analytiquement,  non  plus 
par  une  seule  équation,  mais  par  le  système  de  deux 
équations  entre  les  trois  coordonnées  de  l'un  quelconque 
de  ses  points.  Il  est  clair,  en  effet,  d'un  autre  côté,  que 
chacune  de  ces  équations,  envisagée  séparément,  expri- 
mant une  certaine  surface,  leur  ensemble  présente  la  J 
ligue  proposée  comme  l'intersection  de  deux  surfaces 
déterminées.  Telle  est  la  manière  la  plus  générale  de 
concevoir  la  représentation  algébrique  d'une  ligne  dans 
la  géométrie  analytique  à  trois  dimensions.  Cette  con- 
ception est  ordinairement  envisagée  d'une  manière  trop 
étroite,  lorsqu'on  se  borne  à  considérer  une  ligne  comme 
déterminée  par  le  système  de  ses  deux  projections  sur 
deux  ries  plans  coordonnés,  système  caractérisé  analy- 
tiquement par  cette  particularité  que  chacune  des  deux  i 
équations  de  la  ligne   ne  contient  alors  que  deux  des 
trois  coordonnées,  au  lieu  de  renfermer  simultanément 
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les  trois  variablos.  Cette  roiisi(l«''ralioii,  ijui  ronsisl<'  à 
regarder  la  ligne  cumme  ririlerseelion  dr  (|»'iix  surfaces 
cylindriques  parallèles  à  deux  des  tnds  axes  des  coor- 
données, outn;  rinconvéïiiciil  «rrtif  hnrnér'  au  syslènio 
recliligne  ordinaire,  a  le  délaul,  lurscjunn  ernil  devoir 
s'y  réduire  slriclement,  d'inlroduir»*  des  difficultés  inu- 
liles  dans  la  représentation  analv(i«|u«'  d«'s  lignes,  puis- 
«jue  la  combinaison  de  ces  deux  cylindres  n»»  saurait  être 
évidemment  toujours  la  pins  convriiahle  pour  former  les 
équations  d'une  ligne.    Ainsi,  envisageant  celte  notion 
fondamentale  dans  son  mlii're  généralité,  il  faudra,  dans 
clia<|ue  cas,  parmi  l'infinité  de  couples  de  surfaces  dont 
lintersection  |>onrrail  itindiijic  l.iroui'he  proposée,  choisir 
celui  (jui  se  prêtera  le  iniriix  à  r«''lal)lissenienl  îles  iMjua- 
tions,  comme  se  composant  des  surfaces  les  [)lus  connues. 
Viw  exemple,    s'agit-il    (Texprimer  analyliquement    un 
(t'irle  dans  l'espace,  il  sera  (''\  idcinnn'iil  préférable  di*  le 
considérer   comnn'  rintcrseclioii    d'uie-    sphère  et    «l'un 
plan,  plutôt  «pie  suivant  tonte  autre  combinaison  de  sm- 
faees  «pii  pouirait  également  !«■  proiluire. 

A  la  vérité,  celle  manière  de  ronervoir  la  représenta- 
tion des  lignes  par  des  éjpialions  dans  la  géométrie  aiia- 
lyti(|ue  à  trois  dimensions  eii^cndn',  par  sa  nature,  un 
ineoiivjMiit'iil  neeessaire,  celui  d'une  certaine  confusion 
inaUtifjue,  consistant  en  ci-  «pu-  la  nn-mr  li-ne  prul  se 
Il  oiivei- ainsi  exprimée,  avee  un  même  système  tie  coor- 
données, pai  une  infinité  dr  couples  d'équations  diffé- 
rents, vu  l'infiniti'  de  roupies  de  surfaces  qui  peuvent  la 
fonn.r  .  (  e  (pii  jM'Mt  |.iésenter  quelques  difficultés  pour 
recomiaîlr»'  eettr  li-ne  a  travers  tous  le.s  do^ui.semi-nls 
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algébriques  dont  elle  est  susceptible.  Mais  il  existe  un 
procédé  général  fort  simple  pour  faire  disparaître  cet 
inconvénient,  sans  (1)  se  priver  des  facilités  qui  résultent 
de  celle  variété  de  constructions  géométriques.  Il  suffit,  en 
effet,  quel  que  soit  le  système  analytique  établi  primiti- 
vement pour  une  certaine  ligne,  de  pouvoir  en  déduire 
le  système  correspondant  à  un  couple  unique  de  surfaces 
uniformément  engendrées,  par  exemple,  à  celui  des  deux 
surfaces  cylindriques  qui  projettent  la  ligne  proposée 
sur  deux  des  plans  coordonnés,  surfaces  qui,  évidem-  j 
ment,  seront  toujours  identiques  de  quelque  manière  que  1 
la  ligne  ait  été  obtenue,  et  ne  varieront  que  lorsque  cette 
ligne  elle-même  changera.  Or,  en  choisissant  ce  système 
fixe,  qui  est  effectivement  le  plus  simple,  on  pourra  géné- 
ralement déduire  des  équations  primitives  celles  qui  leur 
correspondent  dans  cette  construction  spéciale,  en  les 
transformant,  par  deux  éliminations  successives,  en  deux 
équations  ne  contenant  chacune  que  deux  des  coor-  f 
données  variables,  et  qui  conviendront  par  cela  seul 
aux  deux  surfaces  de  projection.  Telle  est  réellement  la 
principale  destination  de  cette  sorte  de  combinaison  géo- 
métrique, qui  nous  offre  ainsi  un  moyen  invariable  et 
certain  de  reconnaître  l'identité  des  lignes  malgré  la  di-^ 
versilé  quelquefois  très  grande  de  leurs  équations. 

Après  avoir  considéré,  dans  son  ensemble^  la  concep- 
tion fondamentale  de  la  géométrie  analytique  sous  les 
principaux  aspects  élémentaires  qu'elle  peut  présenter,  il 
convient,  pour  compléter,  sous  le  rapporl  philosophique, 

(Ij  Le  mot  sans  n'existe  pas  dans  la  U^  édition  [Note  des  éditeurs) 


MATHÉMATIQUK  37J» 

une  telle  esquisse,  de  sigiialrr  iri  1rs  iinj)(  rrcrlions 
générales  que  préseiih'  «'iHiHr  cclh-  muceptioii,  snil  n*- 
lativemenl  à  la  géomélrie,  snil  relaliv.nn'iil  à  l'analyse. 

Relativement  à  la  géométrie,  il  faut  n-marqurr  que 
les  équations  ne  sont  j)n»pre.s  jusqu'iri  cpTà  n'présfnter 
«les  lieux  géométriques  <'Fitierset  nullement  des  portions 
déterminées  de  ees  lieux  gérmiétiiques.  Il  s«*rail  ««'pen- 
dant nécessaire,  dans  plusieurs  ein'onstanci's.  dt-  pou- 
voir exprimer  analytiijurnicril  ime  partie  de  ligin'  nu  d«> 
surface,  et  mèm«'  iiiir  lign«;  ou  un»'  suifajc  Ji.s( nntinnr 
composée  d'une  suite  •!«'  sccliniis  a|>part«'nant  à  «les  fi- 
gures géométriipies  «lislinch's,  par  exenqdr  le  c«>ntour 
d  un  polvgon<'  <»u  la  sui'fac»'  d  un  pnKi-dn'.  La  tlu'rmo- 
logie  surtout  donne  lieu  fréipu'nuuj'nl  à  d«'  snuldaldes 
considérations,  auxquelles  rmlir  L:»'niné(ri«'  anal\liipi<> 
actuelle  se  Imuve  nécessaireiiirnl  ina|qdi«-alde.  Néan- 
moins, il  importe  «l'observer  (pu-,  dan>  ««'s  d«'riii«*rs 
l<-*mps,  les  travaux  «le  M.  Foiuier  siii-  l«'s  f«»n«lions  «lis- 
«onfinues  oui  «'(mniu'iie*''  à  l'eiujdir  erlle  gran<le  lacun«» 
ri  nul.  parla,  diiecleineiil  iiilrndiiil  un  imnveau  p«M-fec- 
lionnem«'nl  esseiiliel  dan^  la  cnncfitlinii  Innilarm-nlalc 
de  Descartes.  Mais  «elle  niaiiii'ir  de  n'pr«'s«'nl«'r  «les 
formes  liétér«>gèn«'S  «»u  parti«dl«'s,  «'tant  f«ui«lé«'  sur  l'j'm- 
plni  de  séries  trigniiniMf'Irupu's  |»r«M'é«lant  s«'|on  le.s  sunis 
d'une  suit»'  ififini»'  »rar«>  iuul(ipl»'S.  «mi  sur  l'usagi*  de 
ccrtaiiu's  inlégral«'S  «léfini«'S  é»piival«'nt«'S  ù  ces  Héri«s  el 
dniil  rinlégrah'  général«M'sl  ign«ué«',  présiuile  enc«ue  trop 
d»'  c»uiq)licati»ui  |>nur  |»nu\(Mr  élr«'  immé«Iial»'m«'nl  iiilro- 
duil«'  «lans  le  svsti'in»'  prnpr.'  »l«'  la  gé«unétri«'  analyli«iuc. 

UelativcmenI  à  lanaUse,  il  faul  »»»nmi«'ncer  par  room- 
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naître  que  rimpossibilité  où  nous  sommes  de  concevoir 
géométriquement  pour  des  équations  contenant  quatre, 
cinq  variables  ou  un  plus  grand  nombre,  une  représen- 
tation analogue  à  celles  que  comportent  toutes  les  équa- 
tions à  deux  ou  à  trois  variables,  ne  doit  pas  être  envi- 
sagée comme  une  imperfection  de  notre  système  de 
géométrie  analytique,  car  elle  tient  évidemment  à  la 
nature  même  du  sujet.  L'analyse  étant  nécessairement 
plus  générale  que  la  géométrie,  puisqu'elle  est  relative 
à  tous  les  phénomènes  possibles,  il  serait  peu  philoso- 
phique de  vouloir  constamment  trouver  parmi  les  seuls 
phénomènes  géométriques  une  représentation  concrète 
de  toutes  les  lois  que  l'analyse  peut  exprimer.  Mais  il 
existe  une  autre  imperfection  de  moindre  importance 
qu'on  doit  réellement  envisager  comme  provenant  de  la  J 
manière  même  dont  nous  concevons  la  géométrie  ana-  I 
ly tique.  Elle  consiste  en  ce  que  notre  représentation  ac- 
tuelle des  équations  à  deux  ou  à  trois  variables  par  des 
lignes  ou  des  surfaces  est  évidemment  toujours  plus  ou 
moins  incomplète,  puisque,  dans  la  construction  du  lieu  m 
géométrique,  nous  n'avons  égard  qu'aux  solutions  r^>//^.s 
fies  équations,  sans  tenir  aucun  compte  des  solutions 
imaginaires.  La  marche  générale  de  ces  dernières  serait 
cependant,  par  sa  nature,  tout  aussi  susceptible  que  celle 
(les  autres  d'une  peinture  géométrique.  Il  résulte  de  cette 
omission  que  le  tableau  graphique  de  l'équation  est 
constamment  imparfait,  et  quelquefois  même  au  point 
qu'il  n'y  a  plus  fie  représentation  géométrique,  lorsque' 
l'équation  n'admet  que  des  solutions  imaginaires.  Ce- 
peuflant,  môme  dans  ce  dernier  cas,  il  y  aurait  évidem- 
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niciil  lieu  tic  «lishnguer  sou<  le  ra|>|wjrl  géunn''tii(jii.'  Mrs 
équations  aussi  différiMitcs  t>ii  cllo-iiiAnn's  (|iif  rfll»'-ri, 
j)ar  oxomplo  : 

On  sait  de  plus  i[ue  ci'tlc  ini|M'rtVHti()n  prinripal»*  en- 
traîne souvent,  dans  la  géométrie  analytique  à  deux  ou  a 
trois  dimensions,  une  foule  d'inconvénients  secondaires, 
tenant  à  ce  «jnc»  j)lnsi«;uis  mndificatinns  analvliqurs  sc 
trouNcnt  in'  coricsijoiidi»'  à  aucim  pln''ii(unène  geomé- 
tri(|ue. 

In  de  ]\n>  plus  i;i'ands  géniiii'tiM's  actuels,  M .  PninsnI. 
a  présenté  une  considérai inii  liés  iFigénieuse  et  fort 
simple,  à  laijuellc  ou  n'a  pas  lait  comnmnémeFil  assez 
d'attention,  cl  (|ui  pcinirl.  Imsipic  Ic^  ('(jnatioris  sont 
peu  compli(juées.  de  concevcdi  la  icpii-snilatiuri  gra- 
piii(|iic  des  stdutions  imaginaires,  en  se  lioriiant  à 
jx'iiuliT  leurs  rapports  (piaiid  iU  >>onl  r<''tds(l).  Mais 
cette  considéialioii.  qu'il  serait  aisé  de  généraliser  abs- 
traitement, est  jus(ju  ici  li(»p  peu  susceptible  d'éhe  ef- 
fectivement emj)lo\('e,  à  cause  de  IT'tal  exlrciue  d'im- 
perfectiou  où  se  trouve  ««ucore  la  i«''S(dution  al^iduique 
des  écjualions,  et  d On  il  résulte,  ou  «pie  la  fniui»'  des 
racines  imaginaires  est  le  plu<^  souvent  ii.'^noréc.  ou 
(pi'elle  pi-('*sente  une  trop  ijrande  c(Mnplicali"ii     .n  -(.il.- 


l)  M.  PoiiîPot  a  iiioiitiv.  par  «'Xt'iiii»!»'.  «iaiis  son  i-xi .  Ili  ni  U 
ranalf/sr  des  seclions  anyulairrs,  qiiL-  l'rqualioii   /'  -f   y*   f  " 
iiairrmeiil  écartée  «ouiiii»'  n'ayaiil  iki*  de  lieu  K^uuiétriqup.  priil  dire 
ivpn-seiilé.'  «le  la    iiiaiii«r.'  la  pliM  Hiiipl.-  «t   la   |»lu*  iieUf.   pnr  une 
hyperbole  ('qiiilalère,  qui   leiuplll  a  sou  <i.'.«r.l   !••  iii.'in.-  ortie.-  «pie  l.» 
cercle  pour  rcqualiou  x'  -f-  y*  —  a*^o. 
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que  de  nouveaux  travaux  sont  indispensables  à  cet 
égard,  avant  qu'on  puisse  regarder  comme  comblée 
cette  lacune  essentielle  de  notre  géométrie  analytique. 
L'exposition  philosophique  essayée  dans  cette  leçon 
de  la  conception  fondamentale  de  la  géométrie  analy- 
tique nous  montre  clairement  que  cette  science  consiste 
essentiellement  à  déterminer  quelle  est,  en  général, 
l'expression  analytique  de  tel  ou  tel  phénomène  géomé- 
trique propre  aux  lignes  ou  aux  surfaces,  et  récipro- 
quement à  découvrir  l'interprétation  géométrique  de 
telle  ou  telle  considération  analytique.  Nous  avons  main- 
tenant à  examiner,  en  nous  bornant  aux  questions  gêné 
raies  les  plus  importantes,  comment  les  géomètres  sont 
parvenus  à  établir  effectivement  cette  belle  harmonie, 
et  à  imprimer  ainsi  à  la  science  géométrique,  envisagée 
dans  son  ensemble  total,  le  caractère  parfait  de  rationa- 
lité et  de  simplicité  qu'elle  présente  aujourd'hui  si  émi- 
nemment. Tel  sera  l'objet  essentiel  des  deux  leçons 
suivantes,  l'une  consacrée  à  l'étude  générale  des  lignes, 
et  l'autre  à  l'étude  générale  des  surfaces. 
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THKIZIKMK    LEÇON 

Ur  lu  n^eunictrie  générale  h  fleii\  dliueiii»loiiM. 

D'après  la  niarclu'  IiahllucllrnuMil  a«lof»t(''«'  jusqu'à  ce 
jour  pour  l'exposition  dr  la  science  géoinélri<pi«'.  Iail«*s- 
tination  vraiment  essnitirlle  d»*  la  i:é(un«''lri<'  aiiaU  IIjjui' 
n'est  encore  sentie  que  d Une  niaFiii're  foit  inipai-faite. 
ijui  ne  correspoinl  nulleinenl  à  ropiiiion  que  s'rfi  fnr- 
nuMit  les  veiital)l<*s  ^éoinèlics.  (lej)uis  que  rextensioii 
«les  conceptions  analytiques  à  la  mécanique  ralinnnelle 
a  permis  <le  s'élever  à  (juelipies  idi'es  L'é*néi*ales  sur  la 
philosophie'  inalliemali(pi«-.  La  rtAniiilinM  Inuijanirniah- 
opérée  pai*  la  irraiule  jiensc'i'  de  Deseartrs  n'esl  point 
encore  diyni'menl  appréciée  daii>  noli»'  eduration  ma- 
thémati<]ue,  même  la  |dus  hauhr.  A  la  manière  doiil  «die 
''sl  (ndinaiiemeiil  présentée  et  surlnul  mqdoyée,  celle 
admirahie  mélhnde  ne>emhlerail  d'ahnrd  n'av(»inra!ilre 
hui  réel  (\\w  de  simpliliei  l'elud»'  des  sections  enniques 
nu  de  quehpu'S  autres  murhes,  «-onsidérées  l(»iijnurs 
une  a  une  suivant  remplit  de  la  ^M'omélrie  ancienne,  ce 
qui  serait  sans  doule  de  InrI  peu  d'importance.  On  n'a 
jwunt  em-ore  conveiialdemeiil  smli  que  le  véritahh' ca- 
racli're  dislinrlit   d.-  nnire    ;;éomelrie  mniK-rne,    Cf  i|ui 
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constitue  son  incontestable  supériorité,  consiste  à  étu- 
dier, d'une  manière  entièrement  générale,  les  diverses 
questions  relatives  à  des  lignes  ou  à  des  surfaces  quel- 
conques, en  transformant  les  considérations  et  les  rc-  | 
cherches  géométriques  en  considérations  et  en  recher- 
ches analytiques.  Il  est  remarquable  que  dans  les  éta- 
blissements, même  les  plus  justement  célèbres,  consa- 
crés à  la  haute  instruction  mathématique,  on  n'ait  point 
institué  de  cours  vraiment  dogmatique  de  géométrie 
générale,  conçu  d'une  manière  à  la  fois  distincte  et  com- 
plète (1).  Cependant  une  telle  étude  est  la  plus  propre  à  1 
manifester  clairement  le  vrai  caractère  philosophique  ' 
de  la  science  mathématique,  en  démontrant  avec  une 
netteté  parfaite  l'organisation  générale  de  la  relation  de 
l'abstrait  au  concret  dans  la  théorie  mathématique  d'un 
ordre  quelconque  de  phénomènes  naturels. 

Ces  considérations  indiquent  assez  quelle  peut  être, 
outre  son  extrême  importance  philosopliique,  l'utilité 
spéciale  et  directe  de  l'exposition  à  laquelle  nous  con- 
duit maintenant  le  plan  de  cet  ouvrage.  Il  s'agit  donc, 
en  partant  de  la  conception  fondamentale  expliquée  dans 
la  leçon    précédente,   relativement  à  la  représentation 


(1)  La  profonde  médiocrité  qu'on  observe  géuéralement  ù  cet  égard, 
surtout  dans  l'enseignement  de  la  partie  élémentaire  des  mathématiques, 
quoique  deux  siècles  se  soient  écoulés  déjà  depuis  la  publication  de  la 
Oéonictrii:  de  Descartes,  montre  combien  notre  éducation  mathématique 
ordinaire  est  encore,  loin  de  correspondre  au  véritable  état  de  la  science  ; 
ce  qui  tient  sans  doute,  en  grande  partie,  on  ne  doit  pas  se  le  dissimuler, 
à  l'extrême  infériorité  de  la  plupart  des  personnes  auxquelles  on  confie 
un  enseignement  aussi  important,  sur  la  haute  direction  duquel  les  véri- 
tables chefs  de  la  science  ne  sont  d  ailleurs  admis  à  exercer  aucune 
influence  régulière  et  permanente. 
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analytique  des  formos  géomtHriques,  (roxaminer  com- 
ment les  géomètres  sont  parvenus  à  réduir»'  toutes  les 
questions  de  géométrie  générale   à  de  pures  questions 
d'analyse,  en  déterminant  les  lois  analytiques  d.-  tous 
les  phénomènes  géométriques,  c'est-à-dire  les  motiifira- 
tions  algébricjues  qui  leur  correspondent  dans  les  équa- 
tions des  lignes  et  des  surfaces.  Je  ne  m'occuperai  d'a- 
bord   que   des  courbes,    et    niémr  (b's  courbes   plani'S, 
réservant  pour  la  leçon    suivanh*  l'élude  générale  des 
surfaces  et  des  courbes  à  double  courbure.  L'esprit   d«' 
cet  ouvrage  prescrit  d'ailleurs  de  s«'  bornrr  ;i  r«?xamen 
philosophique  des  questions  géiiérab's  b'>  plus  impor- 
tantes, et  surtout  d'écartertoute  apjtlicatioii  à  d»'s  formes 
particulières.  Le  but  essentiel  (jur  \n)u^  devons  av«»ir  «mi 
vue  ici,  est  seulement  de  constater  avec  précision  com- 
riiciil  la  conception  fondamentale  de  Descartes  a  établi 
le   svstème  général   de  la  science  géométrique  sur  de» 
bases  rationnelles  et  définitives.  l'oute  autre  «Hude  len- 
hei.iil  dans  un  traité  spécial  de  géométrie  ;  mais,  (juanl 
à  celle-ci,  elle  est  indispensable  pour  lobjel  que  nous 
nous  juoposons.  Ou  peut  sans  doute  concevoir  à  priori, 
comme  je   Tai   indiijui'   dau^  la  leciu»   |trécédenle.  que. 
une   fois  le    sujet   des  n*cherches   géométriques  nq»ré- 
senté  analvtiquement,  tousles  «rr/VZ/vz/N  ou  phénomènes 
(|uelcon<iues  dont  il  est  susceptible  doivent  comporter 
nécessairemeiil  une  inteiprélatioii  senddable.  .Mais  il  est 
clair  (|u'une  telle  cnusideial  ion    ne   dispense  nullement, 
mènu'  sous  le  simple  rapport  philosophique,  «rétuilier 
l'organisation  effective  de  cette  liirmonii»géiiéraleonlre 
la  L'^éfmiétrie  et   I  ariaUse.  dont  un  ne  se  formerait  saiiH 
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cela  qu'une  idée  vague  et  confuse,  entièrement  insuffi- 
sante. 

La  première  el  la  plus  simple  question  qu'on  puisse 
proposer  relativement  à  une  courbe  quelconque,  c'est 
de  connaître,  d'après  son  équation  (1),  le  nombre  de 
points  nécessaire  à  sa  détermination.  Outre  l'importance 
propre  d'une  notion,  qui  n'est  pas  établie  jusqu'ici  d'une 
manière  assez  rationnelle,  je  crois  devoir  exposer  avec 
quelque  développement  la  solution  générale  de  ce  pro- 
blème élémentaire,  parée  qu'elle  me  semble  éminem- 
ment apte,  sous  le  rapport  de  la  méthode,  vu  l'extrême 
simplicité  des  considérations  analytiques  correspon- 
dantes, à  faire  saisir  le  véritable  esprit  de  la  géométrie 
analytique,  c'est-à-dire  la  corrélation  nécessaire  et  con- 
tinue entre  le  point  de  vue  concret  et  le  point  de  vue 
abstrait. 

Pour  résoudre  complètement  cette  question,  il  faut 
distinguer  deux  cas,  suivant  que  la  courbe  proposée  est 
définie  analytiquement  par  son  équation  la  plus  géné- 
rale, c'est-à-dire  convenant  à  toutes  les  positions  de  la 
courbe  relativement  aux  axes,  ou  par  une  équation  par- 
ticulière et  plus  simple,  qui  n'a  lieu  que  dans  une  cer- 
taine situation  de  la  courbe  à  l'égard  des  axes. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évident  que  la  condition, 
de  la  part  de  la  courbe,  de  devoir  passer  par  un  poin 
donné,  équivaut  analytiquement  à  ce  que  les  constante 


(I)  -le  considérerai  toujours,  pour  fixer  les  idées,  moins  d'avertis- 
sement formel,  le  systèiue  de  coordonnées  rectilignes  ordinaire,  soit 
dans  c(;tte  leçon,  soit  dans  la  suivante. 
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arbitraires  quo  renferme  son   équation    g^énérale  con- 
servent entre  elles  la  relation  marquée  par  la  substitu- 
tion   des   coordonnées   particulières    de   ce  point  dans 
cette  équation.  Chaque  point  donné  imposant  :iinsi  à  ces 
constantes  une  certaine  condition  algéhriqu»».  jxmii  qm- 
la  courbe  soit  entièrement  déterminé»*  il  faudra  dune  as- 
signer un  nombre  de  points  égal   au  nombir  des  cons- 
tantes arbitraires  contenues  dans  son  équation.  Ti'll»'  fst 
la   règle   générale.    Il    convimt    repiMidaiil     d'oi)s«'iver 
(ju'rlle  pouriait  iiiduirr  en  cin-ur,  et  indiquer  un  nom- 
bre de  points  troj)  considérable,  si,  dans  i'équatiun  juo- 
posée,  le  nombre   des   termes   distincts  renfermant  les 
constantes  aibitraires  était   nioindi-e   (pie   r.lni    de  ces 
constantes.  aii(|U(d  cas  il  faudiail   evidemmriil   jui:rr  du 
nombre   de   points  nécessaire    a   renliiie  dt'lci minalion 
de  la  courbe,  seulement  pai-  celui  dr  ces  tcimes,  ce  qui 
signifierait  géométii(|iit'iii('iil   (|ii<'  les  constantes  consi- 
dérées pouiiairiit   al(»rs  eprouNcr  certains  changements 
sans  qu'il  en   résultât   aucun  jiour  la  courbe.  Td  sérail, 
pai"  exemple,  le  cas  du  cercle.  >i  ou  le  définissait  cunnuc 
la  c<uirbe  décrite  par  le  somme!  d'im  aiiiil»-  de  ijrandcur 
invariable    (jui   se  iieul  Ai>  manière  à  ce  ipi»-  chacun  ih» 
ses  côtés  passe  tmijours  pai'  un  certain  j)oinl  fixe.  11  faut 
donc,   poui'  [)lus  de    i;én<''ralité,  compter  séparémeiil    le 
iu)ml)re   des  constantes  entrant    dans   l'eipialitui  de  la 
courbe  piopos/'c  et  le  nombre  des  liiines  (|ui  les  conli(*n- 
nenl,  et   detnininrr    comhien   dr  puinls  exige  Tt^ntièru 
spécification  de    la  combe  pai    le  plus  |tetit  de  ces  deu.\ 
ncunbres,  à  moins  (pi'ils  ne  soient  égaux. 

Uuand    une   cmuiIm'   n'r^t   primiliv.ni.  ut    ilrfini.     que 


388  PHILOSOPHIE   POSITIVE 

par  une  équalion  du  genre  de  celles  que  nous  avons  * 
nommées  plus  \\di\\i particulières ^  on  peut^  à  l'aide  d'une 
transformation  invariable  et  fort  simple,  faire  rentrer  ce 
cas  dans  le  précédent,  en  généralisant  convenablement 
l'équation  proposée.  Il  suffit,  pour  cela,  de  rapporter  la 
courbe,  d'après  les  formules  connues,  à  un  nouveau  sys- 
tème d'axes,  dont  la  situation  par  rapport  aux  premiers 
soit  regardée  comme  indéterminée.  Si  cette  transforma- 
tion ne  change  pas  essentiellement  la  composition  ana- 
lytique de  l'équation  primitive  ,  ce  sera  la  preuve  que 
celle-ci  était  déjà  suffisamment  générale;  dans  le  cas 
contraire^  elle  le  sera  devenue,  et  dès  lors  la  question 
se  résoudra  facilement  par  l'application  de  la  règle  pré- 
cédemment établie.  On  peut  même  observer,  pour  sim- 
plifier encore  davantage  cette  solution,  que  cette  géné- 
ralisation de  l'équation  introduira  toujours,  quelle  que 
soit  l'équation  primitive,  trois  nouvelles  constantes  ar- 
bitraires^ savoir  les  deux  coordonnées  de  la  nouvelle 
origine  et  l'inclinaison  des  nouveaux  axes  sur  les  an- 
ciens ;  en  sorte  que,  sans  effectuer  le  calcul,  on  pourra 
connaître  le  nombre  des  constantes  arbitraires  qui  en- 
treraient dans  l'équation  la  plus  générale,  et  par  suite 
en  déduire  directement  le  nombre  de  points  nécessaire  à 
la  détermination  de  la  courbe  proposée,  toutes  les  fois 
du  moins  qu'on  pourra  être  certain  d'avance,  ce  qui  a 
lieu  très  fréquemment,  que  le  nombre  des  termes  qui 
contiendraient  ces  constantes  ne  serait  pas  moindre  que 
celui  des  constantes  elles-mêmes. 

Afin  de  montrer  à  quel  degré  de  facilité  peut  parvenir 
la  solution  générale  de  cette  question,  il  importe  de  re- 
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marquer  quo,  l'opéralion  analytique  prescrite  pour  la 
résoudre  se  réduisant  à  une  simple  énumération,  cette 
énumération  peut  être  faite  avant  même  qu»*  récjuation 
fie  la  courbe  soit  obtenue,  et  d'après  sa  sj-uI»-  définition 
géométrique.  Il  suffit,  en  pff»'t,  d'aruilvser  cettr  défini- 
tion sous  ce  point  de  vue,  en  estimant  combien  de  points 
donnés  ou  de  droites  données  soit  en  longueur,  soit  en 
direction,  ou  de  cercles  donnés,  etr.,  cdle  exige  pour 
l'entière  détermination  d»»  la  courbe  proposée.  Cela 
posé,  on  saura  aussi  d'avance  combien  il  dovra  entrer 
de  constantes  arbitraires  dans  l'équalinn  la  plus  géné- 
rale de  cette  courbe,  en  considérant  que  chaque  point 
fixe  donné  par  la  définition  en  introduira  deux,  chaque 
droite  donnée  également  deux,  chaque  longueur  donnée 
une,  chaque  cercle  entièrement  donné  trois,  etc.  On 
pourra  donc  juger  immédiatement  par  là  du  Fiombre  de 
points  qu'exige  la  détermination  de  la  courbe,  avec  au- 
tant d'exactitud(^  que  si  l'on  avait  sons  los  yeux  son 
équation  générale;  à  cela  près  néanmoins  de  la  restrir- 
lion  indi(|uée  ci-dessus  poiii-  le  cas  (ni  le  iinnd)re  des 
termes  renfermant  les  constantes  arbitraires  serait  in- 
férieni"  à  celui  des  constantes;  restriction  (jiion  pourra 
souvent  recoiiiiailie  comni»^  inajq)licable ,  si  l'analyse 
de  la  fh'finilion  proposée  a  nn»nlré  clairement  «pie  les 
données  qu'elle  prescrit  ne  pourraient  nnllenient  va- 
rier, soit  isolément,  soit  ensemble,  sans  qu'il  en  r«sul- 
tAt  pour  la  courbe  un  changement  quelconque.  Mais. 
lorsqiK^  cette  rrsl  ricl ion  df'\  ra  être  réellement  appliquée, 
cette  considération  \\r  hniniiîa  d'abord  qu'une  limite 
supérieure  du  nombre  clierch»'.  qui  n»'  pourra  être  alors 
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entièrement  connu  qu'en   consultant  effectivement  l'é- 
quation générale. 

J'ai  supposé  jusqu'ici  que  les  points  par  lesquels  on 
veut  déterminer  le  cours  d'une  ligne  fussent  absolument 
quelconques  ;  mais,  pour  compléter  la  méthode,  il  faut 
examiner  le  cas  où  l'on  introduirait  parmi  eux  des  points 
singuliers^  c'est-à-dire  distincts  de  tous  les  autres  par 
une  propriété  caractéristique  quelconque,  comme  ce  que 
l'on  nomme  les  foyers  dans  les  sections    coniques,  les 
sommets,  les  centres,   les  points  à'  in  flexion  ou  rebr  Glis- 
sement, etc.  Ces  points  ayant  tous  pour  caractère  d'être 
uniques,   ou    du    moins    déterminés,    dans  une  même 
courbe,  leurs  deux  coordonnées  sont  donc  chacune  une 
fonction  déterminée,  connue   ou  inconnue,    des  cons- 
tantes  qui  spécifient   exactement  la  courbe   proposée. 
Ainsi,  donner   un  seul  de  ces  points,  c'est  imposer  à 
ces  constantes  arbitraires  deux  conditions  algébriques, 
ce  qui,  par  conséquent,  équivaut  analytiquement  à  don- 
ner deux  points  ordinaires.  La  règle  générale  et  fort 
simple  se  réduit  donc,  à  cet  égard,  à  compter  toujours 
pour  deux  chaque  point  singulier,  par  quelque  propriété 
qu'il  puisse  être  défini  :  à  cela  près,  on  rentrera  dans 
la  loi  établie  ci-dessus. 

Toute  application  spéciale  de  la  théorie  générale  que 
je  viens  d'indiquer  serait  ici  déplacée.  Je  crois  cependant 
utile  de  remarquer,  au  sujet  de  cette  application,  que  le 
nombre  de  points  nécessaires  à  l'entière  détermination 
de  chaque  courbe,  quoique  constituant  une  circonstance 
fort  importante,  n'est  point  aussi  intimement  lié  qu'on  le 
croirait  d'abord,  soit  à  la  nature  analytique  de  l'équation. 
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soit  à  la  forme  géométrique  do  lalig^ue.  Ainsi,  par  exem- 
ple, on  trouve,  d'après  la  méthode  précéd«»iite,  que  la  pa- 
rabole ordinaire,  et  même  les  paraboles  de  tous  les  de- 
grés, la  logarithmique,  lacycloïde,  la  spirale  d'Archi- 
mède,  etc.,  exigent  également  quatre  points  pour  leur 
détermination,  quoiqu'on  n'ait  pu  découvrir  jusqu'ici 
aucune  autre  propriété  commune  entre  des  courbes 
aussi  différentes  sous  le  rapport  analyliqu»'  quo  sous 
le  rapport  géométrique.  Il  est  néanmoins  \  laiscmblable 
que  cette  analogie  ne  doit  pas  être  entiérrnicnt  isolée. 

Je   choisirai,   comme    second    exemple    intéressant, 
[)armi  les  questions  élémentaires  relatives  à  l'étude  gé- 
nérale des  lignes,  la  détermination  (\es  cenirps  dans  uno 
courbe  plane  quelconque.    Le  cararti*re  géométrique  «lu 
centre   d'une   figure  étant,  en  général,  d'être  le  milieu 
de  toutes  les  cordes  (|iii  \  ()assent,  il  en  résulte  évidem- 
nn'Fit  (jue,  si  l'on  \    place  l'origine  du  système  des  coor- 
données rectilignes,  les  points  de  la  fiLiur»'  auront,  deux 
à(h'UX,  pai'  rajijinri  à  une  telle  origine,  di'S  coordonnées 
égales  et  de  signe  conliaire.  (hi  |n'iil  dinie  reconnaître 
immédiatement.    d'a|)ri*s  l'eiiuatinii   d'une  combe  quel- 
con({ue,  si  elle  a  pour  «  riilrt'  Ini  igine  actuelle»  des  co(»r- 
données,    |)nis(|u'il   sutïit    d'examiner  si   celle  équation 
n'est   pniiil  altérée,    en  y   (•hangeani  à  la  f«»is  les  signes 
des  deux  coordoniu*es  variables,  ce  qui  exige,  dans  le 
cas  où  il  n'v  entre  (jur  des  fonctions  algébri«jues,  ration- 
nelles et  rntirres,  que   les  t«'rni(»s  soient  tous  de  degré 
pair  ou  lou>  d«'  deirié  inip.iii'.  ^iii\.iiit  h-  di'ire  de  I  rqua- 
lion.   Cela    posé,  quand    un    tri  chaii;:t'iii»Mil  trouble  I  e- 
quation,  il    l^Mit   di'-placer  l'origine   d'une  manier»' ind.'«- 
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lerminée,  et  chercher  à  disposer  des  deux  constantes 
arbitraires  que  cette  transformation  introduit  dans  l'é- 
quation pour  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  de 
façon  à  ce  que  l'équation  puisse  jouir,  relativement  aux 
nouveaux  axes,  de  la  propriété  précédente.  Si,  par  des 
valeurs  réelles  convenables  des  coordonnées  de  la  nou- 
velle origine,  on  peut  faire  disparaître  tous  les  termes 
qui  empêchaient  l'équation  de  présenter  ce  caractère 
analytique,  la  courbe  aura  un  centre  dont  ces  valeurs 
feront  connaître  la  position  :  dans  le  cas  contraire,  il 
sera  constaté  que  la  courbe  n'a  point  de  centre. 

Parmi  les  questions  de  géométrie  générale  à  deux  di- 
mensions dont  la  solution  complète  ne  dépend  que  de 
l'analyse  ordinaire,  je  crois  devoir  encore  indiquer  ici 
celle  qui  se  rapporte  à  la  détermination  des  conditions 
de  la  similitude  entre    des  courbes  quelconques    d'un 
même  genre,  c'est-à-dire  susceptibles  d'une  même  défi- 
nition ou   équation^   qui  ne  les   distingue  les  unes  des 
autres  que  par  les  diverses  valeurs  de  certaines  cons- 
tantes  arbitraires  relatives   à   la  grandeur  de  chacune 
d'elles.  Cette  question,  importante  en  elle-même,  a  d'au- 
tant plus  d'intérêt  sous  le  rapport  de  la  méthode,  que  le 
phénomène  géométrique  qu'il  s'agit  alors  de  caractéri- 
ser analytiquement,  est  évidemment  purement  relatif  à 
la  forme,  et  nullement  un  phénomène  de  situation,  ce 
qui,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  la  leçon  pré- 
cédente, donne  toujours  lieu  à  des  difficultés  spéciales 
par  rapport  à  notre  système  de  géométrie  analytique, 
où  les  idées  de  position  sont  seules  directement  consi- 
dérées. 
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L'emploi  do  l'analyso  (llffV'r«'iitiollo  fournirait  immé- 
diatement la  solution  de  ce  problème  général,  en  éten- 
dant aux  courbes,  comme  il  convient,  la  définition  élé- 
mentaire de  la  similitude  pour  les  figures  rectilignes.  Il 
suffirait,  en  effet,  1"  de  calculei-,  d'après  l'équation  de 
cbacune  des  deux  courbes,  l'angle  de  nnUiiujriur  en  un 
point  quelconque,  et  d'exprimer  que  cet  angle  a  la 
même  valeur  dans  les  deux  courbes  pour  des  jHdnls 
correspondants;  2"  d'après  l'expression  différentielle 
générale  de  la  longueur  d'un  élément  infiniment  petit 
de  chaque  courbe,  d'exprimer  qn»'  les  ('léinents  homo- 
logues des  deux  courbes  sont  entre  eux  dans  un  rapport 
constant.  Les  conditions  analyti(jues  de  la  similitude  se 
trouveraient  ainsi  dépendre  des  deux  premières  fonc- 
lions  dérivées  de  l'ordonnée  rapportée  à  l'abscisse.  Mais 
le  problème  peut  être  résolu  d'une  manii're  beaucoup 
plus  simple,  et  néanmoins  tout  aussi  géni'raJc.  quoique 
moins  directe,  [)ai'  le  sinijde  usage  (h*  l'analyse  nrdi- 
naire. 

Pour  cela,  il  faut  d'abord  remarcjuer  uur  propriété 
(démentaire  (|ue  peuNcul  Inujnuis  pr('seiilrr  diu\  fi- 
gures semblables  de  forme  qucdnuique  ,  ipi.ind  elles 
sont  placées  d.iiis  une  situation  jmnillrlr,  c'est-à-dir*', 
(le  telle  façon  (jue  tous  hvs  éh'inents  de  chacune  soient 
respectivement  paraileio  aux  eleuKuN  homo|oL''ues  de 
l'autre,  ce  que  la  similitude  permet  évideiununt  de  faire 
constamment.  Dans  cette  situation,  il  est  aisé  de  voir 
que,  si  on  joint  deux  h  deux  par  des  droites  les  points 
iiomologues  des  deux  fiiiuio,  toutes  ces  lignes  do  jonc- 
tion concourront  nécessairement  i  ii  un  point   unique,  à 
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partir  duquel  leurs  long-ueurs,  comptées  jusqu'à  l'une  et 
à  l'autre  des  deux  figures  semblables,  auront  entre  elles 
uu  rapport  constant,  ég-al  à  celui  des  deux  figures.  Il 
résulte  immédiatement   de  cette  propriété ,  considérée 
sous  le  point  de  vue  analytique,  que,   si  l'origine  des 
coordonnées  rectilignes  est  supposée   placée  au    point 
particulier  dont  nous  venons  de  parler,  les  points  homo- 
logues des  deux  courbes  semblables  auront  des   coor- 
données constamment  proportionnelles,   en   sorte    que 
l'équation   de  la  première   courbe  devra   rentrer   dans 
celle  de  la  seconde,  en  y  changeant  x  en  m  x,  et  y  en 
m  y,  m  étant  une  constante  arbitraire  égale  au  rapport  I 
linéaire  des  deux  figures.  Avec  des  coordonnées  polai-    * 
res  z  et  ço,  dont  le  pôle  serait  placé  au  même  point,  les 
deux  équations  deviendraient  identiques  en  changeant   ■ 
seulement  z  ^w  m  z  dans  l'une  d'elles,  sans  changer  ^j.  1 
La  vérification  d'un  tel  caractère  algébrique  suffira  donc 
évidemment  pour  constater  la  similitude.  Mais,   de  sa 
non-vérification,  il  est  clair  qu'on  ne  devra  point  con- 
clure immédiatement  la  dissimilitude  des  deux  courbes 
comparées,   puisque    l'origine    ou    le   pôle    pourraient 
n'être  pas  placés  au  point  unique  pour  lequel  cette  rela- 
tion a  lieu,  ou  même  que  les  deux  courbes  pourraient 
n'être  pas  posées  actuellement  dans  la  situation  paral- 
Ifde.  Il  est  néanmoins  facile  de  généraliser  et  de  complé- 
ter la  méthode  sous  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  rapports, 
quoiqu'il  semble  d'abord  impossible  analytiquement  de 
modifier  la  situation  relative  de  deux  courbes.  Il  suffira 
pour  cela   de  changer,  à  l'aide  des  formules  connues,  à 
la  fois  l'origine  et  la  direction  des  axes  si  les  coordon- 
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nées  sont  rectilignos.  on  le  pôle  et  la  dirertimi  dr  i'a\r 
si  elles  sont  polaires,  mais  en  efforhiaiil  ccltr  Iranslnr- 
mation  seulement  dans  ['uiw  des  deux  (-(pialions.  On 
cherchera  alors  à  disposer  des  trois  constantes  arbitraires 
introduites  par  là,  pour  que  colle  équation  ainsi  modi- 
fiée présente,  relativement  à  Tauti-e,  la  propriété  ana- 
lytique indiquée.  Si  cette  relation  peut  avoir  lieu  d'après 
certaines  valeurs  réelles  des  constantes  arbitraires,  les 
d«'ux  courbes  seront  semblables:  siimn.  Itin-  dissimili- 
lude  sera  constatée. 

Quoiqu'il  ne  convieime  point  de  considéMer  ici  au- 
cune application  spéciale  de  la  théorie  préci'dentc  .  je 
crois  cependant  utile  d'indiquer  à  ce  sujet  un»'  remarqu»? 
g"énérale.  Elle  consiste  en  ce  (jur.  huiles  1rs  fuis  (|u«» 
r<'qualion  d'une  courbe,  simplitn'e  le  phi«>  possible  par 
la  disposition  des  ax<^s.  ne  icnfri  incia  <pi  nii»-  seuh» 
constante  arbitraii'e,  lonles  les  couriies  de  c(^  pleure  se- 
lon! nécessairement  semblables  cnlrr  rllcs.  Un  pcul 
augmenter  l'utilitc'  de  crlh-  observation,  en  ce  que.  sans 
consi(l(''rer  même  l'éjpiation  d<'  la  couibe .  il  suffira 
d'exaniinri'.  dans  ce  ca<.  si  sa  dt'diiiilinn  ::éiimelrique 
primitive  ne  lail  dépendre  «pie  d  nîie  s.iije  ditnn<'e  I  en- 
tière déterminalion  de  sa  i^randeni  I  .  tjnand.  an  con- 
traire, ré([ualion  la  pln>  simple  de  la  «-oiube  pnqiosée 
contiendra    deux    conslanles  arbitraires  on    davantage, 


(1)  Cette  propricli-,  iim  •  ^l  une  conséquem*-  évulcuti-  de  U  thOorte 
iiuliquén  ci-<l»'ssii>,  poiirr.iil  <laill«iir.s  •"•tn-  ••taliii»-  «linTl»'iii«'iil  par  »ino 
ronpi«l^ralion  fort  siiiiplr.  Il  siiflirait  d»-  romarqurr  quo.  daiM  n»  ra». 
los  «livt-rsL's  comhfïJ  d»-  <•'  ^>iut'  poiirraiL'iil  couiciil«'r  eu  les*  roii!«lriii- 
sant  sur  iiii.-  ••<  h.lk'  dilT»  rcuto,  «loù  itMilte  clairemrnt  leur  «liiuililudo 
nécessaire. 
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OU,  ce  qui  est  exactement  équivalent,  lorsque  la  défini- 
tion fera  dépendre  sa  grandeur  de  plusieurs  données 
distinctes,  les  courbes  de  ce  genre  ne  pourront  être 
semblables  qu'à  l'aide  de  certaines  relations  entre  ces 
constantes  ou  ces  données,  qui  consisteront  ordinaire- 
ment dans  leur  proportionnalité.  C'est  ainsi  que  toutes  les 
paraboles  d'un  même  degré,  d'ailleurs  quelconque,  sont 
semblables  entre  elles,  aussi  bien  que  toutes  les  loga- 
rithmiques, toutes  les  cycloïdes  ordinaires,  tous  les 
cercles,  etc.;  tandis  que  deux  ellipses  ou  deux  hyper- 
boles, par  exemple,  ne  sont  semblables  qu'autant  que 
leurs  axes  sont  proportionnels. 

Je  me  borne  à  ce  petit  nombre  de  questions  générales 
relatives  aux  lignes,  parmi  celles  dont  la  solution  com- 
plète dépend  seulement  de  l'analyse  ordinaire.  On  n'y 
doit  pas  comprendre  la  détermination  de  ce  qu'on  ap- 
pelle les  foyers,  la  recherche  des  diamètres,  etc.,  et 
plusieurs  autres  problèmes  de  ce  genre,  qui,  bien  que 
susceptibles  d'être  proposés  et  résolus  pour  des  courbes 
quelconques,  n'ont  de  véritable  intérêt  qu'à  l'égard  des 
sections  coniques.  Relativement  aux  diamètres,  par 
exemple,  c'est-à-dire,  aux  lieux  géométriques  des  mi- 
lieux d'un  système  quelconque  de  cordes  parallèles,  il 
est  aisé  de  former  une  méthode  générale  pour  déduire 
de  l'équation  d'une  courbe  l'équation  commune  de  tous 
ses  diamètres.  Mais  une  telle  considération  ne  peut  faci- 
liter l'étude  d'une  courbe  qu'autant  que  les  diamètres 
se  trouvent  être  des  lignes  plus  simples  et  plus  connues 
que  la  courbe  primitive  ;  et  même  cette  recherche  n'a 
vraiment  une  grande  utilité  que  lorsque  tous  les  dia- 
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mètres  sont  des  ligrios  droilcs.  Or,  c'est  ce  (|iii  n'a  lieu 
que  dans  les  courbes  du  second  degré.  Pom-  toutes  les 
autres,  les  diamètres  sont,  en  général,  des  courbes 
aussi  peu  connues  et  souvent  même  d'une  élude  phi< 
difficile  que  la  courbe  proposT'c.  ('/««si  pourquoi  p-  rir 
dois  point  ici  considérer  une  lelb'  «juestiou,  ni  aucune 
autre  semblable,  quoi(|ue,  dans  les  traités  spéciaux  ^\^' 
géométrie  analytique,  il  coiivînl  (Tailleurs  d«'  les  pré- 
senter d'abord,  autant  que  possible,  sous  un  point  d»* 
vue  entièrement  général. 

Je  passe  donc  immédiatement  à  l'examen  des  tliéories 
de  géométrie  générait'  ;i  dtux  dimensions  (|ui  ne  p»Mi- 
vent  être  complétenn'ut  établies  (ju'à  l'aide  d«'  l'anal vso 
transcendante. 

La  première  et  la  plus  simple  d'entre  elles  consiste 
dans  la  détermination  des  tangentes  aux  rouibes  planes. 
AN.int  eu  occasion,  dans  la  sixième  leçon,  d'indi<pier  la 
solution  générale  de  cet  im|n)rtant  probli'inr.  d'après 
cliacun  des  divers  points  de  vue  fondamentaux  pi«q»res 
à  l'analyse  transcendante,  il  est  inutile  d*y  revenii-  ici. 
.le  ferai  seulement  observer  à  ce  sujet  «pie  la  «pieslion 
fondamentale  ainsi  considérée  suppose  coniHi  le  point 
de  contact  de  la  dioite  avec  la  («Mirbe,  tandis  <pif  la  tan- 
gente peut  être  déterminée  |)ar  plusienis  aulies  condi- 
tions, (jn'il  faut  alois  faire  lentrer  dans  la  précédente, 
en  (b'terminant  jnéalablemeFil  les  ciiordoimées  du  point 
(le  contact,  ce  «jni  est  ordinaiiemeiil  très  facile.  Aiii.si, 
j.ar  exemple,  si  la  taiiirenti'  est  assujettie  à  |»asser  par 
un  pnint  (lonn<'  extérieur  a  la  courbe,  les  conrdoiinéeH 
de  ce   point  devant  satisfaire  à  la  formub*  générale  de 
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réquation  de  la  tang^cnte  à  cette  courbe,  formule  qui 
contient  les  coordonnées  inconnues  du  point  de  contact, 
ce  dernier  point  sera  déterminé  par  une  telle  relation 
combinée  avec  l'équation  de  la  courbe  proposée.  De 
même,  si  la  tangente  cherchée  doit  être  parallèle  à  une 
droite  donnée,  il  faudra  ég-aler  le  coefficient  général  qui 
marque  sa  direction  en  fonction  des  coordonnées  du 
point  de  contact  à  celui  qui  détermine  celle  de  la  droite 
donnée,  et  la  combinaison  de  celte  condition  avec  l'équa- 
tion de  la  courbe  fera  encore  connaître  ces  coordon- 
nées. 

Afin  de  considérer  sous  un  point  de  vue  plus  étendu 
les  problèmes  relatifs  aux  tangentes,  il  peut  être  utile 
d'exprimer  distinctement  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  deux  constantes  arbitraires  contenues  dans 
l'équation  générale  d'une  ligne  droite  et  les  diverses 
constantes  propres  à  une  courbe  quelconque  donnée, 
pour  que  la  droite  soit  tangente  à  la  courbe.  A  cet  effet, 
il  suffit  d'observer  que  les  deux  constantes  par  lesquelles 
se  trouve  fixée  à  chaque  instant  la  position  de  la  tan- 
gente étant  des  fonctions  connues  des  coordonnées  du 
point  de  contact,  l'élimination  de  ces  deux  coordonnées 
entre  ces  deux  formules  et  l'équation  de  la  courbe  pro- 
posée fournira  une  relation  indépendante  du  point  de 
contact  et  contenant  seulement  les  constantes  des  deux 
lignes,  qui  sera  le  caractère  analytique  cherché  du  phé- 
nomène d'un  contact  indéterminé.  On  se  servirait,  par 
exemple,  de  telles  expressions  pour  déterminer  une  tan- 
gente commune  à  deux  courbes  données,  en  calculant 
les  deux  constantes  propres  à  cette  droite  d'après  les 
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doux   relations  qii'ontraînerait   ainsi  son  contact  avec 
l'une  et  l'autre  courbe. 

La  question  fondamentale  des  tangentes  est  le  jmuuI 
de  départ  de  plusieurs  autres  recherches  générales  |)lus 
ou  moins  importantes  relativenieiil   aux  cDurhes.  qu'il 
est  aisé  d'eu  faire  dépendre.   La  j»lus   direcle  et  la   plus 
simple  de   ces  questions  secondaires  consiste   dans    la 
détermination  des  asfpitjitotfx.  ou  du  moins  des  asti)njt- 
/o/^.s  rectilignes,  les  seules,  en  généial,  (ju'il  soit  inté- 
ressant de  connaître,  parce  qu'elles  seules  ronlrihuent 
réellement  à  faciliter  l'étude  d'une  courhr.  (hi  sait  (jnr 
VdsiiiHjttotc  est   une  drcnte  qui  s'ajq)roclie  imlefiniintul 
et  d'aussi  près  qu'on  veut  d'une  cruirho,  sans  cependant 
pouvoir  jamais  l'atteindre    rigoureuseinenl.    LUe    peut 
doiK   être  envisagée  comme  nnr  tangente  don!   le  jM»ini 
de  contact  s'éloigne  à  l'infini.  Ainsi,  ponr  la  df'lrmiinei-, 
il  suffit  de  supposer  infinies  les  coordoimées  \\\\  jHiint  dr 
contact  dans  les  deux  formules  générales  «pii  e\j»rimenl, 
d  aprJ'S  l'éipialion  de  la  eonihe.  m  InnclKm  de  ces  coor- 
données, les  deux  constantes  pai"  les(pn'lles  «'<t  fixée  la 
position  de  la  tanucnte.  Si  ces  deux  c(UislaFil«'s  [ireini«*nl 
alois  des  valenis  réelles  et  compatibles  entre  elles,  la 
conihe  donnée  ania  des  asymptotes  d(»nl   un  tel  calcul 
fera  connaître  le  nombre  et  la  situation:   si  ces  valeurs 
sont  imaginaiies  ou  incompatibles,  ce  sera  1.»  |»ien\  e  «pie 
la  combe   jniqjosée    n'a   |M.inl   d'asymptotes,   du   moins 
reclili^^nes.  On  voit  que  celle  détermination  est  exacle- 
ineiil   analoi.:ne  w  relie  d  inie    tani^ente    menée    par    un 
|iniiit  de  la  coin  lie  dont  le-^  conrdonuées  serauMit  finie». 
Il  jiriiveia  seulement,  dans  un  assez  grand  nombri' di' 
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cas,  que  les  deux  valeurs  cherchées  se  présenteront  sous 
une  forme  indéterminée,  ce  qui  est  un  inconvénient  gé- 
néral des  formules  algébriques,  quoi  qu'il  doive  sans 
doute  avoir  lieu  plus  fréquemment  en  attribuant  aux 
variables  des  valeurs  infinies.  Mais  on  sait  qu'il  existe 
une  méthode  analytique  générale  pour  estimer  la  vraie 
valeur  de  toute  expression  semblable  ;  il  suffira  donc 
alors  d'y  recourir. 

On  peut  rattacher  aussi,  quoique  d'une  manière  beau- 
coup moins  directe,  à  la  théorie  des  tangentes,  la  théorie 
tout  entière  des  divers  points  singuliers^  dont  la  déter- 
mination contribue  éminemment  à  la  connaissance  de 
toute  courbe  qui  en  présente,  comme  les  points  à'in- 
flexion^  les  points  inultiples^  les  points  de  rebrousse- 
ment,  etc.  Relativement  aux  points  ai  inflexion^  par 
exemple,  c'est-à-dire  à  ceux  où  une  courbe  de  concave 
devient  convexe,  ou  de  convexe  concave,  il  faut  d'abord 
examiner  le  caractère  analytique  immédiatement  propre 
à  la  concavité  ou  à  la  convexité,  ce  qui  dépend  de  la  ma- 
nière dont  varie  la  direction  de  la  tangente.  Quand  la 
courbe  est  concave  vers  l'axe  des  abscisses,  elle  fait  avec 
lui  un  angle  de  plus  en  plus  petit  à  mesure  qu'elle  s'en 
éloigne;  au  contraire,  lorsqu'elle  est  convexe,  l'angle 
qu'elle  fait  avec  l'axe  devient  de  plus  en  plus  grand  en 
s'en  écartant  davantage .  On  peut  donc  directement 
reconnaître,  d'après  l'équation  d'une  courbe,  le  sens  de 
sa  courbure  à  chaque  instant  :  il  suffit  d'examiner  si  le 
coefficient  qui  marque  Finclinaison  de  la  tangente,  c'est- 
à-dire  la  fonction  dérivée  de  l'ordonnée,  prend  des  va- 
leurs croissantes  ou  des  valeurs  décroissantes  à  mesure 
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que  rordonnée  augmente  ;  dans  le  premier  cas,  la  courbe 
tourne  sa  convexité  vers  l'axe  des  abscisses  :  dans  le  se- 
cond, sa  concavité.  Cela  posé,  s'il  y  a  infleaion  en  quel- 
que point,  c'est-à-dire  si  la  courbure  change  de  sens,  il 
est  clair  qu'en  ce  point  l'inclinaison  de  la  tangente  sera 
devenue  un  maximinn  ou  un  minimum,  suivant  qu'il 
s'agira  du  passage  de  la  convexih*  à  la  concaviti',  <»n  du 
passage  inverse.  On  trouvera  donc  en  quels  points  ce 
phénomène  peut  avoir  lieu,  à  l'aid»'  d»-  la  ihéorir  nidi- 
naire  des  maxima  et  minima,  dmit  I  appliciitinn  à  cetl«» 
recherche  apprendra  évidemnuMil  (jue,  pour  l'absciss»»  du 
p(»iiit  d'inflexion,  la  seconde  fonction  dérivé»*  d»'  l'or- 
donnée proposée  doit  être  null«\  ce  qui  suffini  pour  dé- 
terminer l'existence  et  la  posilimi  <lr  »•«•  pniFil.  T^'lt»» 
recherche  peut  ainsi  étrr  rattacher  à  la  théctrir  d«'S  tan- 
gentes, quoiqu'elle  soit  ordinairement  présentée  d'après 
la  théorie  du  cercle  osculateur.  Il  en  sérail  de  même, 
avec  plus  ou  moins  de  difficulté,  relativement  à  tous  les 
autres  points  singuliors. 

Un  second  problème  fondamental  «jue  piéseiite  l'étude 
générale  des  courbes,  et  dont  la  sfdutimi  complète  exige 
un  emploi  plus  étendu  de  l'analyse  transcé'udante,  est 
rimportantr'  questimi  de  la  mesure  rie  la  muihitre  Av^ 
courbes  au  moyeu  du  een  j.-  nsrulntnir  .'Il  eh.ique  point, 
dont  la  découvert!'  suffirait  «.eiilr  p.. m-  immortaliser  le 
nom  du  grand  lluyghens. 

Le  cercle  étant  la  seule  courbe  (|ui  présente  «mi  tous 
ses  points  une  coui  Inn  e  iiuiform»'.  d'autant  plus  grafide 
d'ailleurs  (jue  le  rayon  est  plus  petit,  quand  le*  gé(»niè- 
tres  se  sont  pro[)osé  de  soumettre  à  uiu'  estimation  pré- 
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cise  la  courbure  de  loule  autre  courbe  quelconque,  ils 
ont  dû  naturellement  la  comparer  en  chaque  point  au 
cercle  qui  pourrait  avoir  avec  elle  le  plus  intime  contact 
possible,  et  qu'ils  ont  nommé,  pour  cette  raison,  cercle 
oscillateur,  afin  de  le  distinguer  des  cercles  simplement 
tangents,  qui  sont  en  nombre  infini  au  même  point  de 
courbe,  tandis  que  le  cercle  osculateur  est  évidemment 
unique.  En  considérant  cette  question  sous  un  autre  as- 
pect, on  conçoit  que  la  courbure  d'une  courbe  en  chaque 
point  pourrait  aussi  être  estimée  par  l'angle  plus  ou 
moins  grand  de  deux  éléments  consécutifs,  qu'on  ap- 
pelle angle  de  contingence.  Mais  il  est  aisé  de  re- 
connaître que  ces  deux  mesures  sont  nécessairement 
équivalentes,  puisque  le  centre  du  cercle  osculateur  sera 
d'autant  plus  éloigné  que  cet  angle  de  contingence  sera 
plus  obtus  :  on  voit  même,  sous  le  point  de  vue  analy- 
tique, que  l'expression  du  rayon  de  ce  cercle  fournit 
immédiatement  la  valeur  de  cet  angle.  D'après  cette 
conformité  évidente  des  deux  points  de  vue,  les  géomè- 
tres ont  dû  préférer  habituellement  la  considération  du 
cercle  osculateur,  comme  plus  étendue  et  se  prêtant 
mieux  à  la  déduction  des  autres  théories  géométriques 
qui  se  rattachent  à  cette  conception  fondamentale. 

Cela  posé,  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  di- 
recte de  déterminer  le  cercle  osculateur  consiste  à  l'en- 
visager, d'après  la  méthode  infinitésimale  proprement 
dite,  comme  passant  par  trois  points  infiniment  voi- 
sins de  la  courbe  proposée,  ou,  en  d'autres  termes, 
comme  ayant  avec  elle  deux  éléments  consécutifs  com- 
muns, ce  qui  le  distingue  nettement  de  tous  les  cercles 


MATHÉMATIQUE  403 

simplement  tang-eiils,  avec  lesquels  la  c<niil)»*  n'a  (inun 
seul  élément  rommun.  11  résulte  de  cette  nuliun.  .-ii 
ayant  égard  à  la  construction  nécessaire  pour  décrire  nn 
cercle  passant  par  trois  points  donnés,  que  Ir  «entre  du 
cercle  osculateur,  ou  ce  qu'on  appelle  le  Vfiitn'  de  rour- 
biire  de  la  courbe  en  chaque  point,  peut  «'^tre  rei^ardé 
comme  le  j)oiii!  d'interseetion  de  deux  noimales  infini- 
ment voisin(\s,  en  sorte  que  la  (juestion  se  réduit  à 
trouver  ce  dernier  point.  Or,  celte  recherche  est  facil»», 
en  formant^  d'après  l'équation  générale  de  la  tan«;:enle 
à  une  courbe  (juelconque,  celle  de  la  normale  (|ni  lui 
est  perpendiculaire,  et  faisant  ensuite  vaiier  d'une <pian- 
tité  infiniment  petite,  dans  celte  dernièn?  équation,  les 
coordonnées  {\\\  [loinl  de  contact,  afin  de  passer  à  la 
normale  infiniment  voisine  :  la  détr'rminatinii  ih*  la  so- 
lution commune  à  ces  deux  é(juations,  (jui  sont  du  pre- 
mier deg'ré  par  rapport  aux  deux  c(M)i-données  du  point 
d  intersection,  suffit  pour  faire  trnu\er  les  deux  for- 
mules générales  qui  ex|)riineiil  les  mnrdonnées  du 
centre  de  courbure  diUH'  courbe  en  nn  [toiiil  (pielconqui'. 
(les  fomiules  Uîie  fois  obtenues,  la  recbeiclie  du  ras  on 
d(;  courbure  n'offre  |)lus  aucune  difficulté.  |>uisqu'elle 
se  réduit  à  calculer  la  dislance  de  vv  rentre  de  cour- 
bure an  f)oint  correspoinlant  de  la  courbe.  Kn  apptdanl 
«,  ç,  les  Coordonnées  leclilii^ries  du  rentre  d»-  rourbure 
d'une  courbe  (jneleonqiu'  en  un  point  dont  les  rooid«»n 
fiées  sont  ./ ,  y.  »'l  mtminanl  /•  le  rayon  de  courbure,  on 
tiniive  pai"  cette   méthode  les  tornmles  connues  : 
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On  conçoit  de  quelle  importance  est  la  détermination 
du  rayon  de  courbure,  et  combien  la  discussion  de  la  ma- 
nière générale  dont  il  varie  aux  différents  points  d'une 
courbe  doit  contribuer  à  la  connaissance  approfondie  de 
cette  courbe.  Cet  élément  a  surtout  ceci  de  très  remar- 
quable, entre  tous  les  autres  sujets  ordinaires  de  recher- 
ches dans  la  géométrie  analytique,  qu'il  se  rapporte  di- 
rectement, par  sa  nature,  à  la  forme  même  de  la  courbe,  * 
sans  dépendre  aucunement  de  sa  position.  On  voit  que, 
sous  le  rapport  analytique,  il  exige  la  considération  si-  ^ 
mu]tanée  des  deux  premières  fonctions  dérivées  de  l'or- 
donnée. 

La  théorie  des  centres  de  courbure  conduit  naturelle- 
ment à  l'importante  notion  des  développées^  qui  sont 
maintenant  définies  comme  étant  les  lieux  géométri- 
ques de  tous  les  centres  de  courbure  de  chaque  courbe 
en  ses  différents  points,  quoique,  au  contraire,  dans  la 
conception  primitive  de  cette  branche  de  la  géométrie, 
Huyghens  eût  déduit  l'idée  du  cercle  osculateur  de  celle 
de  la  développée,  directement  envisagée  comme  engen- 
drant par  son  développement  la  courbe  primitive,  ou  la 
développante.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  ces  deux 
manières  de  voir  rentrent  l'une  dans  l'autre.  Cette  déve- 
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loppée  présente  évidemnifnt,  par  quelque  mode  (ju  on 
l'obtienne,  deux  propriétés  générales  et  nécessaires  re- 
lativement à  la  courbe  quelconque  dont  elle  dérive  :  la 
première,  d'avoirpour  lanp^entes  les  normalesà  cellr-ci: 
et  la  seconde,  que  la  longueur  de  ses  arcs  soit  égale  à 
celle  des  rayons  de  courbure  correspondants  delà  déve- 
loppante. Quant  au  moyen  d'obtenir  l'équatinri  d.*  la 
développée  d'une  courbe  donnée,  il  est  clair  qu'entre  les 
deux  formules  citées  ci-dessus  pour  exprimer  les  coor- 
données du  centre  de  courbure,  il  suffit  d'éliminer,  dans 
cbaque  cas,  les  coordonnées  ./•,  //.  du  point  correspon- 
dant de  la  pourbe  proposée,  à  l'aide  de  l'équation  de 
cette  courbe  :  l'équation  en  «,  Ç  qui  résultera  «le  lédimi- 
nalion  sera  celle  de  la  dévebjppée  demandée.  On  pour- 
rait également  entreprendre  de  résoudre  la  «jueslidii  in- 
verse, c'est-tà-dire  de  trouver  la  dévelojipante  d'apri's  la 
développée.  Mais  il  faut  remar(|uer  (ju  niir  «'liniinalion 
analogue  à  la  précédente  ne  fournirait  alors,  pimr  la 
courbe  cliercbée,  ([u'une  écjuation  contenant,  outre  /  et 

II,  les  deux  fonctions  dérivées  -p,  -7^,:  en  sorh-  nu  a- 
''  (ir    ft.r^ 

pri's  ccîtte  analvse  préparatoire,  la  snluliim  complète  du 
problème  exigerait  encore  l'intégration  di'  cette  «'qiia- 
lion  différentielle  du  second  oidre,  ce  qui.  vu  l'extrême 
imperfection  du  calcul  intégral.  s(»rait  le  plus  souvent 
impossible,  si,  pai*  la  nature  pnqu-e  d'une  telle  re- 
cherche, la  courbe  demandée  ne  devait  pninl,  comme 
j'ai  eu  occasion  «le  rin«li«ju«'r  <lan^  la  septii'm»'  leçon. 
être  représentée  par  las«»lution  sim/itlirrf,  qu«'  la  simpb' 
«lifférentiation    jx'ut   toujours   fain'   «d)t«Mnr.    l'intégrale 
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générale  ne  désignant  ici  que  le  système  des  cercles  os- 
culateurs,  dont  la  connaissance  n'est  point  l'objet  de  la 
question  proposée.  Il  en  serait  de  même  toutes  les  fois 
qu'on  aurait  à  déterminer  une  courbe  d'après  une  pro- 
priété quelconque  de  son  rayon  de  courbure.  Cet  ordre 
de  questions  est  exactement  analogue  aux  problèmes 
plus  simples  qui  constituent  ce  que,  dans  l'origine  de 
l'analyse  transcendante,  on  appelait  la  Méthode  inverse 
des  tangentes,  où  l'on  se  proposait  de  déterminer  une 
courbe  par  une  propriété  donnée  de  sa  tangente  en  un 
point  quelconque. 

Par  des  considérations  géométriques  plus  ou  moins 
compliquées,  analogues  à  celle  qui  fournit  les  dévelop- 
pées, les  géomètres  ont  déduit  d'une  même  courbe  pri- 
mitive quelconque  diverses  autres  courbes  secondaires, 
dont  les  équations  peuvent  être  obtenues  d'après  des 
procédés  semblables.  Les  plus  remarquables  d'entre 
elles  sont  les  caustiques  par  réflexion  ou  par  réfraction, 
dont  la  première  idée  est  due  à  Tschirnaiis,  quoique  Jac- 
ques Bernouilli  en  ait  seul  établi  la  véritable  théorie  gé- 
nérale. Ce  sont,  comme  on  sait,  des  courbes  formées  par 
l'intersection  continuelle  des  rayons  de  lumière  infini- 
ment voisins  qu'on  supposerait  réfléchis  ou  réfractés  par 
la  courbe  primitive.  En  partant  de  la  loi  géométrique  de 
la  réflexion  ou  de  la  réfraction  de  la  lumière,  consistant 
en  ce  que  l'angle  de  réflexion  est  égal  à  l'angle  d'inci- 
dence, ou  en  ce  que  le  sinus  de  l'angle  de  réfraction  est 
un  mulliple  constant  et  connu  du  sinus  de  l'angle  d'in- 
cidence, il  est  évident  que  la  recherche  de  ces  caustiques 
se  réduit  à  une  pure  question  de   géométrie,  parfaite- 
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ment  semblable  à  celle  des  développées,  conçues  comme 
formées  par  l'intersection  continuelle  dos  normales  infi- 
niment voisines.  Lo  prrtbléme  se  résoudra  donc  analv- 
tiquement  en  suivant  une  marche  analogue,  au  sujet  df 
laquelle  toute  autre  indication  serait  ici  superilue.  !..• 
calcul  sera  seulement  plus  laborieux,  surtout  si  les 
rayons  incidents  ne  sont  pas  supposés  [>arallélt's  entro 
eux  ou  émanés  d'un  niémc  poinl. 

Les  développées,  les  caustiques,  rt  tnulcs  b's  autres 
lignes  déduites    d'une  même  courbf  principale  à  l'aide 
de  constructions  analogues,  sont  formées  par  les  inlor- 
sections  continuelles  de  droites  infinim(»nt  voisines  sou- 
mises à  une  certaine  loi.  Mais  on  peut  aussi,  en  généra- 
lisant h'  plus  possible  cette  considération  géométrique, 
concevoir  des  courb«'s  produites  par  l'intersection  conti- 
nuelle de  certaines  courbes   infiniin<Mit  voisines,  assu- 
jetties ;i  une  même  loi    «jueleofique,    dette  loi  eonsisle 
orflinairement  en  ce  que  toutes  ces  courbi's  sont   repré- 
sentées par  une  équatirui  comnniin'.  dailleins  «pn'lcou- 
que,    d'où  elles  dé'rivL'nt  suc<*essivement  eu  donnani   di- 
verses valeuis  à    une  eeilaiiie  coustanle  arbitraire.   Oti 
peut  alors   se  proposer  <le  trouver   !«'   liru  gt'omi'lrique 
des  points  d'intersertion   de  ces  rourbes  coiisérulives. 
qui  correspondent  à  des  valeurs  infiuiuKul  rapprochées 
de    cette    constante    arbitraire   eon«u»'    eoinnie     variant 
dune  manière  enuliinn'.  Lrilmit/  a  imai;iin'   b'  premier 
lo  H'clinrbrs  de   ci'lt»'    M.iturr.    qui    «Mit    «'Usuite   «'le  fort 
éteiulues  par  (llairaul    •!    surtout   pai    l^aL'range.    INuir 
traitci-  le  cas  le  plus  sinqde,  celui  que  je  viens  de  carac- 
tériser exactement,  il  suffit  évidiinment  d«'  (hffén'iilier 
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l'équation  générale  proposée  par  rapport  à  la  constante 
arbitraire  que  l'on  considère ,  et  d'éliminer  ensuite 
cette  constante  entre  cette  équation  différentielle  et  l'é- 
quation primitive;  on  obtiendra  ainsi,  entre  les  deux 
coordonnées  variables,  une  équation  indépendante  de 
cette  constante,  qui  sera  celle  de  la  courbe  cherchée, 
dont  la  forme  différera  souvent  beaucoup  de  celle  des 
courbes  génératrices.  Lagrange  a  établi,  au  sujet  de 
cette  relation  géométrique,  un  important  théorème  gé- 
néral, en  montrant  que,  sous  le  point  de  vue  analytique, 
la  courbe  ainsi  obtenue  et  les  courbes  génératrices  ont 
nécessairement  une  même  équation  différentielle,  dont 
l'intégrale  complète  représente  le  système  des  courbes 
génératrices,  tandis  que  sa  solution  singulière  corres- 
pond à  la  courbe  des  intersections. 

J'ai  considéré  jusqu'ici  la  théorie  de  la  courbure  des 
courbes  suivant  l'esprit  de  la  méthode  infinitésimale 
proprement  dite,  qui  s'adapte  en  effet  bien  plus  simple- 
ment qu'aucune  autre  à  toute  recherche  de  ce  genre.  La 
conception  de  Lagrange,  relativement  à  l'analyse  trans- 
cendante, présentait  surtout,  par  sa  nature,  de  grandes 
difficultés  spéciales  pour  la  solution  directe  d'une  telle 
question,  comme  je  l'ai  déjà  remarqué  dans  la  sixième 
leçon.  Mais  ces  difficultés  ont  si  heureusement  excité  le 
génie  de  Lagrange  qu'elles  l'ont  conduit  à  la  formation 
do  la  théorie  générale  des  contacts,  dont  l'ancienne 
théorie  du  cercle  osculateur  se  trouve  n'être  plus  qu'un 
cas  particulier  fort  simple.  Il  importe  au  but  de  cet  ou- 
vrage de  considérer  maintenant  cette  belle  conception, 
qui  est  peut-être,  sous  le  rapport  philosophique,  l'objet 


MATHÉMATIQUK  409 

le  plus  proforiflément  intéressant  que  puisse  nffrii-  jus- 
qu'ici la  géométrie  analytique. 

Comparons  une  courbe  quelconque  donné»'  ii=^f  s]  à 
une  autre  courbe  variable  :î=f  (Xy,  et  cherchons  à  nous 
former  une  idée  précise  des  divers  deg^rés  d'iiitimilt-  (jwi 
pourront  exister  entre  ces  dcu.v  courbes,  m  nu  point 
commun,  suivant  les  relations  qu'on  supposera  entre  la 
fonction  ^  et  la  fonction  /.  Il  suffira  pour  cela  de  consi- 
dérer la  dislance  verticale  des  d^nix  courbes  en  un  autre 
point  de  plus  en  plus  lapproclie  du  premier,  afin  de  l,i 
rendre  successivement  la  nu)indre  possible,  eu  égard  à 
la  corrélati«jn  des  deux  fonctions.  Si  h  désigne  l'accrois- 
sement qu'éprouve  l'abscisse  en  passant  à  ce  nouveau 
point,  cette  distance,  qui  est  égale  à  l.i  différence  des 
deux  ordonnées  correspondantes,  pourra  être  déve- 
loppée, d'après  la  formule  de  Taylor,  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  h,  et  aura  pour  expression  la 
série, 

I) = (^r  (^)  -  f'  (-'i)  h  +  (r  i^'}  -  f"  i^))  ^ 

En  concevant,  ce  (pii  e-«l  évidemment  toujours  possible. 
//  tellement  petit,  (jue  le  premier  trrnie  de  cello  série 
soit  supérieur  à  la  somme  de  tous  les  au!  us.  il  est  clair 
<iue  la  courbe  ;  aura  avec  la  courbe  //  un  rapprocluMnenl 
d'autant  plus  intime,  (pn-  li  nature  d.'  la  fonction  va- 
riable <p  permettra  de  sup[)rimrr  un  plus  grand  iiombro 
de  termes  dans  ce  développement,  à  partir  du  premier. 
Le  degré  d'intimité  des  deux  courbe.s  sera  donc  fxacle- 


410  PHILOSOPHIE    POSITIVE 

ment  apprécié,  sous  le  point  de  vue  analytique,  par  le 
nombre  plus  ou  moins  grand  de  fonctions  dérivées  suc- 
cessives de  leurs  ordonnées  qui  auront  la  même  valeur 
au  point  que  l'on  considère.  De  là,  l'importante  concep- 
tion générale  des  divers  ordres  de  contacts  plus  ou 
moins  parfaits,  dont  la  notion  du  cercle  osculateur  com- 
paré aux  cercles  simplement  tangents  n'avait  présenté 
jusqu'alors  qu'un  seul  exemple  particulier.  Ainsi,  après 
la  simple  intersection,  le  premier  degré  de  rapprochement 
entre  deux  courbes  a  lieu  quand  les  premières  dérivées  de 
leurs  ordonnées  sont  égales  ;  c'est  le  contact  du  premier 
orclrCy  ou  ce  qu'on  appelle  ordinairement  le  simple  con- 
tact, parce  qu'il  a  été  longtemps  le  seul  connu.  Le  con- 
tact (lu  second  ordre  exige  de  plus  que  les  secondes  dé- 
rivées des  fonctions  /et  y  soient  égales  :  en  y  joignant 
encore  l'égalité  de  leurs  troisièmes  dérivées,  on  consti- 
tue un  contact  du  troisième  ordre ^  et  ainsi  de  suite  à 
l'infini.  iVu-delà  du  premier  ordre,  les  contacts  portent 
souvent  le  nom  à'osculations  du  premier  ordre,  du  se- 
cond ordre,  etc. 

Les  contacts  du  premier  et  du  second  ordre  peuvent 
être  caractérisés  géométriquement  par  une  observation 
fort  simple,  en  ce  qu'il  résulte  évidemment  que  les  deux 
courbes  comparées  ont  au  point  commun,  dans  un  cas, 
la  même  tangente,  et,  dans  l'autre,  le  même  cercle  de 
courbure,  puisque  la  tangente  à  chaque  courbe  dépend 
(!<'  hi  première  dérivée  de  son  ordonnée,  et  le  cercle  de 
courbure,  des  deux  premières  dérivées  successives. 
Mais  cette  considération  ne  conviendrait  plus  au-delà 
du  second  ordre  pour  déterminer  l'idée  géométrique  du 
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contact.  Lagrango  s'osi  l)<»ni<',  sous  c»' rapporl.  à  assi- 
gner le  caractère  général  «jni  résulte  imnié.lialeninit  de 
l'analyse  ci-dessus  indicjuce,  et  qui  consiste  en  «•«■  <ju<'. 
lorsque  la  courbe  z  est  délerniiné*»  de  nianiér.-  ;t  avoir 
avec  la  courbe  //  un  contact  de  l'cudif  //,  pinduii  aiialv- 
liquement  par  l'et^alité  <|r  h.uh's  les  fonclious  dérivées 
jusqu'à  celle  de  Tordre  //,  aueufie  autrr  (îourbr  z,  d»» 
même  nature  qu<'  la  jnécédenle,  mais  qui  ne  satisferait 
qu'à  un  moindre  nombre  (ic  c«»nditions  analvliqurs,  rt 
qui,  par  conséquent,  n'auiait  avj'c  la  courbi'  y  qu'un 
contact  moins  intime,  ne  pourrait  passi'r  rnire  b's  drux 
courbes,  puisque  rinl<'ivalli'  d<'  relb*s-ci  a  reçu  la  plus 
j)etite  valeur  dont  il  clail  susceplibb*  d'après  un»'  trlle 
relation  d«'s  deux  équations. 

Lorsqu'on  a  particularisé  la  natuir  Ai'  la  courln»  ;; 
ainsi  comj»arée  à  une  courbe  (|u«*lroinpip  doinnM'  y. 
Tordre  du  contact  le  phis  iii(iin<'  qnClle  peut  avoir  avec 
celle-ci  (b'qiend  (''videmmeni  du  nombie  plus  ou  moins 
iiiand  de  constantes  aibitraiies  que  i-enrernic  >.on  équa- 
ti(jn  la  |)lus  générale,  un  rontart  de  Toidre  //  exi^^eanl 
n -\-  1  conditions  anal\ti(pies,  qui  ne  sauraient  éln*  rem- 
plies qu'avec  un  paieil  nombre  de  con^^lanles  disp(»- 
nibles.  l*ar  consefpienl ,  niif  lii:iie  dioite.doiil  T<'>quation 
l;i  plus  générale  conlieni  senlcmenl  deux  cnnsjaiiles  ar- 
bitraires, ne  peut  a\oii-  avee  une  CMurlM'  quelcon(|Ue 
qu'un  contact  du  piemiii  ordre  :  d'nii  decMiiJr  la  lliemie 
ordinaire  des  tangentes.  L'équalinn  du  crrcle  renfer- 
mant, en  Liénéral.  trois  constantes  arbitraire*!,  bî  cercle 
|)eut  avoir  avec  une  courbe  qutdcoinpie  un  conlarl  tlu 
second  oi-dre,  et    ilr   la  i«''^ulle,  comme  cas  particulier. 
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l'ancienne  théorie  du  cercle  osculateur.  En  considérant 
une  parabole,  comme  il  y  a  quatre  constantes  arbi- 
traires dans  son  équation  la  plus  complète  et  la  plus 
simple,  elle  est  susceptible,  comparée  à  toute  autre 
courbe,  d'une  intimité  plus  profonde,  qui  peut  aller  jus- 
qu'au contact  du  troisième  ordre  :  de  même,  une  ellipse 
comporterait  un  contact  du  quatrième  ordre,  etc. 

La  considération  précédente  est  propre  à  suggérer  une 
interprétation  géométrique  de  cette  théorie  générale  des 
contacts,  qui  me  semble  destinée  à  compléter  le  travail 
de  Lagrange,  en  assignant,  pour  définir  directement  les 
divers  ordres  de  contacts,  un  caractère  concret  plus 
simple  et  plus  clair  que  celui  indiqué  par  Lagrange.  En 
effet,  ce  nombre  plus  ou  moins  grand  de  constantes  arbi- 
traires contenues  dans  une  équation  a  pour  signification 
géométrique,  comme  nous  l'avons  établi  en  commen- 
çant cette  leçon,  le  nombre  des  points  nécessaires  à  l'en- 
tière détermination  de  la  courbe  correspondante,  lequel 
se  trouve  ainsi  marquer  le  degré  d'intimité  dont  cette 
courbe  est  susceptible  relativement  à  toute  autre.  Or, 
d'un  autre  côté,  la  loi  analytique  qui  exprime  ce  conctact 
par  l'égalité  d'un  pareil  nombre  de  dérivées  successives 
des  deux  ordonnées  indique  évidemment  que  les  deux 
courbes  ont  alors  autant  de  points  infiniment  voisins 
communs;  puisque,  d'après  la  nature  des  différentielles, 
il  est  clair  que  la  différence  de  l'ordre  n  dépend  de  la 
comparaison  de  n -\-  \  ordonnées  consécutives.  On  peut 
donc  se  faire  directement  une  idée  nette  des  divers 
ordres  de  contacts,  en  disant  qu'ils  consistent  dans  la 
communauté  d'un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  points 
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infiniment  voisins  entre  les  deux  courbes.  En  termes 
plus  rig-oureux,  on  définirait,  par  exemple,  l\-llipse 
osculatrice  au  troisième  ordre,  en  la  regardant  comme 
ia  limite  vers  laquelle  tendraient  les  ellipses  passant  par 
cinq  points  de  la  courbe  proposée,  à  mesun»  que  quatre 
de  ces  points  suj)posés  mobiles  se  rappnMlnMai»'nt  indr-- 
finiment  du  cinquième  supposé  fixe. 

Cette  théorie  g-énéraie  (\o>  contacts  rsi  cvidtMninrnt 
propre,  par  sa  nature,  à  fourni i  une  connaissance  de 
plus  en  plus  profonde  de  la  courbure  d'une  courbe  «juel- 
conque,  en  lui  comparant  successivenn'nt  div(»rses 
courbes  connues,  susceptibles  d'un  contact  de  plus  m 
j)lus  intime;  ce  (jui  permettrait  de  rendre  aussi  exacte 
([uoFi  voudrait  la  mesure  de  la  courbure,  en  cbanL-^t'anl 
convenablement  !«•  terme  de  cninparaison.  Ain^i.  il  est 
clair,  d'après  les  considérations  précédentes,  (jin-  l'assi- 
inilalion  de  tout  arc  de  courbe  infiniment  petit  à  un  arc 
de  parabole  en  feiait  ((nniaître  la  rcmilmre  aver  plus 
de  précisicju  que  par  l'emjdoi  du  cercle  osculateur:  et  la 
comparaison  avec  l'ellipse  procurerait  encore  plus 
d'exactitude,  etc.:  en  s(»rte  qn'eii  destinant  chaque  type 
|)rimitif  à  a])profondii'  l'étude  du  type  suivant,  on  pour- 
rait perfectioimer  à  l'infitii  la  théorie  des  courlu^s.  .Mais 
la  nécessité  d'avoir  une  connaissance  nette  et  familière 
de  la  courbe  ainsi  adoptée  comme  unité  de  courbure  dé- 
termine le>  fr«M>ni»'tres  à  lenoncei  à  celle  haute  perfec- 
tion spéculative,  pour  se  ccnitiiiter.  en  réalité,  de  com- 
parer ternies  les  courbes  au  cercle  seulement,  en  vertu 
de  l'uniformité  de  courburt*.  propriété  caractéristique 
du  cercle.    Aucune  autre  courb»-,   en  effet,   ne  peut  être 
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regardée,  sous  ce  rapport,  comme  assez  simple  et  assez 
comme  pour  pouvoir  être  utilemeut  employée,  quoique 
Ton  n'ignore  plus  que  le  cercle  n'est  pas  l'unité  de  cour- 
bure la  plus  convenable  abstraitement.  Lagrange  s'est 
donc  borné  définitivement  à  déduire  de  sa  conception 
générale  la  théorie  du  cercle  osculateur,  ainsi  présentée 
sous  un  point  de  vue  purement  analytique.  Il  est  même 
remarquable  que  de  cette  seule  considération  il  ait  pu 
conclure  avec  facilité  les  deux  propriétés  fondamentales 
ci-dessus  indiquées  pour  les  développées,  que  la  simple 
analyse  paraissait  d'abord  si  peu  propre  à  établir. 

J'ai  cru  devoir  considérer  la  théorie  des  contacts  des   ■ 
courbes  dans  sa  plus  grande  extension  spéculative,  afin 
d'en  faire  saisir  convenablement  le  véritable  caractère. 
Quoiqu'on  doive  la  réduire  finalement  à  la  seule  déter- 
mination effective  du  cercle  osculateur,   il  y  a,  sans 
doute,  sous  le  rapport  philosophique,  une  profonde  diffé- 
rence entre  concevoir  cette  dernière  considération,  pour 
ainsi  dire,  comme  le  dernier  terme  des  efforts  de  l'esprit 
humain  dans  l'étude  des  courbes,  ainsi  qu'on  le  faisait 
avant  Lagrange,  et  n'y  voir,  au  contraire,  qu'un  simple  ^ 
cas  particulier  d'une  théorie  générale  très  étendue,  à 
l'examen  duquel  on  doit  habituellement  se  borner,  en 
sachant  néanmoins   que   d'autres  comparaisons  pour- 
raient  perfectionner  davantage   la   doctrine   géométri- 
que. " 

Après  avoir  envisagé  les   principales    questions   de    ' 
géométrie  générale  relatives  aux  propriétés  des  courbes,    ' 
il  me  reste  à  signaler  celles  qui  se  rapportent  aux  recti- 
fications  et  aux  quadratures,  dans  lesquelles  consiste   v 
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proprement,  suivant  l'explication  donnée  dans  la  dixiinie 
leçon,  le  but  définitif  de  la  science  géoniétriijue.  Mais 
ayant  eu  occasion  précédcmnuMil  Whiii-z  la  O""  leçon) 
d'étalilir  les  formules  générales  (jui  l'xpiiiiiciil .  à  l'aide 
(le  (crtainus  inléi; raies,  la  {(Hii^ncnr  ri  i'.iiii'  d  imip 
courbe  plane  quelconque  dniil  Téqualinn  irrlilinnc  est 
donnée,  et  devant,  d'ailleurs,  m'inlcrdin;  ici  loule  a()pli- 
cation  à  aucune  courbe  particulière,  cette  jwirtie  im|)or- 
tanle  du  sujet  se  trouve  suffisannuonl  tiaitée.  .le  me 
borneiai  seulement  à  iiidiqu«'i-  les  Inmiulrs  propics  a 
déterminer  l'aire  et  le  volume  des  cor[)S  produits  par  la 
révolution  des  courbes  planes  autoui  Av  leurs  axes. 

Supposons,  comme  on  p<'ut  évideumnul  tcMijours  le 
faire,  que  l'axe  de  rotation  soit  pris  |»our  axe  des 
abscisses;  et,  suivant  l'esprit  d<'  la  mélbode  infinite'simab* 
proprement  dite,  la  seoir  bien  convenable  jusqu'ici  aux 
recbercbes  de  cette  nature,  concevons  qu«'  l'abscisse 
augmente  d'une  quantité  infinimeMit  petite;  cet  accrois- 
sement déterminera  dans  l'aie  et  dans  l'aire  dr  la  murbe 
des  augmentations  différentielles  analogues  cpii,  par  la 
révolution  autour  de  l'axe,  engi'udreront  les  rlrint-nts 
(b- la  surface  et  du  V(dnnH'  cberrbés.  Il  est  aisé  de  voir 
que,  en  négligeant  setileiiienl  un  infininhiit  priil  du  se- 
cond ordre  tout  au  j)lus.  on  pouira  n-L-arder  ees  élé- 
ments cijnunr  égaux  à  la  surface  et  an  volnm»-  du  Imne 
de  cône  ou  du  e\  lindre  corn'Sjiomlant,  avant  pourbauteur 
la  différentii'lle  de  l'aiiNrisse,  et  poin*  rayon  de  sa  base 
rordonnée  du  point  (-..nsidéré.  D'après  c«da,i'U  apptdanl 
Net  1  la  surface  et  le  vidume  demandés,  le»  plus  simples 
propositimis    de    la    géométrie    élémentaire    fourniront 
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immédiatement  les   équations  différentielles  générales 
dS='2i:ydx,     dV=:Tzy-dx. 

Ainsi,  lorsque  la  relation  entre  y  et  x  sera  donnée  dans 
chaque  cas  particulier,  les  valeurs  de  5  et  de  F  seront 
exprimées  par  les  deux  intégrales 


S='^t:     ydx,     V=t:    y^dx; 


prises  entre  les  limites  convenables.  Telles  sont  les  for- 
mules invariables  d'après  lesquelles,  depuis  Leibnitz, 
les  géomètres  ont  résolu  un  grand  nombre  de  questions 
de  ce  genre,  quand  les  progrès  du  calcul  intégral  l'ont 
permis. 

On  pourrait  aussi  comprendre  au  nombre  des  recher- 
ches de  géométrie  générale  à  deux  dimensions,  l'im- 
portante détermination  des  centres  de  gravité  des  arcs 
ou  des  aires  appartenant  à  des  courbes  quelconques, 
quoique  cette  considération  ait  son  origine  dans  la  mé- 
canique rationnelle.  Car,  en  définissant  le  centre  de  gra- 
vité comme  étant  le  centre  des  moyennes  distances^  c'est- 
à-dire  un  point  dont  la  distance  à  un  plan  ou  à  un  axe 
quelconque  est  la  moyenne  arithmétique  entre  les  dis- 
tances de  tous  les  points  du  corps  à  ce  plan  ou  à  cet 
axe,  il  est  clair  que  cette  question  devient  purement  géo- 
métrique et  peut  être  traitée  sans  aucun  recours  à  la 
mécanique.  Mais,  malgré  une  telle  considération,  dont 
nous  reconnaîtrons  plus  tard  l'importance  pour  généra- 
liser suffisamment  et  avec  facilité  la  notion  du  centre  de 
gravité,  il  est  certain,  d'un  autre  côté,  que  la  destination 
essentielle  de  cette  recherche  doit  continuer  à  la  faire 
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classer  plus  convenablement  paiini  les  questions  de  in«*- 
canique;  quoique,  par  sa  natun-  propn»,  et  aussi  par  le 
caractère  analytique  de  la  méthode  correspondante,  elle 
appartienne  réellement  à  la  géométrie,  ce  qui  m'a  en- 
gagé à  l'indiquer  ici  par  anlicijialinn. 

Telles  sont  les  principales  cjuestiuns  tundanicnlalfs 
dont  se  compose  le  système  actuel  de  notre  géométrie 
générale  à  deux  dimensions.  On  voit  (ju«',  sous  le  rap- 
port analytique.  <'ll('s  peuvent  ètic  neth'Fncnt  disliniruées 
en  trois  classes  :  la  première,  comprenant  les  rerlierches 
géométriques  (jui  dépendent  seulement  de  l'analyse  or- 
dinaire ;  la  seconde,  celles  dont  la  solution  exitre  Irin- 
plni  du  calcul  différentiel  :  la  lioisième,  iMifin,  rtflles 
qui  ne  peuvent  être  résolu<;s  qu'à  l'aide  du  e.ilenl  inté- 
gral. 

Il  nous  reste  maintenant  à  considérer  sous  le  même 
aspect,  dans  la  Irrow  suivant»',  l'ensemlde  de  la  géo- 
métrie générale  à  trois  dimensions. 
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ne  la  géométrie  générale  à  trois  dimensions. 

L'étude  des  surfaces  se  compose  d'une  suite  de  ques- 
tions générales  exactement  analogues  à  celles  indiquées 
dans  la  leçon  précédente  par  rapport  aux  lignes.  Il  est 
inutile  de  considérer  ici  distinctement  celles  qui  ne  dé- 
pendent que  de  l'analyse  ordinaire,  car  elles  se  résol- 
vent par  des  méthodes  essentiellement  semblables;  soit 
qu'il  s'agisse  de  connaître  le  nombre  des  points  néces- 
saires à  l'entière  détermination  d'une  surface,  soit  qu'on 
s'occupe  de  la  recherche  des  centres,  soit  qu'on  de- 
mande les  conditions  précises  de  la  similitude  entre  deux 
surfaces  du  même  genre,  etc.  Il  n'y  a  d'autre  différence 
analytique  que  d'envisager  des  équations  à  trois  varia- 
bles au  lieu  d'équations  à  deux  variables.  Je  passe  donc 
immédiatement  aux  questions  qui  exigent  l'emploi  de 
l'analyse  transcendante,  en  insistant  seulement  sur  les 
considérations  nouvelles  qu'elles  présentent  relative- 
ment aux  surfaces. 

La  première  théorie  générale  est  celle  des  plans  tan- 
gents. En  se  servant  de  la  méthode  infinitésimale  pro- 
prement dite,  on  peut  aisément  trouver  l'équation  du 
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plan  (jiii  louche  une  surfare  quelconqn»'  m  un  point 
donné,  et  qui  est  alors  défini  comme  rf)ïnri(lant  avec  la 
surface  dans  une  étendue  infiniment  petite  tout  autour  du 
point  de  contact.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  (jue, 
afin  de  remplir  une  telle  condition,  l'accroissement  iiifi- 
niment  petit  reçu  par  l'ordonnée  verticale  en  résultat 
des  accroissements  infiniment  j>elils  des  deux  ((jordon- 
nées  horizontales  doit  être  le  même  pour  le  plan  que 
jtour  la  surface,  et  cela  indé[)endamment  d'aueuFie  rela- 
tion déterminée  entre  ces  deux  derniers  accroiss«'menls, 
sans  quoi  la  coïncidence  n'aurait  |>as  lieu  «-n  tout  sens. 
D'après    cette    idée,    l'analyse    donne     immédiatement 

l'équation  générale  : 

d-'  dz' 

dx'                   d]j 
pour  celle  du  plan  tan^'^enl,  ./',  //,  z\  désignant  les  «oor- 
d<Mniées  du    point   de  contact.   La   d«;lerminalion    de  re 
plan,  dans  chaipie   cas   particulier,  ^^   trouve  ainsi    ré- 
duite à  une  simple    différentiation  de   l'équati le  la 

surface  proposée. 

On  peut  aussi  obtenir  cette  é(|uation  ^'^énéralc  du  plan 
lancent,  en  faisant  d(''[)endre  sa  recherche  i\\'  la  '^eule 
théorie  des  tauiienles  aux  courhes  pl.'ines.  11  faut.  p<»ui 
cela,  considérer  ce  plan,  ainsi  qnou  je  fait  hahiluelle- 
ment  en  géométrie  descriptive,  connue  d«'termiin''  par 
les  tangentes  à  «leux  sections  jdanes  quelcompies  de  la 
surface  passant  au  point  doiuu'.  Kn  choisissant  les  plans 
de  ces  sections  parallèles  à  deux  des  plann  coordonné», 
on  parvient  sur-le-chaiu|.  a  r.''quatiou  précédente.  Taille 
manière  de  concevoir  le  plan  lan-ent   donne   lieu  d'éta- 
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blir  facilement  un  important  théorème  de  géométrie 
générale,  que  Monge  a  démontré  le  premier,  et  qui  con- 
siste en  ce  que  les  tangentes  à  toutes  les  courbes  qu'on 
peut  tracer  en  un  même  point  sur  une  surface  quel- 
conque sont  toujours  comprises  dans  un  même  plan. 

Enfin,  il  est  encore  possible  de  parvenir  à  l'équation 
générale  du  plan  tangent  en  le  considérant  comme  per- 
pendiculaire à  la  normale  correspondante,  et  définissant 
celle-ci  par  sa  propriété  géométrique  directe  d'être  le 
chemin  maximum  ou  minimum  pour  aller  d'un  point 
extérieur  à  la  surface.  La  méthode  ordinaire  à^^maxima 
et  minima  suffit  pour  former,  d'après  cette  notion,  les 
deux  équations  de  la  normale,  en  appliquant  cette  mé- 
thode à  l'expression  de  la  distance  entre  les  deux  points, 
l'un  situé  sur  la  surface,  l'autre  extérieur,  dont  le  pre- 
mier, conçu  comme  variable,  est  ensuite  supposé  fixe 
quand  les  conditions  analytiques  ont  été  exprimées, 
tandis  que  le  second,  primitivement  constant,  est  alors 
envisagé  comme  mobile,  et  décrit  la  droite  cherchée. 
Les  équations  de  la  normale  une  fois  obtenues,  on  en 
déduit  aisément  celle  du  plan  tangent.  Cette  ingénieuse 
manière  de  l'établir  est  également  due  à  Monge. 

La  question  fondamentale  que  nous  venons  d'exa- 
miner devient,  comme  dans  le  cas  des  courbes,  la  base 
d'un  grand  nombre  de  recherches  relatives  à  la  déter- 
mination du  plan  tangent,  lorsqu'on  remplace  le  point 
de  contact  donné  par  d'autres  conditions  équivalentes. 
Le  plan  tangent  ne  peut  point  évidemment  être  déter- 
miné par  un  seul  point  donné  extérieur,  comme  l'est  la 
tangente  :  il  faut  l'assujettir  à  contenir  une  droite  don- 
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née;  à  cela  près,  l'analogie  est  parfaite,  et  les  deux 
questions  se  résolvent  de  la  même  manière.  Il  en  est  de 
même  si  le  plan  tangent  doit  être  parallèle  à  un  plan 
donné,  ce  qui  fixe  la  valeur  des  deux  constantes  qui  as- 
signent sa  direction,  et  par  suite  (^'termine  les  coor- 
données du  point  de  contact,  dont  ces  constantes  sont, 
pour  chaque  surface  désignée,  des  fonctions  connues. 
Enfin  on  peut  aussi  trouver  comme  dans  les  courbes,  la 
lelation  analyti([ue  qui  exprime  <?énéralemeiit  le  simple 
phénomène  du  contact  entre  un  pl.m  et  une  surface, 
sans  spécifier  h}  lieu  de  ce  ccnitact  ;  dnii  r«'sulte  pareille- 
ment la  solution  de  plusieurs  (jiiestiuns  relatives  aux 
plans  tangents,  entre  autres  celle  «jui  consiste  à  déter- 
miner un  plan  qui  touche  à  la  foi>  trois  surfaces  (piel- 
conques  données,  recherche  analo;:  ne  à  celle  rie  la  tan- 
gente commune  à  rieux  courhes. 

La  théorie  générale  des  contacts  [dus  mi  hkuhs  iiiIiiiil-s 
(\\\\  peuvent  exister  entre  deux  surfaces  (pndconques  par 
suite  des  relations  plus  on  mnins  iiomhreuses  de  leurs 
équations  se  forme  d'apii's  un«'  melhode  exactemeiil 
semhiable  à  celle  indiquée  dans  la  leçon  précedi'ule  re- 
lativement aux  courbes,  en  exprimant,  a  l'aide  de  la 
série  de  ïavlor  j>oui-  les  fonctions  du  deux  variahlo,  la 
distance  verticale  des  den\  surfaces  en  nn  se<ond  point 
vctisin  de  leur  point  dinlersection,  el  dmit  les  coord<ui- 
nees  horizontales  auraient  reçu  deux  accroissements /i 
et  /c  entièrement  indépendanl>  lim  de  l'autre.  La  consi- 
dération de  cette  distance,  dévid<qq»ee  selon  les  puis- 
-ames  croissantes  de  //  et  /•",  et  dans  l'expression  de  la- 
(lUL'lle  (Ui  supprimera  successivement  les  termes  du  pre- 
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mier  degré  en  h  et  /»-,  ensuite  ceux  du  second,  etc., 
déterminera  les  conditions  analytiques  des  contacts  de 
différents  ordres  que  peuvent  avoir  les  deux  surfaces 
suivant  le  plus  ou  moins  grand  nombre  de  constantes 
arbitraires  contenues  dans  l'équation  générale  de  celle 
qu'on  regarde  comme  variable.  Mais,  malgré  la  confor- 
mité de  métbode,  cette  théorie  présentera  avec  celle  des 
courbes  une  différence  fondamentale  relativement  au 
nombre  de  ces  conditions,  par  suite  de  la  nécessité  où 
l'on  se  trouve  dans  ce  cas  de  considérer  deux  accroisse- 
ments indépendants  au  lieu  d'un  seul.  Il  en  résulte,  en 
effet,  que,  afin  que  chaque  contact  ait  lieu  dans  tous  les 
sens  possibles  autour  du  point  commun,  on  doit  annuler 
séparément  tous  les  différents  termes  du  même  degré 
correspondant,  et  dont  le  nombre  augmentera  d'autant 
plus  que  ce  degré  ou  l'ordre  du  contact  sera  plus  élevé. 
Ainsi,  après  la  condition  de  l'égalité  des  deux  or- 
données verticales  z  nécessaire  pour  la  simple  inter- 
section, on  trouvera  que  le  Contact  du  premier  ordre 
exige,  en  outre,  deux  relations  distinctes,  consistant 
dans  l'égalité  respective  des  deux  fonctions  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  propres  à  chaque  ordonnée 
verticale.  En  passant  au  contact  du  second  ordre,  il 
faudra  ajouter  encore  trois  nouvelles  conditions,  à 
cause  dos  trois  termes  distincts  du  second  degré  en 
h  et  k  dans  l'expression  de  la  distance,  et  dont  la  sup- 
pression complète  exigera  l'égalité  respective  des  trois 
fonctions  dérivées  partielles  du  second  ordre  relatives 
au  z  de  chaque  surface.  On  trouvera  de  la  même  ma- 
nière que  le  contact  du  troisième  ordre  donne  lieu  en 
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outre  à  quatre  autres  relations,  et  ainsi  «le  suite,  le 
nombre  des  dérivées  partielles  de  cliacjue  ordre  res- 
tant constamment  égal  au  nombre  de  termes  en  h  et  /• 
(lu  deg^ré  correspondant.  Il  est  aisé  iVew  conclure,  en 
général,  que  le  nombre  total  des  conditions  distinctes 
nécessaires    au    contact    de    Tordi»'  // ,   a    jmur   vab'ur 

(n-hl)(/î+2)    ,       ,.  ,  ,  ,         -,     ,     • 

^^ ^ ,   tandis   (jue   dans    les    courlH.'.s    il    était 

simplement  égal  à  ;*  -f-  1  • 

Par  suite  de  cette  seulr  ditTérence  essentiellr,  la 
théorie  des  surfaces  est  loin  d'offrir  à  cet  égard  la  même 
facilité  et  de  comporter  la  mémeperfecli(ni  que  ndlc  des 
courbes.  Quand  on  se  borne  au  contact  du  premirr  or- 
dre, il  y  a  parité  complète,  puis(}ue  ce  contact  n'exige 
que  trois  conditions,  auxcjurllos  on  prnt  toujours  satis- 
faire à  l'aide  des  trois  constantes  aibitrairrs  iju»*  rt'ii- 
ferme  l'équation  général»-  d'un  plan  ;  de  la  résulte, 
comme  cas  particulier,  la  théorie  des  plans  tangents, 
exactement  analogue  à  celle  des  tangentes  aux  courbes, 
et  présentant  la  même  utilité  pour  étudirr  la  forme 
d'un<'  sui'facc  qu«'lr«»nqih'.  Mais  il  ii  «mi  rsl  plus  ainsi 
lorsqu'on  considèn'  le  contact  du  second  oidrr,  afin  dr 
mesurer  la  courbure  des  surfaces.  Il  serait  natund  ahirs 
dr  conipai<'r  toutes  les  surfaces  à  la  spli«*re,  la  seul»-  qui 
présente  mu»  courhurr  unifoinu'.  roninn'  on  compare 
toutes  les  courbes  au  cercle.  Hr,  !••  conlarl  du  s»Mond 
ordre  entn'  d«'ux  surfaces  exigeant  six  rondilions, 
tandis  que  ré(iuatioii  la  plus  général.*  d'une  sphère 
contient  seulcnn-nt  quatre  constantes  arbitraires,  il  n'est 
j»as  possible  (h- trouver,  en  cha(|ue  point  d'unr  surface 
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quelconque,  une  sphère  qui  soit  complètement  oscula- 
Irice  en  tous  sens,  au  lieu  que  nous  avons  vu  un  arc  de 
courbe  infiniment  petit  pouvoir  toujours  être  assimilé  à 
un  certain  arc  de  cercle.  D'après  cette  impossibilité  de 
mesurer  la  courbure  d'une  surface  en  chaque  point  à 
l'aide  d'une  seule  sphère,  les  géomètres  ont  déterminé 
les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  d'une  sphère  qui, 
au  lieu  d'être  osculatrice  en  tous  sens  indistinctement, 
le  serait  seulement  dans  une  certaine  direction  particu- 
lière, correspondante  à  un  rapport  donné  entre  les  deux 
accroissements  h  et  k.  Il  suffit  alors,  en  effet,  pour  éta- 
blir ce  contact  du  second  ordre  relatif ,  d'ajouter,  aux 
trois  conditions  ordinaires  du  contact  du  premier  ordre, 
la  condition  unique  qui  résulte  de  la  suppression  totale 
des  termes  du  second  degré  en  h  et  k  envisagés  coUecti-  j 
vement,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  les  annuler  chacun 
séparément;  le  nombre  des  relations  se  trouve  par  là 
seulement  égal  à  celui  des  constantes  disponibles  ren- 
fermées dans  l'équation  générale  de  la  sphère,  qui  est 
ainsi  déterminée.  Ce  procédé  se  réduit  proprement  à  étu- 
dier la  courbure  d'une  surface  en  chaque  point  par  celle 
des  différentes  courbes  que  tracerait  sur  cette  surface 
une  suite  de  plans  menés  par  la  normale  correspon- 
dante. 

D'après  la  formule  générale  qui  exprime  le  rayon 
de  courbure  de  chacune  de  ces  sections  normales  en 
fonction  de  sa  direction,  Euler,  auquel  est  essentielle- 
ment due  toute  cette  théorie,  a  découvert  plusieurs  théo- 
rèmes importants  relatifs  à  une  surface  quelconque.  Il  a 
d'abord  aisément  établi  que,  parmi  toutes  les  sections! 
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normales  d'uno  surfaro  on  un  même  point,  on  en  [)nu- 
vait  distinguer  deux  principales,  dont  la  courbure,  com- 
parée à  celle  de  toutes  les  autres,  était  un  minimum 
pour  la  première,  et  un  îttn rimuryi  \Mn\v  la  second»*,  vl 
dont  les  plans  présentent  cette  circonstanc»-  rcmarquahU' 
d'être  constamment  perpondiculaires  min'  eux.  Il  a  fait 
voir  ensuite  que,  quelle  que  put  étrr  la  surface  |»ro- 
posée,  et  sans  qu'il  fût  même  nécessaire  de  la  définir, 
la  courbure  de  ces  deux  secti(»ns  principales  suffisait 
seule  pour  déterminer  comjdi'li'ment  rell«'  d'une  autrt* 
section  normale  quelconque,  à  laide  d'une  formule  in- 
variable et  lies  simple,  d'a[)r«*s  l'inclinaismi  du  plan 
de  cette  section  sur  celui  de  la  seclion  de  plus  grande 
ou  de  plus  petite  courbure.  Kn  cfuisidérant  celte  for- 
mule comme  l'équatinn  pcdaire  d'une  certaine  courbe 
jdane.  il  en  a  déduit  une  ingénieuse  constructiiui.  émi- 
nemment remarquable  par  sa  généralité  et  par  sa  simpli- 
cité. Elle  consiste  en  ce  que,  si  Tmi  ((uistruit  une  dlipsi' 
telle  «jue  les  distances  d'un  de  ses  lo\ers  aux  diii\  ex- 
trémités du  grand  axe  soieul  «'«.'alesaux  deux  rayons  d»* 
courbure  ?}tnrimf/fff  et  minumim .  le  ravon  de  courbure 
de  tonte  autre  secli(»n  muinale  sera  égal  à  celui  des 
ravoiis  vecteuis  de  l'ellipse  qui  fera  avec  l'axe  un  angle 
double  de  l'iinlinaisoii  du  pian  de  celle  seclion  sur  celui 
d  une  des  Sections  [)rincipales.  (letleellipse  se  cban^een 
une  bvpeiboje  consiluile  de  la  même  manière,  quand 
les  deux  sections  principales  ne  ttuirneiit  pas  leur  con- 
cavité dans  le  même  sens  :  enfin  elle  «ievienl  une  para- 
bole, lors(|ue  la  surface  est  du  gi-iire  de  celles  qui  peu- 
veFil    être  engendrées  par   une  ligne    droite,   ou  qu'ello 
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présente  une  inflexion  au  point  que  l'on  considère.  De 
cette  belle  propriété  fondamentale,  on  a  conclu  plus  tard 
un  grand  nombre  de  théorèmes  secondaires  plus  ou 
moins  intéressants,  que  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'indi- 
quer. Je  dois  seulement  signaler  le  théorème  essentiel 
par  lequel  Meunier  a  complété  le  travail  d'Euler,  en  rat- 
tachant la  courbure  de  toutes  les  courbes  quelconques 
qui  peuvent  être  tracées  sur  une  surface  en  un  même 
point,  à  celle  des  sections  normales,  les  seules  qu'Euler 
eût  considérées.  Ce  théorème  consiste  en  ce  que  le 
centre  de  courbure  de  toute  section  oblique  peut  être 
envisagé  comme  la  projection  sur  le  plan  de  cette  sec- 
tion, du  centre  de  courbure  correspondant  à  la  section 
normale  qui  passerait  par  la  même  tangente  :  d'où  Meu- 
nier a  déduit  une  construction  fort  simple,  d'après  la- 
quelle, par  l'emploi  d'un  cercle  analogue  à  l'ellipse 
d'Euler,  on  détermine  la  courbure  des  sections  obliques, 
connaissant  celle  des  sections  normales;  en  sorte  que, 
parla  combinaison  des  deux  théorèmes,  la  seule  cour- 
bure des  deux  sections  normales  principales  suffit  pour 
obtenir  celle  de  toutes  les  autres  courbes  qu'on  peut 
tracer  sur  une  surface  d'une  manière  quelconque  en 
chaque  point  considéré.  | 

La  théorie  précédente  permet  d'étudier  complètement,  | 
point  par  point,  la  courbure  d'une  surface  quelconque. 
Afin  de  lier  plus  aisément  entre  elles  les  considérations 
relatives  aux  divers  points  d'une  même  surface,  les  géo- 
mètres ont  cherché  à  déterminer  ce  qu'ils  appellent  les 
hfjnea  de  courbure  d'une  surface,  c'est-à-dire,  celles  qui 
jouissent  de  la  propriété  que  les  normales  consécutives 
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à  la  surface  peuvoîit  y  èlro  regardées  comme  comprises 
dans  un  mémt'  plan.  En  chaque  point  d'unf  surface 
(juelconque,  il  existe  d»'ux  i\f  n>s  lignes,  cpii  se  trou- 
vent être  constamment  perpendiculaires  entre  elles,  et 
dont  les  directions  coïncident  ;i  Imr  orii:inr  avec  celle 
des  deux  sections  normales  j/rinripalvs  considérées  ci- 
dessus,  ce  qui  peut  dispenser  d'envisager  distinctemeiit 
ces  dernières.  La  détermination  de  ces  lignes  de  c<iur- 
liure  s'effectue  très  simpli-ment  sur  l«s  surfaces  les  plus 
usuelles,  telles  que  les  surfaces  cylindri(jues,  «oniques, 
et  de  révolution.  Celte  nouvelle  considération  fonda- 
mentale est  d'ailleurs  devenue  le  point  tie  départ  de  plu- 
sieurs autres  recherches  générales  moins  importantes, 
comme  celles  des  sur/ucps  dr  roiwhur*',  (jui  sont  les 
lieux  géométriques  des  centres  de  criurhure  des  «liverses 
sections  /jrinr i pairs  ;  celh;  des  surfaces  devehjppaldes 
fornu'es  par  les  normales  à  la  snifacc  iiimecs  aux  diffé- 
i-enls  points  de  cliacpie  lii^nr  de  roiirhuir,  etc. 

Pour  terminei-  Texainen  (h;  la  tluMiiic  dr  la  «-ourliure, 
il  me  reste  à  indicpnr  sommairement  ce  (|ui  se  rapport(> 
aux  ( (t)ti'hrs  à  ihtllhlr  (  nu l'hil l'c ,  c'i'st-à-flif»',  à  celles  qui 
ne  peuvent  être  conteinu's  dah>  un  j»lan. 

Quant  à  la  (h'-tta-minatioii  Av  leurs  tani;rnlrs.  flli* 
fi'offre  évidemment  aucuiir  diffirullé.  Si  la  rourhi-  e>t 
dormée  analytiqu^'Uicnl  par  les  é(|uations  di'  ses  projec- 
tions sur  deux  des  jdaiis  coordonnés,  les  équations  de  six 
tangente  seront  simplenniil  erlhs  des  tangentes  à  ce» 
deux  projections,  ce  qui  fait  n'ntn'r  la  que.stion  «ians  le 
cas  dos  courh«'S  plaFies.  Si,  sous  un  pninl  d.-  vur  plus 
général,  la  définition  analytique  de  la  couih»'  cniisisle, 


428  PHILOSOPHIE    POSITIVE 

ainsi  que  l'indique  la  douzième  leçon,  dans  le  système 
des  équations  des  deux  surfaces  quelconques  dont  elle 
serait  l'intersection,  on  regardera  la  tangente  comme 
étant  l'intersection  des  plans  tangents  à  ces  deux  sur- 
faces, et  le  problème  sera  ramené  à  celui  du  plan  tan- 
gent, résolu  ci-dessus. 

La  courbure  des  courbes  de  cette  nature  donne  lieu  à 
l'établissement  d'une  notion  nouvelle  fort  importante.  * 
En  effet,  dans  une  courbe  plane,  la  courbure  se  trouve 
être  suffisamment  appréciée  en  mesurant  l'inflexion  plus 
ou  moins  grande  des  éléments  consécutifs  les  uns  sur 
les  autres,  qui  est  estimée  indirectement  par  le  rayon  du 
cercle  osculateur.  Mais  il  n'en  est  nullement  ainsi  dans 
une  courbe  qui  n'est  point  plane.  Les  éléments  consécu- 
tifs n'étant  plus  alors  contenus  dans  un  môme  plan,  on 
ne  peut  avoir  une  idée  exacte  de  la  courbure  qu'en 
considérant  distinctement  les  angles  qu'ils  forment  entre 
eux  et  aussi  les  inclinaisons  mutuelles  des  plans  qui  les 
comprennent.  Il  faut  donc,  avant  tout,  commencer  par 
fixer  ce  qu'on  doit  entendre  à  cliaque  instant  par  le  plan 
de  la  courbe,  c'est  à-dire,  celui  que  déterminent  trois 
points  infiniment  voisins,  et  qu'on  appelle,  pour  cette 
raison,  le  plan  osculateur^  qui  change  continuellement 
d'un  point  à  un  autre.  La  position  de  ce  plan  une  fois 
obterme,  la  mesure  de  la  courbure  ordinaire,  à  l'aide  du 
cercle  osculateur,  ne  présente  plus  évidemment  aucune 
difficulté  nouvelle.  Quant  à  la  seconde  courbure,  elle 
est  estimée  par  l'angle  plus  ou  moins  grand  que  for- 
ment entre  eux  deux  plans  osculateurs  consécutifs,  et 
dont  il  est  aisé  de  trouver  généralement  l'expression  ana- 
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l\li(|uo.  Pour  établir  plus  d'analogie  entre  la  lliéori*?  île 
cette  courbure  et  celle  de  la  premiiT»*,  mi  pourrait  égale- 
ment la  regarder  comme  mesurée  indirectement  «ra[)rès 
le  rayon  de  la  sphère  osculalrirr  qui  passi-rail  par  quatrr 
points  infiniment  voisins  de  la  courbe  proposée,  et  dont 
l'équation  se  formerait  de  la  même  manière  qu«*  celle 
du  plan  osculateur.  On  l'apprécit*  ordinairement  par  la 
courbure  maximum  que  présente,  au  point  consid«'ré.  la 
surface  développable  qui  est  le  liru  géomélriqn»'  d<> 
toutes  les  tangentes  à  la  courh»'  (noposée. 

Nous  devons  passer  maint<Miant  à  rindiralion  di'S 
questions  de  géométrie  générale  à  trois  dimmsions  qui 
dépendent  du  calcul  intégral;  «db's  coinpr<'inn*nt  la  qua- 
drature des  surfaces  courbes,  et  la  cubât uif  dt'<  vo- 
lumes correspondaïits. 

Relativement  à  la  (juadrature  drs  surfarr's  courbrs.  il 
faut,  pour  établii'  Téipiation  diftV'rentiolb'  générale, ct)n- 
cevoir  la  surface  partager  en  éléments  plans  infiniuii'iit 
petits  dans  tous  les  sens,  par  qnatir  plans  p.TjH'ndicu- 
laires  deux  à  deux  aux  axrs  des  coordoiuiét's  ./•  rt  y. 
(ibacun  de  ces  éléments,  situé  dans  b'  plan  tangent  cor 
r«'Spondaiil ,  aurait  évidcnniicnt  |inur  projection  bnri- 
zontalc.  le  rectangle  toiiné  jiai  les  dilTéreiitielIcs  d«'S 
deux  coordonnées  horizontales,  et  dmit  I  aire  serait 
(l.nh/.  Cette  aire  dcuuiera  celle  de  TélénuMil  liii-méine, 
d'apii'snii  tliénicme  élémentaire  l'orl  simple,  en  la  divi- 
sant pai-  le  coMnus  <le  l'angle  que  fait  le  plan  tang«'nl 
avec  le  plan  des  ///.  On  tmnvera  ainsi  que  re\pressi»ifi 
de  cet  élément  est  généralement  : 
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d^S=dxdyyJ^^  +  ^^  +  i 


C'est  donc  par  la  double  intégration  de  cette  formule 
différentielle  à  deux  variables  qu'on  connaîtra,  dans 
chaque  cas  particulier,  Taire  de  la  surface  proposée, 
autant  que  pourra  le  permettre  l'imperfection  actuelle 
du  calcul  intégral.  Les  limites  de  chaque  intégrale  suc- 
cessive seront  déterminées  par  la  nature  des  surfaces 
dont  l'intersection  avec  celle  que  l'on  considère  devra 
circonscrire  l'étendue  à  mesurer,  en  sorte  que,  dans 
l'application  de  cette  méthode  générale,  il  faudra  ap- 
porter un  soin  particulier  à  la  manière  de  fixer  les  cons- 
tantes arbitraires  ou  les  fonctions  arbitraires  intro-  | 
duites  par  l'intégration. 

Relativement  à  la  cubature  des  volumes  terminés  par 
les  surfaces  courbes,  le  système  de  plans  à  l'aide  duquel 
nous  venons  de  différentier  l'aire  peut  aussi  servir  im- 
médiatement à  décomposer  le  volume  en  éléments  po- 
lyèdres. Il  est  clair,  en  effet,  que  l'espace  infiniment 
petit  du  second  ordre  compris  entre  ces  quatre  plans  ■ 
doit  être  envisagé,  suivant  l'esprit  de  la  méthode  infini-  1 
tésimale,  comme  égal  au  parallélipipède  rectangle 
ayant  pour  hauteur  l'ordonnée  verticale  z  du  point  que 
l'on  considère  et  pour  base  le  rectangle  dxdy,  puisque 
leur  différence  est  évidemment  un  infiniment  petit  du 
troisième  ordre^  moindre  que  dxdydz.  D'après  cela,  un 
des  plus  simples  théorèmes  de  la  géométrie  élémen- 
taire fournira  directement,  pour  l'expression  différen- 
tielle du  volume  cherché,  l'équation  générale 

d^V=  zdxdy; 
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d'où  l'on  (Icduira,  pai'  un»'  dnnljlc  intégration,  dans 
chaque  cas  particulier,  la  valeur  elïrotive  de  ce  volume, 
en  ayant  le  même  égard  «jur  |»récédeinm«'nt  à  la  détn- 
mination  des  limites  de  cliaqui'  inlégralr,  ccjnlnrmemtnl 
à  la  nature  des  surfaces  «jui  devront  circonscrire  latérale- 
ment le  volume  proposé. 

Sans  entrer  ici  dans  aucun  détail  relatif  à  la  solutimi 
définitive  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  «ju»  sli«uis 
fondamentales,  il  peut  être  utile  de  remarquer,  d*a[)n*s 
les  équations  différentielles  précédentes,  um*  analogie 
générale  et  singulière  qui  existe  nécessairement  entre 
elh'S,  et  (jui  permellrail  de  transforme'r  toute  recherche 
relative  à  la  quadrature  «ti  nnc  recherche  correspon- 
dante relative  à  la  cuhature.  On  voit,  en  effet,  que  les 
d«.'ux   équations  difftM-enlielles  nr    (liffn.iii    qnr  p.n    !»• 


changement  de  z  en  \/  -, 1 — r-.  4-  1  «'"  i'.i^>.iiil   dr  la 

seconde  à  la  première.  Ainsi  l'aire  d'[\\\>'  surface  courhe 
(jnelconque  peut  élir  regardée  comm»'  iinm»'iiqm'mrnl 
égale  au  volume  d'un  corj)s  h'iininé  jtai  nn«*  surface 
dont  l'ordonnée  verticale  aurait  à  (hatjut'  in>lanl  pnur 
valeni"  la  sécant»'  dr  rang!»'  ijut'  lait  avrr  !«'  jtlan  hori- 
zontal le  plan  langi'ul  correspondant  à  la  surfan*  primi- 
tive, les  limites  étant  d'aillnns  supposé. -s  rcspi-rtive- 
ment  les  mêmes. 

Pour  terminer  r«'.\ami'n  philosophique  ih;  la  géoiaé- 
tiie  générale  a  trois  diniciisions,  il  m»' reste  à  considérer 
sommairement  la  helle  conc(q»lion  fondamentale  élahlie 
par  Monge  relativement  à  la  classification  analytique 
des    surfaces   en   familles  naturelhs,    ipii   doit  être   re- 
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o'ardée  comme  le  perfectionnement  le  plus  important 
qu'ait  reçu  la  science  géométrique  depuis  Descartes  et 
Leibnitz. 

Quand  on  se  propose  d'étudier,  sous  un  point  de  vue 
général,  les  propriétés  spéciales  des  diverses  surfaces, 
la  première  difficulté  qui  se  présente  consiste  dans  l'ab- 
sence d'une  bonne  classification,  déterminée  par  les  carac- 
tères géométriques  les  plus  essentiels,  et  d'ailleurs  suf- 
fisamment simple.  Dès  la  fondation  de  la  géométrie  ana- 
Ivtique,  les  géomètres  ont  été  involontairement  conduits 
à  classer  les  surfaces,  comme  les  courbes,  par  la  forme 
et  le  degré  de  leurs  équations,  seule  considération  qui 
s'offrit  d'elle-même  à  l'esprit  pour  servir  de  base  à  une 
distinction  dont  l'importance  n'avait  d'abord  été  nulle- 
ment sentie.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  ce  principe  de 
classification,  convenablement  applicable  aux  équations 
du  premier  et  du  second  degré,  ne  remplit  aucune  des 
conditions  principales  auxquelles  doit  satisfaire  un  tel 
travail.  En  effet,  on  sait  que  Newton,  en  discutant  l'équa- 
tion générale  du  troisième  degré  à  deux  variables,  pour 
se  borner  à  la  simple  énumération  des  diverses  courbes 
planes  qu'elle  peut  représenter,  a  reconnu  que,  bien 
qu'elles  fussent  toutes  nécessairement  indéfinies  en 
tout  sens,  on  devait  en  distinguer  74  espèces  particu- 
lières, aussi  différentes  les  unes  des  autres  que  le  sont 
entre  elles  les  trois  courbes  du  second  degré.  Quoique 
personne  n'ait  analysé  sous  le  même  point  de  vue 
l'équation  générale  du  quatrième  degré  à  deux  varia- 
bles, il  n'est  pas  douteux  qu'elle  ne  dût  faire  naître  un 
nombre  beaucoup  plus  considérable  encore  de  courbes 
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flislinctes;  et  ce  nombre  tlevrait  évidemment  augmentai- 
avec  une  prodigieuse  rapidité  d'après  le  degré  de  l'équa- 
tion. Si  maintenant  l'on  passe  aux  équations  k  trois  va- 
riables, qui,  vu  leur  plus  grande  complication,  présen- 
tent nécessairement    bien  plus  dr  variété,   il  est  incon- 
testable (jue  1»'  nombre  des  surfaces  vraiment  distinctes 
qu'elles  peuvent  expiimer  doit   «Mre  encore  plus  multi- 
plié, et  croître    beaucou[>    plus    rapidtMn.ni    d'après   Ir 
degré.  Cette  nuiltiplicile  drvirnl    (tdlr  (piun   s'rsl  tou- 
jours borné  à  analyser  ainsi  les  é(|ualiuns  d»'s  dmx  pre- 
miers degrés,   aucun   géomètre  n'ayant  tenté   pour  b'S 
surfaces   du    troisième  degré  ce  qu'a   «'xr-cul»'   .Nrwtun 
poui"  les  courbes  correspondantes.  11  . suit    Amie  dr  cette 
considération  évidente  que,  quand  même  rimj>erfeclion 
de  l'algèbre  ne  s'op[)oserait  pas  à  l'emplui  indéfini  d'un 
procédé  semblable,  la  classificatirm  générale  des  surfaci's 
par  le  degré  et  la  forme  de  Iniis  é(|uatinns  sn-ait  entiè- 
rement impraticable.  Mais  ce  motif  n'est  pas  le  seul  qui 
doive  faire  Hîjeter  une  tfdle  classification  :    il   n'est  point 
même  le  plus  impoitant.  Kn  eff«'l,  cette  manière  de  dis- 
poser les  surfaces,  outre   limpossibililé  de  la  suivri'.  se 
trouve  directement  contraire  à  la  princi()ale  d<'stiiialion 
de  toute   bonne  classification   quelconque,  consistant  à 
rapproclier  le  plus  les  uns  des  autres   les  (djjets  qui  of- 
frent les  relations   les    jilus    importantes,  et    à    éloigner 
ceux  dont  les  analogies  oui  peu  dr  \al«'ui.  L'identit»' du 
degré  de  leurs  equati(Mis  est,   p(UM   les   surfaces,  un  ca- 
rarli-re  d'une   valeur  géométrique    très    médiocre,    qui 
n'imlique   pas  même  exactement  le  nombre   des  p<»ints 
nécessaires  à  1  entière  dê'termination  de  chacune.  Lu  pro- 
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priété  commune  la  plus  importante  à  considérer  entre 
des  surfaces  consiste  évidemment  dans  leur  mode  de  g^é- 
nération  ;  toutes  celles  qui  sont  engendrées  de  la  même 
manière  devant  offrir  nécessairement  une  grande  ana- 
logie géométrique,  tandis  qu'elles  ne  sauraient  avoir  que 
de  très  faibles  ressemblances  si  elles  sont  engendrées 
d'après  des  modes  essentiellement  différents.  Ainsi,  par 
exemple,  toutes  les  surfaces  cylindriques,  quelle  que 
soit  la  forme  de  leur  base,  constituent  une  même  fa- 
mille naturelle,  dont  les  diverses  espèces  présentent  un 
grand  nombre  de  propriétés  communes  de  première 
importance  :  il  en  est  de  même  pour  toutes  les  surfaces 
coniques,  et  aussi  pour  toutes  les  surfaces  de  révolu- 
tion, etc.  Or,  cet  ordre  naturel  se  trouve  complètement 
détruit  par  la  classification  fondée  sur  le  degré  des 
équations.  Car  des  surfaces  assujetties  à  un  même  mode 
de  génération,  les  surfaces  cylindriques,  par  exemple, 
peuvent  fournir  des  équations  de  tous  les  degrés  imagi- 
nables, à  raison  de  la  seule  différence  secondaire  de 
leurs  bases;  tandis  que,  d'un  autre  côté,  des  équations 
d'un  même  degré  quelconque  expriment  souvent  des 
surfaces  de  nature  géométrique  opposée,  les  unes  cy- 
lindriques, les  autres  coniques,  ou  de  révolution,  etc. 
Une  telle  classification  analytique  est  donc  radicalement 
vicieuse,  comme  séparant  ce  qui  doit  être  réuni,  et  rap- 
prochant ce  qui  doit  être  distingué.  Cependant,  la  géo- 
métrie générale  étant  entièrement  fondée  sur  l'emploi 
des  considérations  et  des  méthodes  analytiques,  il  est 
indispensable  que  la  classification  puisse  prendre  aussi 
un  caractère  analytique. 
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Tel  était  donc  l'étcit  précis  de  la  difficulté  fondamen- 
tale, si  heureusement  vaincue  par  Monge  :  les  familles 
naturelles  entre  les  surfaces  étant  clairement  établira 
sous  le  point  de  vue  géométrique  «l'après  le  mi»de  do  gé- 
nération, il  fallait  découvrir  un  genre  de  relations  ana- 
lytiques destiné  à  présenter  constammenl  iiiir  interpré- 
tation abstraite  de  ce  caractère  coniiel.  (li'lte  découverte 
capitale  était  rigoureusement  indispensable  |»nnr  arlii-- 
ver  de  constitui-r  la  llieoiie  «générale  des  surfaces. 

La  considération,  que  Mon^c  a  «'niploNi-e  jiou  r  y  pai*- 
venir,  consiste  dans  cette  observation  ^én«M'ab'.  aussi 
simple  tjue  directe  :  les  surfaces  assujetties  à  un  même 
mode  de  génération  sont  nécessaiit'inent  raractériséos 
par  une  certaine  pro[)riété  commuin'  Ac  leur  jtlan  lan- 
gent eTi  un  point  (jueicrtnijne  ;  en  sort»'  qn'i'ii  rxjirimant 
aiialyli«[iicmenl  cette  propri«''té  d'après  r«'Mju;ition  giMie- 
rale  du  plan  tani^cnl  à  un«î  surface  quelcompie,  on  foi-- 
nirra  une  équation  difféient iellr  i-epr«'*senlant  à  la  fois 
toutes  les  surfaces  de  cette  famille. 

Ainsi,  par  exemple,  toute  surface  cylindriijue  pré- 
sente ce  caractère  exclusif:  qn»*  le  plan  tangent  t-n  nn 
point  (juelconcpie  de  la  surface  est  constanuneni  paral- 
lèle il  la  di-oite  fixe  (pii  indiqm*  la  direction  des  ^généra- 
trices. D'après  C(da,  il  est  aisé  de  voir  que  les  équations 
de  celt«.'  droite  étant  supposées  être 

.i-=i(iz,  »/  =  A:, 

l'équation    f;énerale    du    plan    tan::ent    elablii-   ei-dessus 
domiera,  pour  l'équati*»!!  diflV«refitie||e  ennunnni-  a  toutes 

iUi'faces  CN  liiidriqiies  : 


es  SI 


b 
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clz         dz 
dx         dy 

'  De  même,  relatis^ement  aux  surfaces  coniques,  elles 
sont  toutes  caractérisées  sous  ce  point  de  vue  par  la  pro- 
priété nécessaire  que  leur  plan  tang-ent  en  un  point  quel- 
conque passe  constamment  par  le  sommet  du  cône.  Si 
donc  «,  ê,  7,  désignent  les  coordonnées  de  ce  sommet,  on 
trouvera  immédiatement 

sdz      ,         ^  dz 

pour  l'équation  différentielle  représentant  la  famille  en- 
tière des  surfaces  coniques. 

Dans  les  surfaces  de  révolution,  le  plan  tangent  en  un 
point  quelconque  est  toujours  perpendiculaire  au  plan 
méridien,  c'est-à-dire  à  celui  qui  passe  par  ce  point  et 
par  l'axe  de  la  surface.  Afin  d'exprimer  analytiquement 
celte  propriété  d'une  manière  plus  simple,  supposons 
que  l'axe  de  révolution  soit  pris  pour  celui  des  z  :  l'équa- 
tion différentielle  commune  à  toute  cette  famille  des  sur- 
faces sera 

dz        dz 

y- x  —  =zo. 

dx        dy 

11  serait  superflu  de  citer  ici  un  plus  grand  nombre 
d'exemples  pour  établir  clairement,  en  général,  qae. 
quel  que  soit  le  mode  de  g'énération,  toutes  les  surfaces 
d'une  même  famille  naturelle  sont  susceptibles  d'être  re- 
présentées aialytiquement  par  une  même  équation  aux 
différences  partielles  contenant  des  constantes  arbi- 
traires, d'après  une  propriété  commune  de  leur  plan  tan- 
gent. 
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Afin  de  compléter  cette  correspondance  fondamentale 
et  nécessaire  entre  le  point  de  vue  ^féométriqueet  le  point 
de  vue  analytique,  Moiige  a  considéré  en  outre  les  équa- 
tions finies  qui  sont  les  intégrale:;  de  ces  équations  dif- 
férentielles, et  qu'on  peut  d'ailleurs  presque  toujours  fa- 
cilement obtenir  aussi  par  des  n'cherches  directes.  Cha- 
cune de  ces  équations  finies  doit,  comme  on  le  sait  par 
la  théorie  générale  de  l'intégratim,  contenir  une  fonc- 
tion arbitraire,  si  l'équation  différentielle  <'st  seulement 
du  premier  ordre;  c<'  qui  tr»'ni|téch»»  pas  (\uo  d»*  telles 
équations,  quoique  beaucoup  plus  générales  que  celles 
dont  on  s'occupe  ordinairement,  ne  présentant  un  sens 
nettement  déterminé,  soit  sous  le  rapport  géométrique, 
soit  sous  le  simph'  rapport  analytique.  Cette  fonction 
arbitraire  correspon»!  à  ce  qu'il  y  a  d'indéterminé  dans 
la  génération  des  surfaces  proposées,  ;i  l.i  bas»*,  par 
exemple,  si  les  surfaces  sont  «  ylindriquj's  ou  n»uiqu»«s,  à 
la  courbe  méridienrir,  si  clb'ssont  do  révolution,  rtc.  (1). 
Dans  certains  c;is  mém»',  ré(jualiou  fini»*  d'une  familb» 
dr  surfaces  contient  à  la  fo-s  deux  fonriions  arbilrai- 
les,  affectées  à  descombiriaisnns  disliuctes  des  coordon- 
nées variables  ;  c'est  ce  qui  a  li<'U  lorsque  i'eijualioii  dif- 
ferenlielle  con-esnondinh'  dcdl  èlrr  du  serond  ordre  ; 
sous  le  point  de  vue  géométrique,  cette  indélrmiinalion 

(1;  On  tiouv.'.  par  exemple,  soil  d'aprè»  len  coii»i«lér«tioii»  dirrctr» 
de  géométrie  analytique,  soit  en  résultat  de»  ni<thodos  d  lutéjjralion. 
que  les  surfaces  cylindriques  et  les  surface*  coniqucn  ont  pour  équation» 

finios 

f.  désignant  une  fonction  entier  ;mrnl  arbitraire. 
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plus  grande  indique  une  famille  plus  générale,  et  néan- 
moins caractérisée.  Telle  est,  par  exemple,  la  famille  des 
surfaces  développables,  qui  comprend,  comme  subdivi- 
sions, toutes  les  surfaces  cylindriques,  toutes  les  sur- 
faces coniques,  et  une  infinité  d'autres  familles  analogues, 
et  qui  peut  cependant  être  nettement  définie,  dans  sa 
plus  grande  généralité^  comme  étant  V enveloppe  de  l'es- 
pace parcouru  par  un  plan  qui  se  meut  en  restant  tou- 
jours tangent  à  deux  surfaces  fixes  quelconques,  ou 
comme  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  tangentes  à 
une  môme  courbe  quelconque  à  double  courbure.  Ce 
groupe  naturel  de  surfaces  a,  pour  équation  différen- 
tielle invariable,  cette  équation  très  simple,  découverte 
par  Euler,  entre  les  trois  dérivées  partielles  du  second 

ordre  : 

/   dh  V         d'z  d'z 


\dx  dyj  dx^  dif^ 

L'équation  finie  contient  donc  nécessairement  deux 
fonctions  arbitraires  distinctes,  qui  correspondent  géo- 
métriquement aux  deux  surfaces  indéterminées  sur  les- 
quelles doit  glisser  leplan  générateur,  ou  aux  deux  équa- 
tions quelconques  de  la  courbe  directrice. 

Quoiqu'il  soit  utile  de  considérer  les  équations  finies 
des  familles  naturelles  de  surfaces,  on  conçoit  néan- 
moins que  rindctermination  des  fonctions  arbitraires 
qu'elles  renferment  inévitablement  doit  les  rendre  peu 
propres  à  des  travaux  analytiques  soutenus,  pour  les- 
quels il  est  bien  préférable  d'employer  les  équations  dif- 
férentielles, ôii  il  n'entre  que  de  simples  constantes  arbi- 
traires, malgré  leur  nature  indirecte.  C'est  par  là  que 
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r«HQ(le  générale  el  régulière  des  propriélés  .les  diverses 
surfaces  est  réellement  devenue  possible,  le  point  de  vue 
commun  ayant  pu  ainsi  être  saisi  et  sé[»arépar  Tanalvs»'. 
On  conçoit  qu'une  telle  conceptinn  ait  permis  d«?  décou- 
vrir des  résultats  d'un  degré  de  gi'uéralilé  el  d'intérêt 
infiniment  supérieurs  à  ceux  «jnnii  pcMivail  «djt.Miir  au- 
paravant. Pour  ne  citer  (jii  un  si'ul  exempli»  très  simple, 
(jui  est  fort  loin  d'être  le  plus  remar(|ual)l<'.  «•est  par  uii<> 
>eml)lal)le  nn'tji(»(|t'  (!»•  i:«'(hmi'|i  n-  au  il\  li»jui'  «|u  on  .i  pu 
lecunnailre  celt»'  siii,::uli«'ir  j»rO|»rieté  de.  toute  équation 
homogène  à  trois  variaMes.  dr  leprésenter  néces.saire- 
ment  une  surface  coni(jue  don!  le  sommet  i;st  situé  à 
I  origine  des  rf»ordonn(''es  ;  de  luèuie.  parmi  les  recher- 
ches plus  difticih's,  il  a  clc  possihie  de  déterminer,  à 
Taide  du  ealeul  des  vai"iali<uis,  le  plus  court  chemin  d'un 
jioinl  a  nii  autre  sur  une  suifacc  (h'vdoppahle  qu«'lcon- 
<pit',  sans  (piil  Fui  n«'^C(;ssaii<'  de  la  partn'ulariscr.  de. 

.l'ai  <'rn  devoir  ici  acc(»idt'r  i|n*'|i|n«'  di-vclopprinenl  a 
I  e.xposilion  philosophiqnr  <!•■  crlh*  hrlle  conce|)tion  d»* 
Monge,  (jui  constitue,  sans  (  onircdil,  son  pitHii«'r  tili*eà 
la  gloii'e,  et  don!  la  lianh"  importance  ne  me  senddr 
point  avoir  encore  été  dignenniil  srntie.  l'xceplé  par  La- 
grange,  si  jusir  appréciateur  de  tous  ses  éuiules.  .|i«  n»- 
gndle  même  (lèlre  réfluil.  par  les  limites  natundies  de 
cet  on\rai:(».  à  une  irnlicatiou  aussi  imparfaite,  nu  ji' n'ai 
pu  smleinenl  signaler  I  heureuse  réaction  nécessaire  de 
«elh-  nouvelle  géoniélrie  sur  h-  perfei'tionnemeut  \\v 
l'analyse,  quant  à  la  théorie  ^énérah-  .h-s  équati«uis  dif- 
féientielles  à  phisienis  variahles. 

Iji    medilaiil    sni    c.llr    classification    philo^oplo.^u.• 
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des  surfaces,  essentiellement  analogue  aux  méthodes 
naturelles  que  les  physiologistes  ont  tenté  d'établir  en 
zoologie  et  en  botanique,  on  est  conduit  à  se  demander 
si  les  courbes  elles-mêmes  ne  comportent  pas  une  opé- 
ration semblable.  Vu  la  variété  infiniment  moindre  qui 
existe  entre  elles,  un  tel  travail  est  à  la  fois  moins  im- 
portant et  plus  difficile,  les  caractères  qui  pourraient 
servir  de  base  n'étant  point  alors  à  beaucoup  près  aussi 
tranchés.  Il  a  donc  été  naturel  que  l'esprit  humain  s'oc- 
cupât d'abord  de  classer  les  surfaces.  Mais  on  doit  sans 
doute  espérer  que  cet  ordre  de  considération  s'étendra 
plus  tard  jusqu'aux  courbes.  On  peut  même  apercevoir 
déjà  entre  elles  quelques  familles  vraiment  naturelles, 
comme  celle  des  paraboles  quelconques,  et  celle  des  hy- 
perboles quelconques,  etc.  Néanmoins,  il  n'a  été  encore 
produit  aucune  conception  générale  directement  propre 
à  déterminer  une  telle  classification. 

Ayant  ainsi  exposé  aussi  nettement  qu'il  m'a  été  pos- 
sible, dans  cette  leçon  et  dans  l'ensemble  des  quatre 
précédentes,  le  véritable  caractère  philosophique  de  la 
section  la  plus  générale  et  la  plus  simple  de  la  mathé- 
matique concrète,  je  dois  maintenant  entreprendre  le 
même  travail  relativement  à  la  science  immense  et  plus 
compliquée  de  la  mécanique  rationnelle.  Ce  sera  l'objet 
des  quatre  leçons  suivantes. 
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QUINZIÈME   LEÇON 


4oniiideratlouM  philoMophiquei»  Hur  Ivh  principe*»  rondaiiieiilaui 
de  la  mécanique  rationnelle. 


Les  phénomènes  mécaniques  sniit.  jiar  l»'ur  nature, 
comme  nous  l'avons  déjà  remanjué,  à  la  fois  plus^parti- 
culiers,  plus  compliqués  <l  plus  roncrels  (ju»»  les  phéno- 
mènes géométriques.  Aussi,  ronfjuniemmt  à  Torflrp 
encyclopédique  él;il)ji  dans  cet  ouvrage,  pla<;ons-nous  la 
mécaniquj'  ralioiiiitllc  apii's  la  ••éomélrie  dans  cottr 
exposition  philosophique  dr  la  inalliérnatiqu»'  conrrètr. 
comnn*  étant  nécessairriiiml  d'uiH'  clud»'  plus  difficile, 
et,  par  suitr,  moins  jm'i  rcclidnn»'»-.  Li  s  (juestions  g'éu- 
métri(jues  sont  toujours  compli'lcint'nl  indépendantes  de 
toute  considéi'ation  mécariiqu»*.  tainlis  qtn»  les  «piestinns 
mécani(jues  se  (dinpli<jnt'nl  eonslainni«'nl  drs  considéra- 
lions  géométiiqurs,  la  form»'  «Ifs  rorps  devant  intluer 
iiiévitahlement  sur*  1rs  phénoin»Mi»'s  du  inouvrmrnl  mi  de 
léquilihre.  Cette  complication  est  souvent  tell»*  (jin»  le 
plus  simple  rhangenient  dans  la  forme  d'un  corps  suffit 
seul  pour  augmenter  «'xtrémenirnl  l«*s  difficultés  du 
prohii'me  de  mécanique  <l<>nl  il  »sl  Ir  sujrt,  cnmni<*  on 
peut  s'en  faire  unr  idée  en  considérant,   par  exemph*. 
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rimportantft  détermination  de  la  gravitation  mutuelle  de 
deux  corps  en  résultat  de  celle  de  toutes  leurs  molé- 
cules, question  qui  n'est  encore  complètement  résolue 
qu'en  supposant  à  ces  corps  une  forme  sphérique,  et  où, 
par  conséquent,  le  principal  obstacle  vient  évidemment 
des  circonstances  géométriques. 

Puisque  nous  avons  reconnu,  dans  les  leçons  précé- 
dentes, que  le  caractère  philosophique  de  la  science  géo- 
métrique était  encore  altéré  à  un  certain  degré  par  un 
reste  d'influence  très  sensible  de  l'esprit  métaphysique, 
on  doit  s'attendre  naturellement,  vu  cette  plus  grande 
complication  nécessaire  de  la  mécanique  rationnelle,  à 
l'en  trouver  bien  plus  profondément  affectée.  C'est  ce 
qui  n'est,  en  effet,  que  trop  facile  à  constater.  Le  carac- 
tère de  science  naturelle,  encore  plus  évidemment  inhé- 
rent à  la  mécanique  qu'à  la  géométrie,  est  aujourd'hui 
complètement  déguisé  dans  presque  tous  les  esprits  par 
l'emploi  des  considérations  ontologiques.  On  remarque, 
dans  toutes  les  notions  fondamentales  de  cette  science, 
une  confusion  profonde  et  continuelle  entre  le  point  de 
vue  abstrait  et  le  point  de  vue  concret,  qui  empêche  de 
distinguer  nettement  ce  qui  est  réellement  physique  de 
ce  qui  est  purement  logique,  et  de  séparer  avec  exacti- 
tude les  conceptions  artificielles  uniquement  destinées  à 
faciliter  l'établissement  des  lois  générales  de  l'équilibre 
ou  du  mouvement,  des  faits  naturels  fournis  par  l'obser- 
vation effective  du  monde  extérieur,  qui  constituent  les 
bases  réelles  de  la  science.  On  peut  même  reconnaître 
que  l'immense  perfectionnement  de  la  mécanique  ration- 
nelle depuis  un  siècle,  soit  sous  le  rapport  de  l'extension 
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(le  ses  théories,  soil  (juaiil  a  Inir  rourdiiialinii.  a  l'ail, 
en  (|iielque  soih',  rétrograder  sous  ce  rapport  lacoiicej»- 
tion  philosophique  de  la  science,  (|ui  est  conHniirM'mrnl 
exposée  aujourd'lmi  d'uiir  inaniiMr  heaiunup  Ill^ill^ 
nette  que  Newton  n»-  lavail  jiréseiitée.  (Ir  dr\r|iq>pe- 
nicnl  a\anl  r\*\  ni  effet,  essentiellmiiMil  nlitcnn  par 
l'usage  de  plus  en  (dus  exclusif  de  l'analyse  inalhéma- 
li(jue,  l'importance  [uépondéranle  de  rr(  adinirahie 
instrument  a  fait  graduellement  contracter  riiahitudede 
ne  voir  dans  la  mécani(jue  ratiunnellr  que  de  >imples 
(juestions  d'analyse;  et,  par  une  extension  ahusive, 
(juoique  très  naluidle.  dune  irll»'  manier»*  de  pio- 
céder,  on  a  t«*nlé  d'('lahlir,  f'/  /t/fori,  d'a[U'ès  des  consi- 
dérations purement  analytiques,  jusqu'aux  juincipes 
fondamentaux  de  la  science,  que  Ncwh.M  s'était  sap-e- 
ment  horné  à  présenter  comme  des  résultats  de  la  seuh» 
ohsei'vation.  ( l'est  ainsi,  par  «'Xtnqde.  que  Daniel  |{i*r- 
iiouilli,  d  Aleniheil  et .  de  nos  jnurs,  Laplare,  ont  essayé 
de  prcmvei"  la  ri'i^le  «'lenienlaiie  At-  la  ruinpositinn  des 
forces  par  des  dém<)n>l laliniis  nniquetnent  anaU  tii|ues. 
dont  Lagiange  seul  a  hien  aperçu  riM>uffisance  radieale 
et  nécessaire.  Tel  esl.  maintenant  encore,  l'esprit  qui  do- 
mine plus  (tu  rnoiiis  elle/ inus  les  i:é(unJ*tres.  Il  esl  néan- 
moins évideiil.  en  llii'se  générale,  eninmf  rnuis  l'avoiis 
plusieins  fois  reinanpie.  que  l'analyse  malliemalique. 
quelle  que  soit  son  extrême  impinlance,  doul  J'ai  lArlie 
de  (|(umer  une  juste  idée,  ne  saurait  être,  par  sa  nature. 
qu'un  puissant  mn\.  n  de  dédu(ti<»n  qui,  lorsqu'il  l'sl 
aiqdicahie,  penne!  de  perfe(ii«umei- une  science  au  depri^ 
le  plus  émineiil.  après  que  les  fonilenii'iils  en  ont   été 
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posés,  mais  qui  ne  peut  jamais  suffire  à  établir  ces  bases 
elles-mêmes.  S'il  était  possible  de  constituer  entièrement 
la  science  delà  mécanique  d'après  de  simples  conceptions 
analytiques,  on  ne  pourrait  se  représenter  comment  une 
telle  science  deviendrait  jamais  vraiment  applicable  à 
l'étude  effective  de  la  nature.  Ce  qui  établit  la  réalité  de 
la  mécanique  rationnelle,  c'est  précisément,  au  contraire, 
d'être  fondée  sur  quelques  faits  généraux,  immédiate- 
ment fournis  par  l'observation,  et  que  tout  philosophe 
vraiment  positif  doit  envisager,  ce  me  semble,  comme 
n'étant  susceptibles  d'aucune  explication  quelconque.  Il 
est  donc  certain  qu'on  a  abusé  en  mécanique  de  l'esprit 
analytique,  beaucoup  plus  encore  qu'en  géométrie. 
L'objet  spécial  de  cette  leçon  est  d'indiquer  comment, 
dans  l'état  actuel  de  la  science,  on  peut  établir  nettement 
son  véritable  caractère  philosophique,  et  la  dégager  dé- 
finitivement de  toute  influence  métaphysique,  en  dis- 
tinguant constamment  le  point  de  vue  abstrait  du  point 
de  vue  concret,  et  en  effectuant  une  séparation  exacte 
entre  la  partie  simplement  expérimentale  de  la  science 
et  la  partie  purement  rationnelle.  D'après  le  but  de  cet 
ouvrage,  un  tel  travail  doit  nécessairement  précéder  les 
considérations  générales  sur  la  composition  effective  de 
cotte  science,  qui  seront  successivement  exposées  dans 
les  trois  leçons  suivantes. 

Commençons  par  indiquer  avec  précision  l'objet  gé- 
néral de  la  science. 

On  a  l'habitude  de  remarquer  d'abord,  et  avec  beau- 
coup de  raison,  que  la  mécanique  ne  considère  point, 
non  seulement  les  causes  premières  des  mouvements, 
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qui  sont  en  dehors  de  tout.-  jdiilosnpliie  positive,  mais 
même  les  circonstances  de  Inii   (noduclion,  lesquelles, 
quoique  constituant  réellement  un  sujet  intéressant  d.» 
recherches  positives  dans  les  diverses  parties  de  la/y//y- 
siçue,  ne  sont  nullement   du  ressort  dr  la  mécaniqu.-. 
qui  se  borne  à  envisager  le  mouv^nn'iil  .11  lui-mrme, 
sans  s'enquérir  de  quelle   manière  il   a  .Hé  déterminé. 
Ainsi  \os  forrps  ne  sont  autn»  chose,  in  méeaniqu»*.  que 
les  mouvements  produits  on  tendant   a  <«•  jimduin';  vi 
deux  forces  qui  imprimrnt   à  ini  même  corps  la  ménn* 
vitesse  dans  la  même  direction  sont  regardées  comme 
identiques,  quelque  diverse  (|ii<-  j)uisse  être  leur  ori^'ine, 
soit  que  le  mouvement  provinme  (Irscontractinii^  mus- 
culaires d'un  animal,  ou  de  la  |»esanteur  vers  un  centre 
attractif,   on  du  choc  d'un  eoips  quelconque,  nu  de  la 
(lilalalion  d'un  lluide  élasticjue,  elc.   Mais,  quoique  c«*lte 
manière  de  voir  soit  heureusemeni  devenue  aujourd'hui 
tout  à    fait  familii'ie,    il   i-este  eiicme  aux  L'éomèlres  à 
<q)érer,  sinon  dans  la  conceplimi  même,  du  moins  dans 
le  laivgage  hahituel.  une  léfniiue  essentielle  pour  écarter 
entièrement  l'ancienne  notion  melapliNsique  des /"o/rrv 
et  indiquer  plus  nettement  qu'on  ne  le  fait  .fie.  mi-  !••  vi^ri- 
tahle  point  de  vue  de  la  inée.'ini.jue  ■  I 


(I)  Il  iiuportn  «le   remarquer  aiMsi  <|ii«'  !<•   ii.mu   m^iiH*  •!»•  U  »»cifiic« 
♦•3l  extrèmeiiieul   vicieux,  eu   ce  qu  il    rappelle    ^.ulemeut  unu  .lr  M** 
applicatiens  le;»  plus    ^rromlaires.  ce  qui   do%'ient    hat)ltuelleuieiil    une 
source  de  confusion,  qui   obliK»'  a  .«jouter   fré«pituiuient  r.i-lj.Tlif  ra- 
//onne//^,  dont  la  répétition,  quoique  iodispenfMiblo.  ent  <••♦.  Lrt 

philosof.hes  alleinan.ls.  p..ur  éviter  cet  inconvénient.  <m,i  ....    ..i  ô^no- 

niiuation  t)eaucoup  plus  pinloaophiquo  de />Ao#o/i.»//ii«',  enqdoyéi»  «lanc  l« 
Uaité  d'Hermauu,  et  d  mt  ladopliou  générale  »«Tait  lré«  .lètirable. 
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Cela  posé,  on  peut  caractériser  d'une  manière  très 
précise  le  problème  général  de  la  mécanique  ration- 
nelle. Il  consiste  à  déterminer  l'effet  que  produiront  sur 
un  corps  donné  différentes  forces  quelconques  agissant 
simultanément,  lorsqu'on  connaît  le  mouvement  simple 
qui  résulterait  de  l'action  isolée  de  chacune  d'elles;  ou, 
en  prenant  la  question  en  sens  inverse,  à  déterminer 
les  mouvements  simples  dont  la  combinaison  donne- 
rait lieu  à  un  mouvement  composé  connu.  Cet  énoncé 
montre  exactement  quelles  sont  nécessairement  les  don- 
nées et  les  inconnues  de  toute  question  mécanique.  On 
voit  que  l'étude  de  l'action  d'une  force  unique  n'est  ja- 
mais, à  proprement  parler,  du  domaine  de  la  mécanique 
rationnelle,  où  elle  est  toujours  supposée  connue,  car  le 
second  problème  général  n'est  susceptible  d'être  résolu 
que  comme  étant  l'inverse  du  premier.  Toute  la  méca- 
nique porte  donc  essentiellement  sur  la  combinaison 
des  forces,  soit  que  de  leur  concours  il  résulte  un  mou- 
vement dont  il  faut  étudier  les  diverses  circonstances, 
soit  que  par  leur  neutralisation  mutuelle  le  corps  se 
trouve  dans  un  état  d'équilibre  dont  il  s'agit  de  fixer  les 
conditions  caractéristiques. 

Les  deux  problèmes  généraux,  l'un  direct,  l'autre  in- 
verse, dans  la  solution  desquels  consiste  la  science  de  la 
mécanique,  ont,  sous  le  rapport  des  applications,  une 
importance  égale  ;  car,  tantôt  les  mouvements  simples 
peuvent  être  immédiatement  étudiés  par  l'observation, 
tandis  que  la  connaissance  du  mouvement  qui  résultera 
de  leur  combinaison  ne  saurait  être  obtenue  que  par  la 
théorie;  et  tantôt,  au  contraire,  le  mouvement  composé 
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peut  soûl  «Hro  cffoclivcun'iil  «tliscive,  l;iii«li.s  (jiir  les 
iuouveinonts  simples,  dont  un  Ir  rciianliTa  coiiiin»'  !«• 
|)ro(liiit,  ne  sont  susceptibles  d'être  del<Miuinés  qu»'  ra- 
tionnellement. Ainsi,  par  exemple,  dans  le  cas  de  la 
chute  oblique  des  corps  pesants  à  la  surface  de  la 
terre,  on  cr>nnaît  les  deux  nnnivriiimis  simples  ijue 
j)rendrait  le  cor[)s  par  l'arlinn  isolée  <le  chacune  des 
forces  dont  il  est  animé,  savnii-.  la  dirrcfion  »'|  la  vi- 
tesse (lu  mouvemeni  uiiiffuiiit'  (jiir  produirait  la  -seule 
impulsion,  et  la  loi  (raccéléralion  du  nmuvrmenl  verti- 
cal vari«',  «jui  résulterait  de  la  seule  pesanteui  ;  des  lors, 
on  se  pi'opose  (le  (|(''C(  lUN  lir  les  (I  i  verses  circonsluuceH  (lu 
mouvement  composé  [»roduil  par  l'action  roinhinée  de 
ces  deux  forces,  c'est-à-dire  de  déterminer  la  trajectoire 
que  décrira  le  mobile,  sa  direction  et  sa  \il«'sse  acquise 
à  chaque  instant ,  le  tem|)s  (jii'il  emploiera  à  parvenir  à 
une  cei'taine  position,  etc.:  on  p(tniia,  pour  plus  de  ^é- 
neralit»',  joindre  aux  deux  tmces  données  la  résistance 
(In  milieu  amliianl.  poni\n  (pie  la  l<>i  en  soil  eL'alemenl 
connue.  La  m(''caiii(|ue  célesli'  présente  un  exemple  ca- 
pital de  la  «pn-stion  inverse,  dans  hi  deterunnation  de» 
forces  (jui  j)ro(lin'seiit  le  nn)uvement  des  planètes  autour 
du  soleil,  ou  des  satellites  autour  des  planiîles.  On  ne 
p«Mit  alors  connaître  inniiediatement  ijue  le  mtuiveinenl 
c(»mposé,  «'t  c'est  d'apies  les  circonstances  caraclérisli- 
(pies  de  ce  mouvement,  telles  i\iW  les  lois  de  Kepler  leS 
ont  résinnées.  «pi  il  faut  remonter  aux  Utvces  élémt*n- 
taii-es  d.mt  les  astres  doivent  èln*  cornus  aninié»  p(Mir 
c(»ri('Spondi'e  aux  mou\  ements  effectifs  :  ce»  Uivcvs  UIIO 
fois    c(mmn's.    les    iréomi-tres     peuviMit    ulilenn-nt    re- 
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prendre  la  question  sous  le  point  de  vue  opposé,  qu'il 
eût  été  impossible  de  suivre  primitivement. 

La  véritable  destination  générale  de  la  mécanique  ra- 
tionnelle étant  ainsi  nettement  conçue,  considérons 
maintenant  les  principes  fondamentaux  sur  lesquels  elle 
repose,  et  d'abord  examinons  un  artifice  philosophique 
de  la  plus  haute  importance  relativement  à  la  manière 
dont  les  corps  doivent  être  envisagés  en  mécanique. 
Cette;  conception  mérite  d'autant  plus  notre  attention 
qu'elle  est  encore  habituellement  entourée  d'un  épais 
nuage  métaphysique,  qui  en  fait  méconnaître  la  vraie 
nature. 

Il  serait  entièrement  impossible  d'établir  aucune  pro- 
position générale  sur  les  lois  abstraites  de  l'équilibre  ou 
du  mouvement,  si  on  ne  commençait  par  regarder  les 
corps  comme  absolument  inertes^  c'est-à-dire  comme 
tout-à-fait  incapables  de  modifier  spontanément  l'action 
des  forces  qui  leur  sont  appliquées.  Mais  la  manière 
dont  cette  conception  fondamentale  est  ordinairement 
présentée  me  semble  radicalement  vicieuse.  D'abord 
cette  notion  abstraite,  qui  n'est  qu'un  simple  artifice 
logique  imaginé  par  l'esprit  humain  pour  faciliter  la  for- 
mation de  la  mécanique  rationnelle,  ou  plutôt  pour  la 
rendre  possible,  est  souvent  confondue  avec  ce  qu'on 
appelle  fort  improprement  la  loi  d'inertie,  qui  doit  être 
regardée,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  bas,  comme  un 
résultat  général  de  l'observation.  En  second  lieu,  le  ca- 
ractère de  cette  idée  est  d'ordinaire  tellement  indécis 
qu'on  ne  sait  point  exactement  si  cet  état  passif  des 
corps  est  purement  hypothétique,  ou  s'il  représente  la 
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réalité  des  plumomènes  naturels.  Enfin,  il  résulta  fré- 
quemment (le  cette  indétermination,  que  l'esprit  esl  in- 
volontairement porté  à  regarder  les  lois  générales  de 
la  mécanique  rationnelle  conmie  étant  par  rllrs-nièmes 
exclusivement  a])plicabl('S  à  co  que  nous  appelons  les 
corps  bruts,  tandis  qu'elles  sr  vérifirnl  nécessairement, 
au  contraire,  tout  aussi  bien  dans  Irs  corps  organisés, 
quoique  leur  a[)plication  précise  y  renconln*  dr  bim 
plus  grandes  difficultés  II  importe  beaucoup  den'clifier 
sous  ces  divers  rapports  les  notions  babil urlb-s. 

Nous  devons  nettement  leronnaîlre  avant  Iniil  que  crt 
état  passif  des  corps  est  un»'  puir  absti-action,  directe- 
ment contraire  à  leur  véritabb»  constiliilion. 

Dans  la  manière  de  jdMlosojdH'i-  pi  imitivrmmt  «'in- 
ployée  [)ai'  l'esprit  buinain,  nu  (((iicrxail,  tu  rff«'l.  la 
matière  comme  étant  rérllrmcrit  j»ai-  sa  naliirr  cssmliid- 
b'rncnl  incite  ou  passive,  toutr-  activité  lui  Ncnaiil  né- 
cessairement du  debors,  sous  rinlluenc»'  de  certains  êtres 
surnaturels  ou  de  certaines  entités  nn'tapliNsitpn'S. 
Mais  depuis  (jue  la  jdiilosjqtliie  |M»silive  a  e(»mmencé  à 
pi'évaloii',  et  (jue  lespiil  bninain  s'est  borné  à  éludiei- 
le  Vfhitable  état  des  cboses,  sans  s'enquérir  des  causes 
pieinières  et  génératrices,  il  est  <leverni  évident  p<tui 
tout  observateur  quêtes  divers  corps  naturels  nous  ma- 
nifestent tous  une  a(livité  spoFitanée  plus  ou  mnins 
étendue.  Il  n'v  a,  s(uis  ce  rapport,  entre  les  c<M*ps  bruts 
et  (Tiix  (pir  nous  iinninmiis  pai  e\eelleiire  (Uimus,  que 
de  simples  ditïerenees  de  de^^rés.  D'abortI,  les  [irogrès 
de  |;i  pbilosopbie  naturelle  ont  jdein«Muen(  demmilré, 
eomnie   nous    !<•  cfnislateiniis    spécialement    plus   lard. 

1» 
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qu'il  n'existe  point  de  matière  vivante  proprement  dite 
sui  generis,  puisqu'on  retrouve  dans  les  corps  animés 
des  éléments  exactement  identiques  à  ceux  que  présen- 
tent les  corps  inanimés.  De  plus,  il  est  aisé  de   recon- 
naître dans  ces  derniers  une  activité  spontanée  exacte-  * 
ment  analogue  à  celle  des  corps  vivants,  mais  seulement 
moins  variée.  N'y  eût-il  dans  toutes  les  molécules  ma- 
térielles d'autre  propriété  que  la  pesanteur,  cela  suffirait  j 
pour  interdire  à  tout  physicien  de  les  regarder  comme  I 
essentiellement  passives.  Ce  serait  vainement  qu'on  vou- 
drait présenter  les  corps  sous  un  point  de  vue  entière- 
ment inerte  dans  l'acte  de  la  pesanteur,  en  disant  qu'ils 
ne  font  alors  qu'obéir  à  l'attraction  du  globe  terrestre. 
Cette  considération  fùt-elle  exacte,  on  n'aurait  fait  évi- 
demment que  déplacer  la  difficulté,  en  transportant  à  la 
masse  totale  de  la  terre  l'activité  refusée  aux  molécules 
isolées.  Mais,  de  plus,  on  voit  clairement  que,  dans  sa| 
chute  vers  le  centre  de  notre  globe,  un  corps  pesant  es! 
tout  aussi  actif  que  la  terre  elle-même,  puisqu'il  est  prouvé 
que  chaque  molécule  de  ce  corps  attire  une  partie  équi-, 
valente  de  la  terre  tout  autant  qu'elle  en  est  attirée,! 
quoique  cette  dernière  attraction  produise  seule  un  effel 
sensible,  à  raison    de    l'immense    inégalité  des    deu: 
masses.  Enfin,    dans  une  foule    d'autres  phénomènes 
également  universels,  thermologiques,  électriques,  ou 
chimiques,   la  matière  nous  présente  évidemment  une 
activité  spontanée  très  variée,  dont  nous  ne  saurions 
plus  la  concevoir  entièrement  privée.  Les  corps  vivants 
ne  nous  offrent  réellement  à  cet  égard  d'autre  carac- 
tère particulier   que    de   manifester,    outre   ces  divers 
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genres  (raclivilé,  quelques-uns  qui  leur  sont  jjropres,  et 
que  les  physiologistes  tendent  d'aill^'uis  (!«•  [ilns  «mi  plus 
à  envisager  comme  une  simple  inntjification  des  pré- 
cédents. Quoi  (ju'il  en  soit,  il  rst  inrontestable  que 
l'état  purement  passif,  dans  lequel  les  corps  sont  consi- 
dérés en  mécanique'  rationnelle,  présente,  sous  le  point 
de  vue  physique,  une  véritable  absurdité. 

Examinons  maintenant  comment  il  est  possible  qu'un»* 
telle  supposition  soit  employée  sans  aucun  inconvénient 
dans  l'établissement  des  lois  abstraites  de  l'équilibre  et 
du  mouvement,  qui  n'en  seront  pas  moins  susceptibles 
ensuite  d'être  convenablement  appli<juées  aux  corps 
réels.  Il  suffit,  pour  cela,  d'avoir  égard  à  l'importanti' 
remaïque  préliminaire  rappelée  ci-dessus,  que  les  nnm- 
venienls  sont  sim[)lenienl  consid(M'(''s  m  rux-mèines 
dans  la  mécanique  raliruinelle,  s;ims  aucun  éi^sini  au 
mode  quelconque  de  leur  jjroducliou.  I)e  là  résulte  évi- 
demment, pour  me  conformer  au  langage  adopt.-,  la 
farull<'  de  remplacer  h  volonté  toute  fore»'  par  une  autre 
d'une  nature  quelconque,  pourvu  «ju'elle  soit  cajiable 
d'imprimer  au  corps  exaclemeiil  !••  même  niouvemefit. 
D'après  cette  considération  évidente,  ou  ((Uieoil  «juil  est 
possible  de  faire  abstraction  des  diverses  forces  qui  sont 
réelb'ment  inhérentes  aux  corps  et  de  re.i:ard»*r  ceux-ci 
comme  seulement  sollicités  par  des  forces  extérieures, 
puiscju'on  pouira  substituer  à  cvs  forces  intérieures  d»«s 
forces  extérieures  mécaniquenn'iit  éjpiivalentes.  Ainsi, 
par  exemple,  quoique  tout  corps  soit  nécessairement 
pesant  et  (|ue  nous  ne  puissicuis  même  ctuicevoir  réidle- 
ment  un  corps  <jui  ne  le  serait  pas,  les  géomètres  ronsi- 
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dèrcnt,  dans  la  mécanique  abstraite,  les  corps  comme 
étant  d'abord  entièrement  dépouillés  de  cette  propriété, 
qui  est  implicitement  comprise  au  nombre  des  forces 
extérieures,  si  l'on  a  envisagé,  comme  il  convient,  un 
système  de  forces  tout  à  fait  quelconque.  Que  le  corps, 
dans  sa  chute,  soitmù  par  une  attraction  interne  ou  qu'il 
obéisse  aune  simple  impulsion  extérieure,  cela  est  indif- 
férent pour  la  mécanique  rationnelle,  si  le  mouvement 
effectif  se  trouve  être  exactement  identique,  et  l'on  pourra, 
par  conséquent,  adopter  de  préférence  la  dernière  con- 
ception. 11  en  est  nécessairement  ainsi  relativement  à 
toute  autre  propriété  naturelle,  qu'il  sera  toujours  pos- 
sible de  remplacer  par  la  supposition  d'une  action 
externe,  construite  de  manière  à  produire  le  même  mou- 
vement, ce  qui  permettra  de  se  représenter  le  corps 
comme  purement  passif;  seulement,  à  mesure  que  l'ob- 
servation ou  Texpérience  feront  connaître  avec  plus  de 
précision  les  lois  de  ces  forces  intérieures,  il  faudra  tou- 
jours modifier  en  conséquence  le  système  des  forces 
extérieures  qu'on  Içur  substitue  hypothétiquement,  ce 
qui  conduira  souvent  à  une  très  g-rande  complication. 
Ainsi,  par  exemple,  l'observation  ayant  appris  que  le 
mouvement  vertical  d'un  corps  en  vertu  de  sa  pesanteur 
n'est  point  uniforme,  mais  continuellement  accéléré,  on 
ne  pourra  point  l'assimiler  à  celui  qu'imprimerait  au 
corps  une  impulsion  unique  dont  l'action  ne  se  renou- 
vellerait plus,  puisqu'il  en  résulterait  évidemment  une 
vitesse  constante  :  on  sera  donc  oblig"é  de  concevoir  le 
corps  comme  ayant  reçu  successivement,  à  des  inter- 
valles de  temps  infiniment  petits,  une  série  infinie  de 
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chocs  infiniment  petits,  t^'llc  que  la  vitesse  produite  par 
chacun  s'ajoutani  d'unr  manière  continue  à  celle  (jui 
résulte  de  l'ensemble  des  précédents,  le  mouvrnu'ut 
effectif  soit  indéfiniment  varié;  et  si  rexj)érience  prouve 
que  Taccélération  du  mouvement  «'st  unifnrme,  mi  suj» 
posera  tous  ces  chocs  successifs  constamment  éi^aux 
entre  eux  :  dans  tout  autre  cas,  il  faudra  h'ui-  supposer, 
soit  pour  la  direction,  soit  pour  rintensitc,  un<'  relation 
exactement  conforme  h  la  l(»i  lérjj.'  d«'  la  variatinii  du 
mouvement;  mais,  à  ct's  conditions,  il  l'st  «lair  qin' 
la  substitution  sera  toujours  possihlr. 

Il  serait  inutile  d'insist«M-  branrnnj»  poni  faire  smlir 
l'indispensable  nécessité  de  supposer  h's  ciu'ps  dans  crt 
état  complètement  [)assif,  on  lOn  n'a  pins  a  consiih-rrr 
(juc  les  forces  extérieures  ([ni  Icni*  soiil  appliquiM's,  afin 
d'établir  les  lois  abstraites  d»*  réquililur  r\  t\\\  innnvr- 
menl.  On  conçoit  (jue  s'il  fallait  d'abord  Icnii-  ronijMr  d«'  la 
niodificatifui  qnelcoiujnc  (jut-  Ir  roFps  peut  imprimer,  «mi 
\'<mIii  de  ses  tcwces  nalnrrllrs.  à  l'aclnui  de  clia»  uin*  de 
ces  puissances  extérieures,  on  m*  pourrait  établir,  «ii 
mécanique  rationrudlr,  la  riioindr»'  pi(q»osilion  ^é'nerah', 
d'autant  plus  (jue  cvWr  jiiodification  est  loin,  dans  la  plu- 
|tail  des  cas,  d'être  exactement  roiniuf.  <',»•  n'rsl  tUnic 
qu'en  commen(;anl  pat  en  laiie  totalement  abslraclion, 
pour  ne  penser  (ju'à  la  réaction  des  forces  les  unes  sur 
b's  autres,  qu'il  devient  possible  de  fondei-  une  mécn- 
nique  abstraite,  de  laquelle  on  pass.-ra  ensuite  à  la  iiié- 
cani(jue  concn'te,  en  restituant  aux  rorps  leurs  propriélén 
actives  naturelles,  primitivement  écartées.  Ollereslilu- 
lion   constitue,    en  effet,   la    principale   difficulté  qu'on 
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éprouve  pour  opérer  la  transition  de  l'abstrait  au  concret 
en  mécanique,  difficulté  qui  limite  singulièrement  dans 
la  réalité  les  applications  importantes  de  cette  science, 
dont  le  domaine  théorique  est,  en  lui-même,  nécessaire- 
ment indéfini.  Afin  de  donner  une  idée  de  la  portée  de 
cet  obstacle  fondamental,  on  peut  dire  que,  dans  l'état 
actuel  de  la  science  mathématique,  il  n'y  a  vraiment 
qu'une  seule  propriété  naturelle  et  générale  des  corps 
dont  nous  sachions  tenir  compte  d'une  manière  conve- 
nable, c'est  la  pesanteur,  soit  terrestre,  soit  universelle; 
et  encore  faut-il  supposer,  dans  ce  dernier  cas,  que  la 
forme  des  corps  est  suffisamment  simple.  Mais  si  cette 
propriété  se  complique  de  quelques  autres  circonstances 
physiques,  comme  la  résistance  des  milieux,  les  frotte- 
ments, etc.,  si  même  les  corps  sont  seulement  supposés 
.  à  l'état  fluide,  ce  n'est  encore  que  fort  imparfaitement 
qu'on  est  parvenu  jusqu'ici  à  en  apprécier  l'influence 
dans  les  phénomènes  mécaniques.   A  plus  forte  raison 
nous  est-il  impossible  de  prendre  en  considération  les 
propriétés  électriques  ou  chimiques  et,  bien  moins  en- 
core, les  propriétés  physiologiques.  Aussi  les  grandes 
applications  de  la  mécanique  rationnelle  sont-elles  réel- 
lement bornées  jusqu'ici  aux  seuls  phénomènes  célestes, 
et  même  à  ceux  de  notre  système  solaire,  oii  il  suffit 
d'avoir  uniquement  égard  à  une  gravitation  générale, 
dont  la  loi  est  simple  et  bien  déterminée^  et  qui  présente 
néanmoins  des  difficultés  qu'on  ne  sait  point  encore  sur- 
monter complètement,  lorsqu'on  veut  tenir  un  compte 
exact  de    toutes  les    actions    secondaires    susceptibles 
d'effets  appréciables.  On  conçoit  par  là  à  quel  degré  les 
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questions  doivent  se  compliquer  quand  on  passe  à  la 
mécanique  terrestre,  dont  la  plupart  des  phénomènes, 
môme  les  plus  simples,  no  romporhTonl  prohahlement 
jamais,  vu  la  faiblesse  de  nos  moyens  réels,  une  élude 
purement  rationnelle  et  pourtant  exacte  d'apri's  les  lois 
générales  de  la  mécanique  abstraite,  quoique  la  connais- 
sance de  ces  lois,  d'ailleurs  évidemment  indispiMisable, 
puisse  souvent  conduire  à  des  indications  importantes. 

Après  avoir  expliqué  la  véritabb^  naturr  de  la  cunc<»p- 
tion  fondamentale  relative  à  l'état  dans  Irqurl  les  corps 
doivent  être  supposés  en  mecani(pie  ralicMuudle,  il  nous 
reste  à  considérer  les  faits  généraux  ou  les  lois  j)lu/siques 
(lu  mouvement  (\\x\  \iQ\x\(i\\i  ïouviwv  \\\u'  b.isr  réclb»  aux 
théories  dont  la  science  se  compose.  i\v{W  importante 
exposition  est  d'autant  plus  indispensable  que,  comme 
je  lai  indiqué  ci-dessus,  depuis  «jii'on  s'est  écarté  de  la 
route  suivie  par  iNewton,  on  a  rnin|ilelt'inriil  nweonnu  le 
vrai  caractère  de  ces  lois,  dont  l.i  imlind  .mllnaire  est 
encore  essentiellement  métaphysicjue. 

Les  lois  fondamentales  du  mouvement  nu'  semblent 
pouvoir  être  réduites  à  trois,  ({iii  d<»ivenl  être  envisagées 
comme  de  simples  résultats  de  lObservation,  dont  il  est 
absurde  de  vonloii-  établir  à  prinri  la  réalité,  biiii  qu'on 
l'ail  tenté  fréquemment. 

La  première  loi  est  celle  «jn'on  désigm-  fort  mal  a  pro- 
pos sous  le  nom  <le  loi  <rinrrtir.  Klle  a  «'té  découverte 
par  Képlei.  Illle  consiste  propri'ment  en  ce  que  loul 
mouvement  est  naturellement  rectili;;ne  v\  nnifornie, 
c'est-à-dire  (pie  tmil  cor()s  soumis  à  l'action  d'une  forcir 
unique  quelcompie,  qui  agit  sur  lui  inslanlnnénn*nl,  se 
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meut  constamment  en  lig^ne  droite  et  avec  une  vitesse 
invariable.  L'influence  de  l'esprit  métaphysique  se  mani- 
feste particulièrement  dans  la  manière  dont  cette  loi  est 
communément  présentée.  Au  lieu  de  se  borner  à  la 
regarder  comme  un  fait  observé,  on  a  prétendu  la  dé- 
montrer abstraitement  par  une  application  du  principe 
de  la  raison  suffisante,  qui  n'a  pas  la  moindre  solidité. 
En  effet,  pour  expliquer,  par  exemple,  la  nécessité  du 
mouvement  rectiligne,  on  dit  que  le  corps  devait  suivre 
la  ligne  droite  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour  qu'il 
s'écarte  d'un  côté  plutôt  que  d'un  autre  de  sa  direction 
primitive.  Il  est  aisé  de  constater  l'invalidité  radicale  et 
même  l'insignifiance  complète  d'une  telle  argumenta- 
tion. D'abord,  comment  pourrions-nous  être  assurés 
quil  nij  a  pas  de  raison  pour  que  le  corps  se  dévie  ?  Que 
pouvons-nous  savoir  à  cet  égard,  autrement  que  par 
l'expérience?  Les  considérations  à  priori  fondées  sur  la 
nature  des  choses  ne  nous  sont-elles  pas  complètement 
et  nécessairement  interdites  en  philosophie  positive? 
D'ailleurs  un  tel  principe^  même  quand  on  l'admettrait, 
ne  comporte  par  lui-même  qu'une  application  vague  et 
arbitraire.  Car,  à  l'origine  du  mouvement,  c'est-à-dire  à 
l'instant  même  où  l'argument  devrait  être  employé,  il 
est  clair  que  la  trajectoire  du  corps  n'a  point  encore  de 
caractère  géométrique  déterminé,  et  que  c'est  seulement 
après  que  le  corps  a  parcouru  un  certain  espace  qu'on 
peut  constater  quelle  ligne  il  décrit.  Il  est  évident,  par  la 
géométrie,  que  le  mouvement  initial,  au  lieu  d'être 
regardé  comme  rectihgne,  pourrait  être  indifféremment 
supposé  circulaire,  parabolique,  ou  suivant  toute  autre  1 
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ligno  tangente  à  la  tiajectoire  effective,  en  sorte  que  la 
même  argumentation  répétée  pour  cliacune  de  ces  lignes, 
ce  qui  serait  tout  aussi  légitime,  conduirait  à  une  con- 
clusion absolunii'nl  indéterminée.  Pniii  |h'u  (jiron  réllé- 
chisse  sur  un  tel  raisonnemeiil .  mi  nr  (aideia  pas  à 
reconnaître  que,  comme  toutes  les  prétendues  expliea- 
tions  métaphysi(|ues,  il  se  réduit  ré(dlemenl  à  répéter  «'n 
termes  abstraits  le  fait  lui-même  et  à  «lire  que  les  corps 
ont  une  tendance  naturelle  à  se  mouvoir  en  liirm'  droite, 
ce  qui  était  précisément  la  pnq)osition  à  établir.  L'insi- 
gnifiance de  ces  considérations  vagues  «-t  arbitraires 
finira  par  devenir  palpable  si  l'on  remar(pie  que,  pai- 
suite  de  semblables  arguiiieiil>,  b's  pliilosopln-s  de  l'an- 
tiquité, et  particulièrement  Arist«»lr,  a\ai<'iil.  au  roii- 
traire,  regardé  le  mouvement  rirculairr  mniinr  iiatuiel 
aux  astres,  en  ce  qu  il  est  le  plus  jinr/ait  de  ttuis,  eon- 
repfion  qui  n'est  également  que  r«'MioFi('iation  alistraile 
tl  un  itJH'iKmiéne  mal  ariaUsi''. 

Je  me  suis  borné  à  indicpn  r  la  ci  iliqur  drs  rais'uinr- 
ments  (ordinaires  relativement  à  la  |tr«'rnière  [)arlie  de  la 
loi  d'inertie.  On  peut  faire  des  reinanpies  parfaitement 
analogues  au  sujet  i\i'  la  seconde  partie,  qui  concerne 
l'invariabilité  <le  la  vitesse,  et  ([u'on  prétend  au.ssi  pou- 
V()ir  démontrer  abstraitement,  m  se  bornant  à  dir»*  qu  il 
n'y  a  pas  de  raison  [tour  que  le  corps  se  meuve  jamais 
plus  IrntemenI  ^^w  plus  rapiib-uïent  qu';i  l'orij^inc  du 
mouvement. 

(le  n'est  donc  point  sur  «le  telles  considérations  qu'on 
[•eut  solidement  elablir  un»*  loi  aussi  importante,  qui  est 
un  des  fondements  nécessaires  lie  toute  lu  mécanique 
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rationnelle.  Elle  ne  saurait  avoir  de  réalité  qu'autant 
qu'on  la  conçoit  comme  basée  sur  l'observation.  Mais, 
sous  ce  point  de  vue,  l'exactitude  en  est  évidente  d'après 
les  faits  les  plus  communs.  Nous  avons  continuellement 
occasion  de  reconnaître  qu'un  corps  animé  d'une  force 
unique  se  meut  constamment  en  ligne  droite;  et,  s'il  se 
dévie,  nous  pouvons  aisément  constater  que  cette  modi- 
fication tient  à  l'action  simultanée  de  quelque  autre 
force,  active  ou  passive  :  enfin  les  mouvements  curvi- 
lignes eux-mêmes  nous  montrent  clairement,  par  les 
phénomènes  variés  dus  à  ce  qu'on  appelle  la  force  cen- 
trifuge, que  les  corps  conservent  constamment  leur 
tendance  naturelle  à  se  mouvoir  en  ligne  droite.  Il  n'y 
a  pour  ainsi  dire  aucun  phénomène  dans  la  nature  qui 
ne  puisse  nous  fournir  une  vérification  sensible  de  cette 
loi,  sur  laquelle  est  en  partie  fondée  toute  l'économie 
de  l'univers.  11  en  est  de  même  relativement  à  l'unifor- 
mité du  mouvement.  Tous  les  faits  nous  prouvent  que, 
si  le  mouvement  primitivement  imprimé  se  ralentit 
toujours  graduellement  et  finit  par  s'éteindre  entière- 
ment, cela  provient  des  résistances  que  les  corps  ren- 
contrent sans  cesse,  et  sans  lesquelles  l'expérience  nous 
porte  à  penser  que  la  vitesse  demeurerait  indéfiniment 
constante,  puisque  nous  voyons  augmenter  sensiblement 
la  durée  de  ce  mouvement  à  mesure  que  nous  diminuons 
l'intensité  de  ces  obstacles.  On  sait  que  le  simple  mou- 
vement d'un  pendule  écarté  de  la  verticale,  qui,  dans  les 
circonstances  ordinaires,  se  maintient  à  peine  pendant 
quelques  minutes,  a  pu  se  prolonger  jusqu'à  plus  de 
trente  heures,  en  diminuant  autant  que  possible  le  frot- 
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tement  au  point  do  la  suspension,  et  faisant  osciller  le 
corps  clans  un  vide  très  approché,  lors  des  expériences 
de  Borda  à  l'Observatoire  de  Paris  pour  déterminer  la 
longueur  du  pendule  à  secondes  j)ar  rapport  au  niètn*. 
Les  géomètres  citent  aussi  avec  beaucou[)  dr  raison, 
comme  une  preuve  manifeste  (!••  I.i  tendance  naturelle 
des  corps  à  conserver  indéfiniment  leur  vitesse  acquise, 
l'invariabilité  rigoureuse  qu'on  remarque  si  claironimt 
dans  les  mouvements  célestes,  (jui,  s'exécutant  <lans  un 
milieu  d'une  rareté  extrême,  so  trouvant  dans  les  cir- 
constances les  plus  favorables  à  iirif  parfait»'  nbservaliiui 
de  la  loi  d'inertie,  et  (jiii,  en  effet,  dcjtuis  \iiif;t  siècles 
qu'on  les  étudie  avec  quelque  exactitude,  nr  nous  pré- 
sentent point  encore  la  moindre  altération  certaine, 
quant  à  la  durée  des  rotations,  nu  à  ctdb'  <ir'S  révolutions, 
quoique  la  suite  des  temps  et  le  perfertionnonient  de  nos 
movens  d'appréciatimi  doivriil  prcdiabienient  imiis  dé- 
voiler un  jour  quelques  variations  encore  incoiuiues. 

iNous  devons  donc  regarder  comme  une  ^«^raiide  bu  de 
la  nature  cette  tendance  spontanée  de  tous  les  corps  à  se 
mouvoir  en  ligne  droite  et  avec  une  viti'sse  cnnslanle. 
Vu  la  confusion  extrême  des  idées  communes  relative- 
ment à  ce  premiei-  princij)e  fondamental,  il  peut  éln* 
utile  de  remarquer  expressément  ici  «pie  celte  loi  natu- 
relle est  tnul  aussi  applicable  aux  corps  vivants  qu'aux 
corps  inertes  poui  lescjuels  (ui  la  croit  souvent  exrlusi- 
vement  établie.  Outdie  (jue  suit  l'origine  «le  l'inquilsiiMi 
qu'il  a  reçue,  un  corps  vivant  tend  à  persister,  comme 
un  corps  inerli;,  dans  la  direction  <le  son  mouvement,  et 
à  conserver  sa  vitesse  acquise  :   seulement  il  peut   se 
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développer  en  lui  des  forces  susceptibles  de  modifier 
ou  de  supprimer  ce  mouvement,  tandis  que,  pour  les 
autres  corps,  ces  modifications  sont  exclusivement  dues 
à  des  agents  extérieurs.  Mais,  dans  ce  cas  même,  nous 
pouvons  acquérir  une  preuve  directe  et  personnelle  de 
l'universalité  de  la  loi  d'inertie,  en  considérant  l'effort 
très  sensible  que  nous  sommes  obligés  de  faire  pour 
changer  la  direction  ou  la  vitesse  de  notre  mouvement 
effectif,  à  tel  point  que,  lorsque  ce  mouvement  est  très 
rapide,  il  nous  est  impossible  de  le  modifier  ou  de  le 
suspendre  à  l'instant  précis  où  nous  le  désirerions. 

La  seconde  loi  fondamentale  du  mouvement  est  due 
à  Newton.  Elle  consiste  dans  le  principe  de  l'égalité 
constante  et  nécessaire  entre  l'action  et  la  réaction  ; 
c'est-à-dire,  que  toutes  les  fois  qu'un  corps  est  mû  par 
un  autre  d'une  manière  quelconque,  il  exerce  sur  lui, 
en  sens  inverse,  une  réaction  telle,  que  le  second  perd,  i 
en  raison  des  masses,  une  quantité  de  mouvement 
exactement  égale  à  celle  que  le  premier  a  reçue.  On  a 
essayé  quelquefois  d'établir  aussi  à  priori  ce  théorème 
général  de  philosophie  naturelle,  qui  n'en  est  pas  plus 
susceptible  que  le  précédent.  Mais  il  a  été  beaucoup 
moins  le  sujet  de  considérations  sophistiques,  et  presque 
tous  les  géomètres  s'accordent  maintenant  à  le  regarder 
d'après  Newton  comme  un  simple  résultat  de  l'observa- 
tion, ce  qui  me  dispense  ici  de  toute  discussion  analogue 
à  celle  de  la  loi  d'inertie.  Cette  égalité  dans  l'action 
réciproque  des  corps  se  manifeste  dans  tous  les  phéno- 
mènes naturels,  soit  que  les  corps  agissent  les  uns  sur, 
les  autres  par  impulsion,  soit  qu'ils  agissent  par  attrac-^ 
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lion;  il  sérail  superflu  d'eu  citer  ici  des  exemples.  Nous 
avons  même  tellement  occasion  de  constatfT  cette  mu- 
tualité dans  nos  observations  les  plus  communes,  (ju.- 
nous  ne  saurions  plus  concevoii-  un  corps  ag-issant  sur 
un  autre,  sans  que  celui-ci  réagisse  sur  lui. 

Je  crois  devoir  seulement  indi(|uri-,  dès  ce  m<»meFil, 
au  sujet  de  cette  seconde  loi  ilu  mmivi'menl,  iiiir  re- 
marque qui  me  semble  importanlr.  d  qui  d'ailleurs  si*ra 
convenablement  développée  dans  la  dix-septiéme  leçon. 
Elle  consiste  en  ce  que  le  célèbre  principe  de  d'Alenïbert, 
d'après  lequel  on  parvient  à  transformer  si  beureuse- 
ment  toutes  les  cjuestions  de  dvnamiqiie  »ii  simples 
questions  de  slati(jue,  ri'esl  Maimcnl  aiilrc  rlmse  que  la 
généralisation  complète  de  la  loi  de  .Nrwlon.  «'tendue  à 
un  système  quelconque  de  (oices.  (le  piiiirij»e  en  effet 
coïncide  évidenmient  avec  celui  de  l'égalité  entre  racliori 
et  la  réaction,  lorscju'on  ne  ((msidi'i-e  que  deux  forces. 
Une  telle  corrélation  peiniel  de  coucevoii  désormais  la 
pi'j)position  générale  de  d'Aleinberl  coniine  aNanI  une 
base  expérimentale,  tandis  qu'elle  n  est  communémenl 
établie  jusqu'ici  que  sur  des  eonsidératinns  abstraites 
peu  satisfaisantes. 

La  troisième  b»i  fondamentale  du  mouvemeril  me  pa- 
raît consister  dans  ce  que  je  propose  d'appeler  le  prin- 
cipe de  l'indépendance  ou  dr  la  <oexisleiice  des  monve- 
nieiils,  qui  conduit  immédiatement  à  ce  qu'on  appelle 
vulgairement  la  composition  des  forces,  (ialilee  e.sl,  à 
|>roprem<'iit  parler,  le  véritable  inventeur  de  celle  loi, 
«piniquil  ne  l'ait  point  romuc  prérisémeiil  sous  la  forme 
que  je  crois  devoir  préférer  i("i.  Considérée  suus  le  puiiil 
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de  vue  le  plus  simple,  elle  se  réduit  à  ce  fait  g-énéral, 
que  tout  mouvement  exactement  commun  à  tous  les 
corps  d'un  système  quelconque  n'altère  point  les  mouve- 
ments particuliers  de  ces  différents  corps  les  uns  à 
l'égard  des  autres,  mouvements  qui  continuent  à  s'exé- 
cuter comme  si  l'ensemble  du  système  était  immobile. 
Pour  énoncer  cet  important  principe  avec  une  précision 
rigoureuse,  qui  n'exige  plus  aucune  restriction,  il  faut 
concevoir  que  tous  les  points  du  système  décrivent  à  la 
fois  des  droites  parallèles  et  égales,  et  considérer  que  ce  - 
mouvement  général,  avec  quelque  vitesse  et  dans  quel-  " 
que  direction  qu'il  puisse  avoir  lieu,  n'affectera  nulle- 
ment les  mouvements  relatifs. 

Ce  serait  vainement  qu'on  tenterait  d'établir  par  au- 
cune idée  à  priori  cette  grande  loi  fondamentale,  qui 
n'en  est  pas  plus  susceptible  que  les  deux  précédentes. 
On  pourrait,  tout  au  plus,  concevoir  que,  si  les  corps  du 
système  sont  entre  eux  à  l'état  de  repos,  ce  déplacement 
commun,  qui  ne  change  évidemment  ni  leurs  distances 
ni  leurs  situations  respectives,  ne  saurait  altérer  cette 
immobilité  relative  :  encore  même,  l'ignorance  absolue 
où  nous  sommes  nécessairement   de  la  nature  intime 
des  corps  et  des  phénomènes  ne  nous  permet  point  d'af-  | 
firmer  rationnellement,  avec  une  sécurité  parfaite,  que 
l'introduction  de  cette  circonstance  nouvelle  ne  modifiera 
pas  d'une  manière  inconnue  les  conditions  primitives  du 
système.  Mais  l'insuffisance  d'une  telle  argumentation 
devient  surtout  sensible  quand  on  essaie  de  l'appliquer 
au  cas  le  plus  étendu  et  le  plus  important,  à  celui  où  les 
différents  corps  du  système  sont  en  mouvement  les  uns 
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à  l'ég-ard  des  autres.  En  s'altachaiit  à  faire  abslraclion, 
aussi  complètement  que  possible,  des  observations  si 
connues  et  si  variées  qui  nous  font  reconnaître  alors 
l'exactitude  physi(jue  d<'  ce  principe,  il  sera  facile  dr 
constater  qu'aucune  considération  rationnrilr  iw  nous 
donne  le  droit  de  conclure  à  priori  ([ue  le  mouvement 
général  ne  fera  naître  aucun  changement  dans  les  mou- 
vements particuliers.  Cela  est  tellement  vrai  que,  lorsqu<' 
Oalilée  a  exposé  pour  la  première  fois  cette  grande  loi 
de  la  nature,  il  s'est  élevé  d»;  toutes  parts  une  foui»' 
d'objections  à  priori  tendant  à  prouver  l'impossibilité 
rationnelle  d'une  lelle  piwjposilion,  qui  n'a  «•!••  iiiiaiiim»'- 
ment  admise,  que  lorsqu'on  a  abamb^nnc  le  point  d»' 
vue  logique  pour  se  placer  au  point  d»*  vu»»  pbysiqur. 

C'est  donc  seulement  comme  un  sinij>li'  lésullat  géné- 
ral de  l'observation  et  de  rexj)éri«'nc«'  (jue  celle  loi  peut 
être  en-effet  solidement  établie  Mais,  ainsi  considérée, 
il  est  évident  qu'aucune  proposition  de  pbilosjqdii»*  na- 
turelle n'est  fondée  sur  des  observations  aussi  simples, 
aussi  diverses,  aussi  multipliées,  aussi  faciles  à  vérifier. 
Il  ne  s'opère  point  ilans  le  monde  réid  un  sml  phéno- 
mène dynami(jn('  qui  n'en  (>uisse  offrit-  une  pnîuve  sen- 
sible ;  et  toute  réconomic  d»'  l'univers  serait  évidemment 
bouleversée  de  fond  en  combh',  si  on  supposait  que  cette 
loi  n'existât  plus.  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  dans  h' 
mouvement  général  d'im  vaisseau,  «pn'lque  rapid.*  qu'il 
puisse  être  et  suivant  «pirbjue  direction  qu'il  ail  lieu,  les 
mouvements  ndatifs  eontiinienl  à  s'exécuter,  sauf  Icn 
alterati(Uis  provenant  i\\\  muiis  et  du  langage,  exacle- 
ni. m   rumine  si  le  vaisseau  élail  immobile,  en  se  coiii- 
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posant  avec  le  mouvement  total  pour  un  observateur  qui 
n'y  participerait  pas.  De  même,  nous  voyons  continuel- 
lement le  déplacement  général  d'un  foyer  chimique,  ou 
d'un  corps  vivant,  n'affecter  en  aucune  manière  les 
mouvements  internes  qui  s'y  exécutent.  C'est  ainsi  sur- 
tout, pour  citer  l'exemple  le  plus  important,  que  le 
mouvement  du  giobe  terrestre  ne  trouble  nullement  les 
phénomènes  mécaniques  qui  s'opèrent  à  sa  surface  ou 
dans  son  intérieur.  On  sait  que  l'ignorance  de  cette  troi- 
sième loi  du  mouvement  a  été  précisément  le  principal 
obstacle  scientifique  qui  s'est  opposé  pendant  si  long- 
temps à  l'établissement  de  la  théorie  de  Copernic,  contre 
laquelle  une  telle  considération  présentait  alors,  en  effet, 
des  objections  insurmontables,  dont  les  coperniciens 
n'avaient  essayé  de  se  dégager  que  par  de  vaines  sabti- 
lités  métaphysiques  avant  la  découverte  de  Galilée. 
Mais,  depuis  que  le  mouvement  de  la  terre  a  été  univer- 
sellement reconnu,  les  géomètres  l'ont  présenté,  avec 
raison,  comme  offrant  lui-même  une  confirmation  essen- 
tielle de  la  réalité  de  cette  loi.  Laplace  a  proposé  à  ce 
sujet  une  considération  indirecte  fort  ingénieuse,  que  je 
crois  utile  d'indiquer  ici,  parce  qu'elle  nous  montre  le 
principe  de  l'indépendance  des  mouvements  sous  la  vé-  % 
rification  d'une  expérience  continuelle  et  très  sensible. 
Elle  consiste  à  remarquer  que,  si  le  mouvement  général 
de  la  terre  pouvait  altérer  en  aucune  manière  les  mouve- 
ments particuliers  qui  s'exécutent  à  sa  surface,  cette 
altération  ne  saurait  évidemment  être  la  même  pour  tous 
ces  mouvements  quelle  que  fut  leur  direction^  et  qu'ils 
en  seraient  nécessairement  diversement  affectés  suivant 
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l'angle  plus  ou  moins  gran-l  que  forait  colle  direction 
avec  celle  du  mouvement  du  globe.  Ainsi,  par  oxoniph», 
le  mouvement  oscillatoire  d'un  penduN'  devrait  alors 
nous  présenter  des  diff(îrences  très  consid»'r;ildos  selon 
Tazimuth  du  plan  vertical  dans  leqml  il  s'exécute,  et  qui 
lui  donne  une  direction  tantôt  confdi me.  tantôt  ronlraire, 
et  fort  inégalement  contraire,  à  celle  du  niouvoniont 
de  la  terre  ;  tandis  que  l'expérience  ne  nous  manifoslr 
jamais,  à  cet  égard,  la  moindn^  variation,  mi^nn'  ru 
mesurant  le  phénomène  avec  l'oxlrènn'  pn»cision  (juc 
comporte,  sous  ce  rap|)orl.  l'état  aciud  de  rux  m(i\t'n> 
d'observation. 

AfiFi  de  prévenir  toute  iolerprélatiuii  iiievaole  ul  toute 
application  vicieuse  de  la  troisième  loi  du  funiivenienl. 
il  importe  de  remarquer  (jue.  par  sa  nature,  elle  n'esl 
lelative  qu'aux  mouvonienls  de  tianslali<m.  et  ipinii  ne 
doit  jamais  l'étendre  à  aucun  innuveiniiit  de  mlatinii. 
Les  mouvements  de  tianslalion  sont  (A  idemineni  .  eii 
effet,  les  seuls  qui  puissent  être  rigoureusement  mm- 
niuns,  pour  le  degré  aussi  bien  que  pour  la  dii«'ctinn,  à 
toutes  les  diverses  parties  d'un  système  queloonque. 
(lotte  exacte  parité  ne  saurait  jamais  avoir  lieu  quaml  il 
s'agit  d'un  mouvement  de  intatinn  ,  qui  pi-ésenle  luu- 
jonrs  nécessairement  dos  inégalités  entre  les  diverses 
parties  du  svslèmo,  suivant  (pi'elles  sont  phi^  ou  moins 
éloignées  du  rentre  de  la  rotation.  (Vest  pourquoi  loul 
niouvonn'ut  do  ce  genre  tend  conslamnienl  à  allérer 
l'étal  du  svslèmo,  <'t  l'alliM'e  on  effet  si  les  oondilituiH  de 
liaison  entre  les  diverses  parties  ne  oonstituenl  pas  une 
lésisiaiK-e   suffisanle.   Ainsi,   par  fxeniple.  dans  Ir  cas 
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d'un  vaisseau,  ce  n'est  pas  le  mouvement  général  de 
progression  qui  peut  troubler  les  mouvements  particu- 
liers ;  le  dérangement  n'est  dû  qu'aux  effets  secondaires 
du  roulis  et  du  tangage,  qui  sont  des  mouvements  de 
rotation.  Qu'une  montre  soit  simplement  transportée 
dans  une  direction  quelconque  avec  autant  de  rapidité 
qu'on  voudra,  mais  sans  tourner  nullement,  elle  n'en 
sera  jamais  affectée;  tandis  qu'un  médiocre  mouvement 
de  rotation  suffira  seul  pour  déranger  promptement  sa 
marche.  La  différence  entre  ces  deux  effets  deviendrait 
surtout  sensible,  en  répétant  l'expérience  sur  un  corps 
vivant.  Enfin,  c'est  par  suite  d'une  telle  distinction,  que  J 
nous  ne  saurions  avoir  aucun  moyen  de  constater,  par 
des  phénomènes  purement  terrestres,  la  réalité  du  mou- 
vement de  translation  de  la  terre,  qui  n'a  pu  être  décou-  \ 
vert  que  par  des  observations  célestes  ;  tandis  que,  rela- 
tivement à  son  mouvement  de  rotation,  il  détermine 
nécessairement  à  la  surface  de  la  terre,  vu  l'inégalité  de 
force  centrifuge  entre  les  différents  points  du  globe,  des 
phénomènes  très  sensibles,  quoique  peu  considérables, 
dont  l'analyse  pourrait  suffire  pour  démontrer,  indépen- 
damment de  toute  considération  astronomique,  l'exis- 
tence de  cette  rotation. 

Le  principe  de  l'indépendance  ou  de  la  coexistence  des 
mouvements  étant  une  fois  établi,  il  est  facile  de  conce- 
voir qu'il  conduit  immédiatement  à  la  règle  élémentaire 
ordinairement  usitée  pour  ce  qu'on  appelle  la  composi- 
tion des  forces^  qui  n'est  vraiment  autre  chose  qu'une 
nouvelle  manière  de  considérer  et  d'énoncer  la  troisième 
loi  du  mouvement.  En  effet,  la  proposition  du  parallélo- 
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gramme  dos  forces,  envisagée  sous  le  pninl  dr  vu.'  !.• 
plus  positif,  consiste  proprenuMil  «ii  co  que,  lorsiju'un 
corps  est  animé  à  la  fois  de  deux  mouvenienis  unif<>rm«'s 
dans  des  directions  ([uelconques,  il  décrit,  rri  vrrlu  d.- 
leur  combinaison,  ladiaiirmal»'  dn  f>;irall<dnirrannne  dont 
il  (Mil  dans  le  même  temps  décrit  séparémeni  l«;s  côtes 
en  vertu  de  chaque  mouvenuMil  is(dé.()r,  n't'st-ce  pas  là 
évidemment  une  simple  application  dirj'ctc  du  principr 
de  l'indépendance  des  mouvcinriils ,  d'.iprcs  l«»quid  li* 
mouvement  particnli«M  du  c(Mp<  lo  Imii:  d'une  certaine 
droite  n'est  nullement  trouhh'  p.iilr  inouvenuMil  général 
qui  entraîne  parai lidement  à  cllc-inénie  la  totalité  de  colle 
droite  le  long  d'une  aiil  rc  df-nile  (jin'lc(un]jio?  Cetteconsi- 
rlér.'il  ion  conduit  siii-|t-cli;mij>  ;i  la  ((tri-li  iiclinri  ireomélri- 
(jnt'  <'nr>nc(''e  par  la  rèizle  dn  j)arall(''loi:rainnu' des  for«*es. 
C'est  ainsi  <[ue  ce  lli(''ori*inc'  fon«lainenlal  t\i'  la  nn'*caniqu<' 
ralionnclle  me  paraît  drvnir(l  )  être  présente  directenn'iit 
connue  une  lui  nalini'lle.  no  du  [imins  comme  une  a[qdi- 
cation  immédiate  d'une  des  pins  grandes  Inisde  la  nature. 
Telle  <'sl,  à  mon  lire,  la  ^eiile  manière  vraiment  pliilcisn- 
plii(|ue  d'étahlii  solidenieiil  cette  importante  proposilioii. 
pour  écarter  définit  i  veinent  tous  les  nuaires  métaphysiques 
dont  elle  est  encore  enviromuM' et  la  mettre  romplètenuMil 
à  l'ahri  de  toute  objection  léelle.  Toutes  les  prélendues 
deinniistrations  analytiques  «pi'on  a  succossiveim'iil  cs- 
sav"'  d'en  donner  d'après  des  C(Misideralions  |»urenh*iil 
abstraites,  nutre  (ju'elles  reposent  orilinairemeiil  sur  um- 
inteipiélation  vi.  ieii-e  et  sur  une  fausse  applicalion  du 

(1)  U  moi  devoir  u'cxiiU'  P'-^  >liu.  I.i  !'-  .Mlitimi  {Sole  tie$  Milew$). 
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principe  analytique  de  l'homog-énéité,  supposent  d'ail- 
leurs que  la  proposition  e^i  évidente  par  elle-même  dans 
certains  cas  particuliers,  quand  les  deux  forces,  par 
exemple,  agissent  suivant  une  même  droite,  évidence 
qui  ne  peut  résulter  alors  que  de  l'observation  effective 
de  la  loi  naturelle  de  l'indépendance  des  mouvements, 
dont  l'indispensabilité  se  trouve  ainsi  irrécusablement 
manifestée.  Il  serait  étrange,  en  effet,  pour  quiconque 
envisage  directement  la  question  sous  un  point  de  vue 
philosophique,  que,  par  de  simples  combinaisons  logi- 
ques, l'esprit  humain  pût  ainsi  découvrir  une  loi  réelle  de 
la  nature,  sans  consulter  aucunement  le  monde  extérieur. 

Cette  notion  étant  de  la  plus  haute  importance  quant 
à  la  manière  de  concevoir  la  mécanique  rationnelle,  et 
s'écartant  beaucoup  de  la  marche  habituellement  adoptée 
aujourd'hui,  je  crois  devoir  la  présenter  encore  sous  un 
dernier  point  de  vue  qui  achèvera  de  l'éclaircir,  en  mon- 
trant que,  malgré  tous  les  efforts  des  géomètres  pour 
éluder  à  cet  égard  l'emploi  des  considérations  expérimen- 
tales, la  loi  physique  de  l'indépendance  des  mouvements 
reste  implicitement,  même  de  leur  aveu  unanime,  une  des 
bases  essentielles  de lamécanique,  quoique  présentée  sous 
une  forme  différente  et  à  une  autre  époque  de  l'exposition. 

11  suffit,  pour  cela,  de  reconnaître  que  cette  loi,  au 
lieu  d'être  exposée  directement  dans  l'étude  des  prolé- 
gomènes de  la  science,  se  retrouve  plus  tard  admise  par 
tous  les  géomètres,  comme  établissant  le  principe  de  la 
proportionnalité  des  vitesses  aux  forces,  base  nécessaire 
de  la  dynamique  ordinaire. 

Afin  de  saisir   convenablement  le   vrai   caractère  de 
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cette  question,  il  faut  reniarquor  que  les  rafqM.ils  ilfs 
forces  peuvent  être  déterminos  do  «l«'ii.\  manières  «liff<*- 
rentes,  soit  par  le  proréflf''  st.ificjuc,  soil  par  h*  proc«Ml«' 
dynamique.  En  effet,  nous  ne  jugeons  |>as  toujours  du 
rapport  de  deux  forces  d'apri's  l'intensitr  plus  ou  moins 
grande  des  mouvements  «prellps  |)eu\eiit  imprimer  a 
un  même  corps.  Nous  l'apprécions  fréquemmeni  aussi 
d'après  de  simples  considérations  diMpiilihre  muluel,  en 
regardant  comme  égales  les  forces  (jiii.  appliquées  en 
sens  contraire,  suivant  mir  même  droite,  se  di'truisenl 
réciproquement,  et  (ensuite  comm»'  dniiMt'.  triple,  etc. 
d'une  autre,  la  force  qui  ferait  éipiililne à  deux,  trois, etc., 
forces  égales  à  celle-ci,  et  toutes  directement  opposées 
à  la  seconde.  Ce  nouveau  mo\en  de  mesure  est,  en  réa- 
lité, t(jut  aussi  usit('' (jiie  le  précédent,  (lela  posé*,  la  ques- 
tion consiste  essentiellement  à  savoir  ^i  lesd«'u\  mcjyens 
sont  toujours  et  nécessairement  équivalents,  c'est -à- 
dirc^  si,  les  raj)ports  des  forces  étant  d'ahord  senlcmiiii 
définis  par  la  considération  statique,  il  s'ensuivra,  .sous 
le  point  de  vue  d\nami(jiie.  (jn'elles  imprimeront  à  une 
même  masse  des  vitesses  «pii  leui  s(ti<'nl  exactenuMil  pro- 
portionnelles. Cette  corrélation  Fi'est  nullement  évidenin 
par  elle-même;  tout  an  plus  pnil-on  concevoir  n  pnnn 
que  les  plus  *rrandes  forces  doivent  nécessairemeni  don- 
ner les  plus  grandes  vitesses.  Mai^  l'observation  seule» 
jMMit  decid<'r  si  c'est  à  la  puMiiiéri'  puissance  de  la  force 
ou  à  toute  autre  fonction  croissante  que  la  viles.st»  osl 
proporliormelle. 

C'est  pour  (l(''|.iiniiier  «pu-Ile  est,  à  cet  e^Nird.  la  véri- 
table loi  de  la   nature,  que,   de  laviMi   de  tous  les  p'»*»- 
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mètres  et  particulièrement  de  Laplace,  il  faut  considérer 
le  fait  général  de  l'indépendance  ou  de  la  coexistence  des 
mouvements.  Il  est  facile  de  voir,  d'après  le  raisonne- 
ment de  Laplace,  que  la  théorie  de  la  proportionnalité 
des  vitesses  aux  forces  est  une  conséquence  nécessaire 
et  immédiate  de  ce  fait  général,  appliqué  à  deux  forces 
qui  agissent  dans  la  môme  direction.  Car,  si  un  corps, 
en  vertu  d'une  certaine  force,  a  parcouru  un  espace  dé- 
terminé suivant  une  certaine  droite,  et  qu'on  vienne  à 
ajouter,  selon  la  môme  direction,  une  seconde  force 
égale  à  la  première  ;  d'après  la  loi  de  l'indépendance  des 
mouvements,  cette  nouvelle  force  ne  fera  que  déplacer 
la  totalité  de  la  droite  d'application  d'une  égale  quantité 
dans  le  même  temps,  sans  altérer  le  mouvement  du 
corps  le  long  de  cette  droite,  en  sorte  que,  par  la  com- 
position des  deux  mouvements,  ce  corps  aura  effective- 
ment parcouru  un  espace  double  de  celui  qui  correspon- 
dait à  la  force  primitive.  Telle  est  la  seule  manière  dont 
on  puisse  réellement  constater  la  proportionnalité  géné- 
rale des  vitesses  aux  forces,  que  je  dois  ainsi  me  dispen- 
ser de  regarder  comme  une  quatrième  loi  fondamentale 
du  mouvement,  puisqu'elle  rentre  dans  la  troisième. 

Il  est  donc  évident  que,  quand  on  a  cru  pouvoir  se 
dispenser  en  mécanique  du  fait  général  de  l'indépen- 
dance des  mouvements  pour  établir  la  loi  fondamentale 
de  la  composition  des  forces,  la  nécessité  de  regarder 
cette  proposition  de  philosophie  naturelle  comme  une 
(les  bases  indispensables  de  la  science  s'est  reproduite 
inévitablement  pour  démontrer  la  loi  non  moins  impor- 
tante  des  forces  proportionnelles  aux  vitesses,  ce  qui 
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met  ccUo  nécessité  hors  «le  luuh*  ruiacstaliuii.  Ainsi 
quel  a  été  le  résultat  réel  de  tous  les  efforts  iiilollrctufls 
qui  ont  été  tentés  pour  éviter  «rmlroduin^  «lirectiMueiil, 
dans  les  prolégomènes  de  la  mécanique,  relUî  observa- 
tion fondamentale?  seulemenl  de  paraître  s'en  dispenser 
en  stali(}ue,  et  de  ne  la  pi-endr»-  tvidrumifut  en  considé- 
ration qu'aussitôt  qu'on  passe  à  la  dynamiqnr.  Toul  se 
réduit  donc  effeclivemenl  a  ui\r  sinqde  transposition.  Il 
est  clair  qu  un  résultai  aussi  peu  imporlant  n'est  nulle- 
ment proportionné  à  la  complication  des  procédés  indi- 
rects qui  ont  été  employés  pour  y  parvenir,  quand  même 
ces  procédés  seraient  logiquenn'iit  irréprochables,  ri 
nous  avons  expressément  reconnu  b-  ctuitrair»'.  Il  est 
donc,  sous  tous  les  i.ipjxuls.  beaucnuji  plus  salisfaisanl 
de  se  conformer  lrancln'nii'iil  i-l  directement  a  la  néces- 
sité philosophique  de  la  sciiiK  e,  et .  puistjuelle  ne  saurait 
se  passer  d'une  base  experimentab',  de  reconnaître  net- 
tement celte  base  dès  l'origine.  Aucune  autre  murchme 
p«'ul  irndr»'  com[)li'leiU('nl  posilixc  nnr  science  qui. 
sans  de  tels  londemenls,  conscrNiTiiil  <*ncore  un  ccrt.im 
caracti're  métaphysicpic 

Telles  sont  donc  les  trois  loi>  physiques  tin  mouve- 
m<iil  qui  fnuinissent  ii  la  uti'caniqut*  ratioimtdie  une 
base  expérimentale  sut'lisunte,  sur  laqu«||i'  I  .sprit  hu- 
main, par  de  simples  opérations  lo^'ique»,  et  san»  con- 
sulter davanlafi»'  h"  mondr  extérieur,  peut  sidiiliMUent 
établir  l'édilice  systématique  de  la  science*.  Ouoiqueco8 
tnûs  lois  me  semblent  |»ouvoir  suffire,  je  ne  vui»  à 
/trinri  aucune  raison  de  n'en  point  au^nu'nter  h'  nomiirt*. 
si   ou  parvenait    elfedivement    k   tiuistaler  quVIIes  n«» 
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sont  pas  strictement  complètes.  Cette  augmentation  me 
paraîtrait  un  fort  léger  inconvénient  pour  la  perfection 
rationnelle  de  la  science,  puisque  ces  lois  ne  sauraient 
jamais  évidemment  être  très  multipliées  ;  je  regarderais 
comme  préférable,  en  thèse  générale,  d'en  établir  une  ou 
deux  de  plus,  si,  pour  l'éviter,  il  fallait  recourir  à  des 
considérations  trop  détournées,  qui  fussent  de  nature  à 
altérer  le  caractère  positif  de  la  science.  Mais  l'ensemble 
des  trois  lois  ci-dessus  exposées  remplit  convenablement, 
âmes  yeux,  toutes  les  conditions  essentielles  réellement 
imposées  par  la  nature  des  théories  de  la  mécanique 
rationnelle.    En  effet,  la    première,   celle    de    Kepler, 
détermine  complètement  l'effet  produit   par  une   force 
unique  agissant  instantanément  ;  la  seconde,   celle  de 
Newton,  établit  la  règle  fondamentale  pour  la  commu- 
nication du  mouvement  par  l'action  des  corps  les  uns 
sur  les  aulres;  enfin  la  troisième,  celle  de  Galilée,  con- 
duit immédiatement  au  théorème  général  relatif  à  la 
composition  des  mouvements.  On  conçoit,  d'après  cela, 
que  toute  la  mécanique  des  mouvements  uniformes  ou 
des  forces   instantanées  peut   être  entièrement  traitée 
comme  une  conséquence  directe  de  la  combinaison  de 
ces  trois  lois,  qui,  étant  de  leur  nature  extrêmement 
précises,  sont  évidemment  susceptibles  d'être  aussitôt 
exprimées  par  des  équations  analytiques  faciles  à  ob- 
tenir. Quant  à  la  partie  la  plus  étendue  et  la  plus  impor- 
tante de  la  mécanique,  celle  qui  en  constitue  essentielle- 
ment la  difficulté,  c'est-à-dire  la  mécanique  des  mouve- 
ments variés  ou  des  forces  continues,  on  peut  concevoir 
d'une  manière  générale  la  possibilité  de  la  ramener  à 
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la  mécanique  élénviilaire  dont  nous  venons  (l*in«li(juer 
le  caractère,  par  l'application  de  la  méthode  infinitési- 
male, qui  permettra  de  substituer,  [>ourchaque  instant  in- 
finiment pctil,  un  mouvement  uniforme  au  mou  vi-ment  va- 
rié,d'où  résulteront  immédiatement  leséquations  différen- 
tielles  relatives  à  cette  dernière  espèce  de  mouvements. 
Usera  sans  doute  fort  important  d'établir  directement  et 
avec  précision,  dans  les  leçons  suivantrs,  la  maniéro  iré- 
nérale  d'employer  une  telle  mélhod»'  jx.ur  n'soudn*  les 
deux  problèmes  essentiels  de  la  mécanique  ralioimello, 
et  de  considérer  soigneusement  les  principaux  résul- 
tats que  les  géomètres  ont  ainsi  obtenus  ndaliv^merït  aux 
lois  abstraites  de  l'équilibre  et  <lii  mouvement.  .Mais  il 
est,  dès  ce  moment,  évident  cjue  la  science  se  trouve 
réellement  fondée  j)ar  l'ensembb'  drs  tinis  jnis  physi- 
ques établies  ci-dessus,  et  (jiir  huit  l»-  travail  dt'virnl 
désormais  purement  rationind,  devant  consister  srule- 
ment  dans  l'usage  à  fair»'  dr  ers  luis  pnui  la  snlution 
d«'s  différentes  questions  générales.  Kn  iiii  iiini,  la  sépa- 
ration entn;  la  j)arti<'  nécessairem<Mil  jdiysi(jur  rt  la 
[)artie  sim[)lement  loirirpir  dr  la  scimcr  nw  st-mbh»  pou- 
voir être  ainsi  nelhiiicnl  »ff«'ctu(''r  dnii»'  maniiTC  exacte 
<*t  définitive. 

l*our  teiinincr  cet  a[M'r(;u  ^'cnéral  du  caractrrr  pliilo- 
S(q)hi(jue  de  la  mécanique  rationnelle,  il  iw  nous  reste 
plus  maintenant  qu'a  «(.nsidérer  sommairement  le»  di- 
visions priiMi()al«'s  de  r.it»'  science,  les  divisions  se- 
condaires devant  étn-  .fivisagées  dans  les  levons  sui- 
vantes. 

La  première  et  la  plus  ini|>ortanle  division  natundh* 
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de  la  mécanique  consiste  à  distinguer  deux  ordres  de 
questions,  suivant  qu'on  se  propose  la  recherche  des 
conditions  de  l'équilibre,  ou  l'étude  des  lois  du  mouve- 
ment, d'où  \di  statique,  et  la  ch/namique.  Il  suffit  d'indi- 
quer une  telle  division,  pour  en  faire  comprendre  direc- 
tement la  nécessité  générale.  Outre  la  différence  effec- 
tive qui  existe  évidemment  entre  ces  deux  classes  fon- 
damentales de  problèmes,  il  est  aisé  de  concevoir  à 
priori  que  les  questions  de  statique  doivent  être,  en  gé- 
néral, par  leur  nature,  bien  plus  faciles  à  traiter  que  les 
questions  de  dynamique.  Cela  résulte  essentiellement 
de  ce  que,  dans  les  premières,  on  fait,  comme  on  l'a  dit 
avec  raison,  abstraction  du  temps;  c'est-à-dire  que,  le 
phénomène  à  étudier  étant  nécessairement  instantané, 
on  n'a  pas  besoin  d'avoir  égard  aux  variations  que  les 
forces  du  système  peuvent  éprouver  dans  les  divers  ins- 
tants successifs.  Cette  considération  qu'il  faut,  au  con- 
traire, introduire  dans  toute  question  de  dynamique,  y 
constitue  un  élément  fondamental  de  plus,  qui  en  fait  la 
principale  difficulté.  Il  suit,  en  thèse  générale,  de  cette 
différence  radicale,  que  la  statique  tout  entière,  quand 
on  la  traite  comme  un  cas  particulier  de  la  dynamique, 
correspond  seulement  à  la  partie  de  beaucoup  la  plus 
simple  de  la  dynamique,  à  celle  qui  concerne  la  théorie 
des  mouvements  uniformes,  comme  nous  l'établirons 
spécialement  dans  la  leçon  suivante. 

L'importance  de  cette  division  est  bien  clairement  vé- 
rifiée par  l'histoire  générale  du  développement  effectif 
de  l'esprit  humain.  Nous  voyons,  en  effet,  que  les  an- 
ciens avaient  acquis  quelques  connaissances  fondamen- 
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laies  très  essentie!!r's  rolativt'mfiit  à  ['(Ujuilibre,  soit  des 
solides,  soit  des  Ihiides,  coiiiiiic  on  h'  voit  surtout  par 
les  belles  recherches  (TArchimède,  quoiqu'ils  fussent 
encore  fort  éloi^niés  de  posséder  une  statique  ration 
iiclle  vraiment  compli'h*.  Au  contraire,  ils  ignoraient 
entièrement  la  dynamique,  même  la  plus  élémentaire;  la 
jiremière  création  de  cette  science  toute  mnderne  est  due 
à  Galilée. 

Après  celle  division  fondamentah*,  la  disliiictinii  la 
plus  iinp(jrlanl«'  h.  établir  en  mécanique  consiste  à  sé- 
parer, soil  dans  la  .slali(jiie,  soi!  dans  la  d\namiqui*, 
l'étuib'  des  solides  et  ccib'  des  lluicb's.  Ouebjue  essen- 
tielle (|u<'  sijil  cette  division,  je  ne  la  place  qu'en  seconde 
ligne,  et  subordonnée  à  la  précédente,  suivant  la  mé- 
thode établie  pai-  La'j;'range,  car  c'est,  ce  me  semble, 
s'exagérer  son  iiiUm'ure  (pie  de  la  constiluer  division 
prin('i[)ale,  comme  on  b' (ait  e*ncoi'e  dans  l(\s  traités  (udi- 
naii'es  de  mécanique.  Li's  principes  (îssenliels  de  sta- 
tique ou  «le  dvnamique  sont,  en  effet,  nécessairement 
les  mêmes  pour  les  fluides  «jue  poui'  les  S(dides  ;  seule- 
ment les  lluides  exi^iMit  d'ajouter  aux  eonditions  carae- 
téristi([ues  du  systemi'  une  considéialion  de  pins,  relie 
relative  à  la  \ai*iabilile  de  bninr,  qin  (b'dinit  générale- 
ment leur  c«»nslilulion  m<'cani(|ue  propie.  Mais,  tout  eii 
placaiil  relie  distinction  an  rang  convenable,  il  est  fa- 
cile de  concevoir  à  pnon  S(Mi  extrême  impoitance,  et  de 
.sentir,  en  général,  combien  elle  doit  aujrmeni»  r  la  dilïi- 
culte  bnidamentale  dt's  «jnrsiions,  soit  dans  la  statique, 
soit  surtout  dans  la  d\iiami(jne.  (îai  celle  p.irfaite  indé- 
pendance leciprocjue  des  molécules,  (jui  caiact»i  is.-   |(js 
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fluides,  oblige  de  considérer  séparément  chaque  molé- 
culC)  et,  par  conséquent,  d'envisag-er  toujours,  même 
dans  le  cas  le  plus  simple,  un  système  composé  d'une 
infinité  de  forces  distinctes.  Il  en  résulte,  pour  la  sta- 
tique, l'introduction  d'un  nouvel  ordre  de  recherches, 
relativement  à  la  figure  du  système  dans  l'état  d'équi- 
libre, question  très  difficile  par  sa  nature,  et  dont  la 
solution  générale  est  encore  peu  avancée,  même  pour  le 
seul  cas  de  la  pesanteur  universelle.  Mais  la  difficulté 
est  encore  plus  sensible  dans  la  dynamique.  En  effet, 
l'obligation  où  l'on  se  trouve  alors  strictement  de  consi- 
dérer à  partie  mouvement  propre  de  chaque  molécule, 
pour  faire  une  étude  vraiment  complète  du  phénomène, 
introduit  dans  la  question,  envisagée  sous  le  point  de 
vue  analytique,  une  complication  jusqu'à  présent  inex- 
tricable en  général,  et  qu'on  n'est  encore  parvenu  à  sur- 
monter, même  dans  le  cas  très  simple  d'un  fluide  uni- 
quement mû  par  sa  pesanteur  terrestre,  qu'à  l'aide 
d'hypothèses  fort  précaires,  comme  celle  de  Daniel  Ber- 
nouilli  sur  le  parallélisme  des  tranches,  qui  altèrent 
d'une  manière  notable  la  réalité  des  phénomènes.  On 
conçoit  donc,  en  thèse  générale,  la  plus  grande  difficulté 
nécessaire  de  l'hydrostatique,  et  surtout  de  l'hydrody- 
namique, par  rapport  à  la  statique  et  à  la  dynamique 
proprement  dites,  qui  sont  en  effet  bien  plus  avancées. 
11  faut  ajouter  à  ce  qui  précède,  pour  se  faire  une  juste 
idée  générale  de  cette  différence  fondamentale,  que  la 
définition  caractéristique  par  laquelle  les  géomètres  dis- 
tinguent les  solides  et  les  fluides  en  mécanique  ration- 
nelle n'est  véritablement,  à  l'égard  des  uns  comme  à 
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l'égard  des  autres,  qu'une  rcprr'scnlalion  oxagér<:*e,  et, 
par  conséquent,  striclement  infidfile  de  la  rt^alilr.    Kii 
effet,  quant  aux  fluides  principaleni»MiL  il  .si  clair  qiir 
leurs  molécules  lu'  sont  point  rérllrmrnl  dans  cet  èlal 
rigoureux    d'indépundarir»'   nnitudh'   où   nous   sonuncs 
obligés  de  les  supposer  en  mécani«ju«',  en  les  assujettis- 
sant seulement  à  conserver  entre  elles  un  volume  cons- 
tant s'il  s'agit  d'un  liquide,  ou,  s'il  s'agit  d'un  gaz.  nn  vo- 
lume variable  suivant  une  fonction  d(jnné«'  de  la  pression, 
par  exemple,  en  raison  inverse  de  celle  pression,  dapriîs 
la  loi  de  Mariotte.   Un  grand  nombn»  de  phénomènes 
naturels  sont,  au  contraire,  essentiellenuMit  dus  à  l'adlié- 
rence  mutuelle  des  molécules  d'un  fluide,  liaison  qui  est 
seulement  beaucoup  moindn'  que  dans  les  solides.  Celle 
adhésion,  dont  on  fait  abslraclion  poni    1rs  lluides  ma- 
thématiques, et  (ju'il  sembh'.  m  effet,  presque  imp<»ssibh* 
de  prendre  convenablement  en  considéralion,  «iélermine, 
comme  on  sait,  des  différences  très  sensibles  entre  les 
phénomènes  effectifs  et  ceux  qui  li'sullent  <le  la  ihéorie, 
soit  pour  la  stati(jue,  soit  surtout,  pour  la  dynamique, 
par  exeniph;   ndalivemenl    a   rérjuileinent   d'un    liquid.* 
|»esant  par  un  orifice  déterminé,  où  r«d)servalion  s'écarle 
notablement  de  la  lli.'(»rie  quant  a  la  dépense  de  liquide 
en  un  temps  donné. 

Quoique  la  définition  inalhemalique  des  solides  se 
trouve  représenter  beaucoup  plus  exactement  leur  élal 
réel,  on  a  cependant  plusieurs  occasions  de  reconnallre 
la  nécessité  de  tenii  compte  en  certains  cas  «le  la  possi- 
bilité de  séparation  nnilnrllr  .pii  existe  Uiujt)urs  entre 
l.'s   molécules   d'un   solide,   m    les  forn'S  iiui   leur  suiil 
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appliquées,  acquièrent  une  intensité  suffisante,  et  dont 
on  fait  complètement  abstraction  en  mécanique  ration- 
nelle. C'est  ce  qu'on  peut  aisément  constater  surtout 
dans  la  théorie  de  la  rupture  des  solides,  qui,  à  peine 
ébauchée  par  Galilée,  par  Huyghens,  et  par  Leibnitz,  se  , 
trouve  aujourd'hui  dans  un  état  fort  imparfait  et  même 
très  précaire,  malgré  les  travaux  de  plusieurs  autres 
géomètres,  et  qui  néanmoins  serait  importante  pour 
éclairer  plusieurs  questions  de  mécanique  terrestre , 
principalement  de  mécanique  industrielle.  On  doit  pour- 
tant remarquer,  ta  ce  sujet,  que  cette  imperfection  est  à 
la  fois  beaucoup  moins  sensible  et  bien  moins  impor- 
tante que  celle  ci-dessus  notée,  relativement  à  la  méca- 
nique des  tluides.  Car  elle  se  trouve  ne  pouvoir  nulle- 
ment influer  sur  les  questions  de  mécanique  céleste,  qui 
constituent  réellement,  comme  nous  avons  eu  plusieurs 
occasions  de  le  reconnaître,  la  principale  application,  et  ■ 
probablement  la  seule  qui  puisse  être  jamais  vraiment 
complète,  de  la  mécanique  rationnelle. 

Enfin  nous  devons  encore  signaler,  en  thèse  générale, 
dans  la  mécanique  actuelle,  une  lacune,  secondaire  il  est 
vrai,  mais  qui  n'est  pas  sans  importance,  relativement 
à  la  théorie  d'une  classe  de  corps  qui  sont  dans  un  état 
intermédiaire  entre  la  solidité  et  la  fluidité  rigoureuses, 
et  qu'on  pourrait  appeler  semi-fluides,  ou  semi-solides  : 
tels  sont,  par  exemple,  d'une  part,  les  sables,  et,  d'une 
autre  paît,  les  fluides  à  l'état  gélatineux.  Il  a  été  présenté 
quelques  considérations  rationnelles  au  sujet  de  ces 
corps,  sous  le  nom  de  fluides  imparfaits,  surtout  rela- 
tivement à  leurs  surfaces  d'équiUbre.  Mais  leur  théorie 
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propre  n'a  jamais  été  réollonKMil  rtalilir  d'iino  niaiiii-rr 
générale  et  directe. 

Tels  sont  les  principaux  aperçus  g-énéraux  que  j'ai  rrii 
devoir  indiquer  sommairennMil  poni-  faire  apprécier  le 
caractère  philosnpliiqu<'  qui  distiniru«'  la  inécaniqnr  ra- 
tionnelle, envisagée  dans  son  enscnihl»'.  Il  s.iuil  main- 
tenant, en  considérant  sous  le  ménif  |tniiil  d«'  vm* 
philosoplii(|ue  la  composition  effrclivr  d«'  la  science, 
d'apprécier  comment,  par  les  importants  travaux  succes- 
sifs des  plus  grands  géomf'tn's,  ci'tt»-  srcondr  srrtion 
générale  si  étendue,  si  essenlirllr,  ♦'!  si  ditficil»'  d»*  la 
mathématique  concrète,  a  pu  ('Ire  «'l«'v<''»'  a  r»'t  émiiH'iit 
degré  «le  perfectifMi  tliéoriqu»*  (jii'idl»'  a  atlriiil  d«'  nos 
jours  dans  l'admiiald»'  traite  dr  Lat;range,  «'t  qui  nous 
présente;  tonlrs  les  (|u«'stions  abstraites  (pi'ellf»  i-sl  sus- 
ceptible d'offrir,  lanK'iicrs,  d'aprJ'-  un  prineipr  iniiqu»'. 
à  ne  plus  dépendic  que  de  recbcrclK'^  |>iii  .lurnl  analy- 
tiques, comme  nous  l'avons  déjà  nM-oiuui  pnm-  l.'s  pro- 
blèmes géométriqui'S.  (>e  sera  l'cdqt't  d«'S  trois  b^oiis 
suivantes  ;  la  prciniti»'  «(Uisacréi»  à  la  sftiftf/uf,  la  Sfcomle 
à  la  dynamique,  cl  la  troisième,  a  rexainen  ib'S  théo- 
rèmes généraux  d«'  l.i   niéraniqur  ralioiiindb'. 
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SEIZIEME    LEÇON 


Yue  générale  de  la  statique. 


L'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  peut  être 
traité  d'après  deux  méthodes  générales  essentiellement 
distinctes  et  inégalement  parfaites,  suivant  que  la  sta- 
tique est  conçue  d'une  manière  directe,  ou  qu'elle  est 
considérée  comme  un  cas  particulier  de  la  dynamique. 
Par  la  première  méthode,  on  s'occupe  immédiatement 
de  découvrir  un  principe  d'équilibre  suffisamment  gé- 
néral, qu'on  applique  ensuite  à  la  détermination  des 
conditions  d'équilibre  de  tous  les  systèmes  de  forces 
possibles.  Par  la  seconde,  au  contraire,  on  cherche 
d'abord  quel  serait  le  mouvement  résultant  de  l'action 
simultanée  des  diverses  forces  quelconques  proposées, 
et  on  en  déduit  les  relations  qui  doivent  exister  entre 
ces  forces  pour  que  ce  mouvement  soit  nul. 

La  statique  étant  nécessairement  d'une  nature  plus 
simple  que  la  dynamique,  la  première  méthode  a  pu 
seule  être  employée  à  l'origine  de  la  mécanique  ration- 
nelle. C'est,  en  effet,  la  seule  qui  fût  connue  des  anciens, 
entièrement  étrangers  à  toute  idée  de  dynamique,  même 
la  plus  élémentaire.  Archimède,  vrai  fondateur  de  la 
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statique,  et  auquel  sont  dues  toutes  les  notions  essen- 
tielles que  l'antiquité  possédait  à  cet  é^jard,  coinnimcc 
à  établir  la  condition  d'cquilil)!»'  d.-  dmx  |M(ids  sus- 
pendus aux  deux  extrémités  «liin  l.\  i.  r  dmil ,  r'esl-à-tlire 
la  nécessité  que  ces  jxtids  snimt  i-ii  raison  inverse  d«; 
leurs  distances  au  point  d'appui  du  levier;  et  il  s'efforce 
ensuite  de  ramener  autant  que  possible  à  ce  principe 
unique  la  recberclie  des  relations  d'équilibre  [)ropres  à 
d'autres  systèmes  de  forces.  Pan'ilbnunl,  quant  a  la 
statique  des  fluides,  il  j)ose  d'abord  scui  célèbre  prin- 
cipe, consistant  en  ce  que  tout  coips  plonj^é  ilans  un 
lluide  perd  une  partie  de  snn  jH>ids  e^ale  au  poids  du 
lluide  déplacé;  et  i'usuite  il  «'U  déduit,  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  la  tbédiir  di-  la  stabilité  des  tuirps 
llottants.  Mais  le  |uiii(ijit'  du  leviri-  u  a\ail  point  j»ar 
lui-même  une  assez  grande  généralité  poin  qu'il  fût 
possible  de  l'appliquer  rétdlemenl  a  la  dt-lerminalion 
des  coinlitions  d'équilibre  de  tnus  les  systèmes  de  forces. 
Par  (ju<'l(|ues  ingénieux  aitilices  (|u'nn  ail  successive- 
ment essayé  d'en  étendre  l'usage,  an  n"a  pu  rffeclive- 
ment  y  ramener  (jm-  b's  svstiMues  cnmposé»  de  forces 
p.'irallèles.  (Juanl  aux  forces  dont  les  direi-lions  cnii- 
couienl,  on  a  d  alxtid  cssas»*  de  sui\ir  un»'  marclie 
analogue,  en  imaginant  <b'  nou\eaux  juincipes  directs 
d'équilibre  spécialement  propres  à  eu  cas  plus  général, 
et  parmi  lesquels  il  faut  surtout  nMuarquer  rheureuse 
idée  de  Stévin,  rrlaliv»»  à  l'éijuilibre  du  système  de  deux 
poids  p(»s«;s  sur  lU^nx  plans  incliné-s  adossés.  (x*!le  nou- 
velb;  idée-mère  eût  peut-être  suffi  slriclemenl  pour 
cnmblei-  la  lacunr  que  laissait  dans  la  statique  le  priu- 
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cipe  d'Archimëde,  puisque  Stévin  était  parvenu  à  en 
déduire  les  rapports  d'équilibre  entre  trois  forces  appli- 
quées en  un  même  point,  dans  le  cas  du  moins  où  deux 
de  ces  forces  sont  à  angles  droits;  et  il  avait  même 
remarqué  que  les  trois  forces  sont  alors  entre  elles 
comme  les  trois  côtés  d'un  triangle  dont  les  angles 
seraient  égaux  à  ceux  formés  par  ces  trois  forces.  Mais, 
la. dynamique  ayant  été  fondée  dans  le  même  temps  par 
Galilée,  les  géomètres  cessèrent  de  suivre  l'ancienne 
marche  statique  directe,  préférant  procéder  h  la  re- 
cherche des  conditions  d'équilibre  d'après  les  lois  dès 
lors  connues  de  la  composition  des  forces.  C'est  par 
cette  dernière  méthode  que  Varignon  découvrit  la  véri- 
table théorie  générale  de  l'équilibre  d'un  système  de 
forces  appliquées  en  un  même  point,  et  que  plus  tard 
d'Alembert  établit  enfin,  pour  la  première  fois,  les 
équations  d'équilibre  d'un  système  quelconque  de  forces 
appliquées  aux  différents  points  d'un  corps  solide  de 
forme  iavariable.  Cette  méthode  est  encore  aujourd'hui 
la  plus  universellement  employée. 

Au  premier  abord,  elle  semble  peu  rationnelle,  puis- 
que, la  dynamique  étant  plus  compliquée  que  la  statique, 
il  ne  paraît  nullement  convenable  de  faire  dépendre 
celle-ci  de  l'autre.  Il  serait,  en  effet,  plus  philosophique 
de  ramener  au  contraire,  s'il  est  possible,  la  dynamique 
à  la  statique,  comme  on  y  est  parvenu  depuis.  Mais  on 
doit  néanmoins  reconnaître  que,  pour  traiter  complè- 
tement la  statique  comme  un  cas  particulier  de  la  dy- 
manique,  il  suffit  d'avoir  formé  seulement  la  partie  la 
plus  élémentaire  de  celle-ci,  la  théorie  des  mouvements 
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uniformes,  sans  avoir  aucun  hesoiu  d»*  la  Ui»''urie  des 
mouvements  variés.  Il  impnrlo  d'expliquer  avec  préci- 
sion celle  dislinction  fondamenlal»'. 

Aceteffel,  observons  d'abord  qu'il  existe,  eiiLréuérai, 
deux  sorles  de  forces  :  1"  les  forces  «pic  j'app^dle  instan- 
tanées, comme  les  impulsions,  qui  n'a^nsscnl  sur  un 
corps  qu'à  l'origine  du  mouvenn-nl.  en  l'aharidoimanl  à 
lui-même  aussitôt  (|u'il  est  en  marclie;  T  les  forces  qu'on 
appelle  assez  improprement  acct'lc  rat  rives  ^  et  qu<"  je  pré- 
fère nommer  continues^  comme  les  attractions,  qui  agis- 
sent sans  cesse  sur  le  mobile  pendant  toute  la  durée  {\\\ 
mouvement.  Cette  dislinction  équivaut  évidemment  u 
celle  des  unnivements  aiii/Drmrs  el  des  nniuscmenls 
varirs;  car  il  est  clair,  ••n  verhi  de  la  pimnère  des  trois 
lois  fondameiilaies  du  inouvemenl  exposées  dans  la  le«'on 
précédente,  (jue  toute  force  instantanée  doit  nécessaire- 
ment produii'e  im  mouvement  uniforme,  lainlis  que 
toute  bu'ce  continue  doit,  au  contraire,  par  sa  naliiro, 
inipiinuM-  au  mobile  un  mouvement  indéfiniment  varié, 
(icla  posé,  on  conçoit  fort  aisément,  à  priori,  ccunnie  je 
l'ai  déjà  indi([né  plusieurs  fois,  (|ue  la  parti»'  de  la  «lyna- 
inique  ifdative  aux  forces  instantanées  ou  aux  nmuve- 
meiits  uniformes  doit  ètic,  sans  aucune  comparaison, 
infiniment  plus  simple  que  (die  qm  concerne  le»  forces 
continues  on  !<-  nionvements  variés,  el  dans  laqutdle 
consiste  essenliidlenienl  toute  la  «lilficultc  (!••  la  dynu- 
mi«jue.  La  j»remii're  partie  présente  une  hdb'  facilite 
([u'tdle  peut  èlie  traitée  dans  seul  ensemble  comme  un»? 
consecpience  immédiale  des  Irois  lois  fondanieiilales  ilti 
mouvement,  ainsi  que  je  l'ai  expressément  remarqué  ti 
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la  fin  de  la  leçon  précédente.  Or,  il  est  maintenant  aisé 
de  concevoir,  en  thèse  générale,  que  c'est  seulement  de 
cette  première  partie  de  la  dynamique  qu'on  a  besoin 
pour  constituer  la  statique  comme  un  cas  particulier  de 
la  dynamique. 

En  effet,  le  phénomène  d'équilibre,  dont  il  s'ag^it  alors 
de  découvrir  les  lois,  est  évidemment,  par  sa  nature,  un 
phénomène  instantané,  qui  doit  être  étudié  sans  aucun 
égard  au  temps.  La  considération  du  temps  ne  s'intro- 
duit que  dans  les  recherches  relatives  à  ce  qu'on  appelle 
la  stabilité  de  l'équilibre;  mais  ces  recherches  ne  font 
plus,  à  proprement  parler,  partie  de  la  statique  et  ren- 
trent essentiellement  dans  la  dynamique.  En  un  mot, 
suivant  l'aphorisme  ordinaire  déjà  cité,  on  fait  toujours, 
en  statique,  abstraction  du  temps.  Il  en  résulte  qu'on  y 
peut  regarder  comme  instantanées  toutes  les  forces  que 
l'on  considère,  sans  que  les  théories  cessent  pour  cela 
d'avoir  toute  la  généralité  nécessaire.  Car,  à  chaque 
époque  de  son  action,  une  force  continue  peut  toujours 
évidemment  être  remplacée  par  une  force  instantanée 
mécaniquement  équivalente,  c'est-à-dire  susceptible  - 
d'imprimer  au  mobile  une  vitesse  égale  à  celle  que  lui  " 
donne  effectivement  en  cet  instant  la  force  proposée.  A 
la  vérité,  il  faudra,  dans  le  moment  infiniment  petit  sui-  m 
vaut,  substituer  à  cette  force  instantanée  une  nouvelle 
force  de  même  nature  pour  représenter  le  changement 
effectif  de  la  vitesse,  de  telle  sorte  que,  en  dynamique,  j 
où  l'on  doit  considérer  l'état  du  mobile  dans  les  divers 
instants  successifs,  on  retrouvera  nécessairement  par  la 
variation  de  ces  forces  instantanées  la  difficulté  fonda- 
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mentale  inhérente  à  la  natuie  <I«'s  forces  conlinues,  ot 
qui  n'aura  fait  que  changer  de  forme.  Mais,  en  stalique, 
où  il  ne  s'agit  d'envisager  les  forces  que  dans  un  inslant 
unique,  on  n'aura  point  à  tenir  comple  de  ces  variations, 
et  les  lois  générales  de  l'équilihn',  ainsi  élablii's  on  con- 
sidérant toutes  les  forces  comme  inslantanéi's,  iTm  se- 
ront pas  moins  applicables  à  des  forces  cnnlirnies, 
pourvu  qu'on  ait  soin,  dans  cette  ap|)li(ahon,  dr  substi- 
tuer à  chaque  force  continue  la  forer  inslantaufc  «{ni  lui 
correspond  en  ce  moment. 

On  conçoit  donc  nettenirnl  par  là  romnn'nt  la  slaliqur 
abstraite  peut  être  traité»' av<*c  facilité conim»' un»»  simple 
application  d<'  la  partie  la  plus  élémentaire  tir  la  dvna- 
mique,  celle  qui  se  rapporte  aux  mouvj'monts  unifr>rmc8. 
La  manière  la  pins  convenable  (rcfb'clu.'r  r»'ttr  applica- 
tion consiste  à  remarquer  (\\n\  lorsque  des  f«Mr«'S  quel- 
conques sont  en  é(|ui libre,  chacune  d'entre  elles,  consi- 
<lérée  isolément,   peut  être  regardée  connue  déiruisani 
l'effet   de  l'ensemble   de  toutes  les  antres.   ,\insi  la  re- 
cherche des  conditions  de  l'éfjuilibie  se  réduit,  en  géné- 
ral,  à   exjuimer    que    1  une   (|irr|((inqui'    des    forces    (hi 
svstème,  est  égale  et  flirectement  (q)[>oséeà  X^rrsulttuitr 
de  toutes  les  autres.  La  difli'ullé  ne  consiste  donc,  dans 
celte  méthode,  (ju'à  déterminer-  crll.'  résultante,  cV»l-à- 
dire  à  romposrr  ruin'  elles  les  forces   proposées.   O'ilo 
composition   s'effectiu'   inniiediatemenl    poiu'  le   cas  de 
deux    forres    d'ajtrès    la  troisième  loi  foirdamenlale  ihi 
mouvement,  et    l'c»!!   en    déduit    ensuite  la  composition 
d'un  nombre  (juelronqur  de  forces.  I.,a  question  élémen- 
taire présente,  comme  on  sait,  deu.x  eu»  essenlieiiement 
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distincts,  suivant  que  les  deux  forces  à  composer  agissent 
dans  des  directions  convergentes  ou  dans  des  directions 
parallèles.  Chacun  de  ces  deux  cas  peut  être  traité 
comme  dérivant  de  l'autre,  d'oii  résulte  parmi  les  géo- 
mètres une  certaine  divergence  dans  la  manière  d'établir 
les  lois  élémentaires  de  l;i  composition  des  forces,  sui- 
vant le  cas  que  l'on  choisit  pour  point  de  départ.  Mais, 
sans  contester  la  possibilité  rigoureuse  de  procéder  autre- 
ment, il  me  semble  plus  rationnel,  plus  philosophique  et 
plus  strictement  conforme  à  l'esprit  de  cette  manière  de 
traiter  la  statique,  de  commencer  par  la  composition  des 
forces  qui  concourent,  d'où  l'on  déduit  naturellement 
celle  des  forces  parallèles  comme  cas  particulier,  tandis 
que  la  déduction  inverse  ne  peut  se  faire  qu'à  l'aide  de 
considérations  indirectes,  qui,  quelque  ingénieuses 
qu'elles  puissent  être,  présentent  nécessairement  quel- 
que chose  de  forcé. 

Après  avoir  établi  les  lois  élémentaires  de  la  compo- 
sition des  forces,  les  géomètres,  avant  de  les  appliquera 
la  recherche  des  conditions  de  l'équilibre,  leur  font 
éprouver  ordinairement  une  importante  transformation, 
qui,  sans  être  complètement  indispensable,  présente 
néanmoins,  sous  le  rapport  analytique,  la  plus  haute 
utilité,  par  l'extrême  simplification  qu'elle  introduit  dans 
l'expression  algébrique  des  conditions  d'équilibre.  Cette 
transformation  consiste  dans  ce  qu'on  appelle  la  théorie 
des  moments^  dont  la  propriété  essentielle  est  de  réduire 
analytiquement  toutes  les  lois  de  la  composition  des 
forces  à  de  simples  additions  et  soustractions.  La  déno- 
mination de  moments,  entièrement  détournée  aujourd'hui 
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de  sa  signification  première,  ne  ili'îsigne  plus  niaink- 
nant  <jue  la  considération  ahslraile  du  produit  d'une 
force  par  une  distance.  11  faut  dislinguiM, comme  onsail, 
deux  sortes  de  nomcitts^  les  moments  par  rapport  k  un 
point,  qui  indiquent  le  produit  d'une  forre  par  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  ce  point  sui-  sa  din*clion,  rt  1rs  mo- 
ments par  rapport  à  un  plan,  <jui  désignent  !.•  produit  dr 
la  force  par  la  distaFicr  dr  son  point  d'application  à  ce 
plan.  Les  premiers  nr  d(''j)endent  évidtMinnent  (jue  d»» 
la  direction  de  la  force,  et  nullcmrnt  dr  son  point  d'ap- 
plication ;  ils  sont  spécialement  appropriés  par  leur  na- 
ture à  la  théorie  des  forces  non  parallèles  :  les  seconds, 
au  contraire,  ne  dépendent  «pic  du  jinint  d'ap|diralion 
d(*  la  force  et  nullemcnl  de  sadirerlion;  ils  sont  donc 
essentiellement  d«'slin(''s  a  la  tln-orir  d»'S  forces  paral- 
lèles. Nous  aurons  occasion  d'indiquer,  plus  bas,  par 
quidle  heureuse  idée  fondann-ntalr  M.  INunsol  «'sl  par- 
venu à  attribuer  généralement,  et  de  la  mani«*n'  la  plus 
naturelle,  une  signification  ronrretr  direct»'  à  l'un  <»!  à 
l'autre  genre  de  moments,  qui  n'avaimt  rétdb'menl  avant 
lui  (ju  une  valeur  abstraite. 

La  notion  de  moments  une'  fois  établie,  leur  théorie 
élémentaire  consiste  es.sentiedlemenl  dans  ces  deux  pro- 
priétés générales  très  remarquables,  <|u'on  déduit  ni«é- 
nient  de  la  composition  des  forces  :  T  si  l'on  rxiiisidère 
un  System»'  de  forces  toutes  sitm^es  dans  un  même  plan 
et  disposées,  d'ailleurs,  d'une  nianii-re  qu«droiique,  Iv 
iiimn.iil  de  leui  ré>ultante,  par  rap|M»rl  a  un  point  quel- 
ccMique  de  ce  plan,  est  égal  ii  la  s.Mume  algébrique  doft 
moment>  d.'  toutes  les  composantes  par  rapp»»rl  ,'i  rv 
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même  point,  en  attribuant  à  ces  divers  moments  le  signe 
convenable,  d'après  le  sens  suivant  lequel  chaque  force 
tendrait  à  faire  tourner  son  bras  de  levier  autour  de 
l'origine  des  moments  supposée  fixe;  2"  en  considérant 
un  système  de  forces  parallèles  disposées  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace  le  moment  de  leur  résultante 
par  rapport  à  un  plan  quelconque  est  égal  à  la  somme 
algébrique  des  moments  de  toutes  les  composantes  par 
rapport  à  ce  même  plan,  le  signe  de  chaque  moment 
étant  alors  naturellement  déterminé,  conformément  aux 
règles  ordinaires,  d'après  le  signe  propre  à  chacun  des 
facteurs  dont  il  se  compose.  Le  premier  de  ces  deux 
théorèmes  fondamentaux  a  été  découvert  par  un  géo- 
mètre auquel  la  mécanique  rationnelle  doit  beaucoup  er 
dont  la  mémoire  a  été  dignement  relevée  par  Lagrange 
d'un  injuste  oubli,  Varignon.  La  manière  dont  Yarignon 
établit  ce  théorème  dans  le  cas  de  deux  composantes, 
d'où  résulte  immédiatement  le  cas  général,  est  même 
spécialement  remarquable.  En  effet,  regardant  le  mo- 
ment de  chaque  force  par  rapport  à  un  point  comme  évi- 
demment proportionnel  à  l'aire  du  triangle  qui  aurait  ce 
point  pour  sommet  et  pour  base  la  droite  qui  représente 
la  force,  Yarignon,  d'après  la  loi  du  parallélogramme 
des  forces,  présente  d'abord  le  théorème  des  moments 
sous  une  forme  géométrique  très  simple,  en  démon- 
trant que  si,  dans  le  plan  d'un  parallélogramme,  on 
prend  un  point  quelconque,  et  que  l'on  considère  les 
trois  triangles  ayant  ce  point  pour  sommet  commun,  et 
pour  bases  les  deux  côtés  contigus  du  parallélogramme 
et  la  diagonale  correspondante,  le  triangle  construit  sur 
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1.1  diagonalo  sorn  ronstammonl  ôquivaloiit  à  la  scimnio 
ou  à  la  différonrr  dos  Irianfi^lcs  construits  sur  los  doux 
côtés;  ce  qui  est  en  soi,  comm»'  l'ubsorve  avec  raison  ï^a- 
grang^e,  un  hrau  théorème  de  s^ôoméir'w,  indépendam- 
ment de  son  utilité'  m  mécanique. 

A  l'aide  de  cette  théorie  des  nu)ments.  on  parvient  à 
exprimer  aisément  les  relations  analvtiqufs  (jui  doivent 
exister  entre  les  forces  dans  l'étal  d'é(juilil)re,  en  consi- 
dérant d'aboi'd,  poMi-  |»lus  de  facilité,  les  denx  cas  parti- 
culiers d'un  système  de  foic^s  toutos  situé«»s  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  un  rnrm»'  (il.iii.  «M  d'un  svstème 
quelconque  de  forces  [)aralli'lt'S.  Cdianin  dr  ri's  d<Mix  svs- 
lèmes  exige,  en  général,  trois  équations  d'rqnilibre,  qui 
consistent  :  1"  pourlo  premier.  »'n  ce  que  la  snmmo  algé- 
brique des  produits  do  chaijin'  fnrc»',  soit  parle  cosinus, 
soit  par  le  sinus  do  l'ani:!»'  (pri'ib'  f.iil  avoc  uno  droite 
fixe  prise  arbiliaiiemeiil  daFis  Ir  plan  soit  séparément 
nulle,  ainsi  quo  la  somme  al^-^ébricpir  des  nionuMils  de 
toutes  les  forces  par  rapport  h  un  point  quelconque  de 
ce  plan;  2"  pour  le  second,  en  «•»•  que  la  sonmie  algé- 
brique de  toutes  les  forces  proposées  soit  mdle.  ainsi  (jue 
la  somme  algébrique  de  Imis  ninmmts  pris  séparément 
par  rapport  à  deux  plans  différents  parallides  a  la  din»c- 
tion  commune  de  ces  forces.  Après  avoir  traité  ces  «ieux 
•  as  préliminaires,  il  est  farile  d'en  dériuire  celui  «i  un 
svstème  de  forces  l«uit  a  fail  «juelconque.  Il  suffit,  pour 
cela,  de  concevoir  cbajjue  force  du  système  decompowi» 
en  deux,  l'une  silm'e  dans  un  plan  fixe  quelconque, 
l'autre  perpendiculaire  à  ce  plan.  Le  système  proposé  M 
Irouvera  dès  lors  renifdacé  par  l'ensemble  de  deux  »y»- 
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tèmes  secondaires  plus  simples,  l'un  composé  de  forces 
dirigées  toutes  dans  un  même  plan,  l'autre  de  forces 
toutes  perpendiculaires  à  ce  plan  et  conséquemment 
parallèles  entre  elles.  Comme  ces  deux  systèmes  par- 
tiels ne. sauraient  évidemment  se  faire  équilibre  l'un  à 
l'autre,  il  faudra  donc,  pour  que  l'équilibre  puisse  avoir 
lieu  dans  le  système  général  primitif,  qu'il  existe  dans 
chacun  d'eux  en  particulier,  ce  qui  ramène  la  question 
aux  deux  questions  préliminaires  déjà  traitées.  Telle  est 
du  moins  la  manière  la  plus  simple  de  concevoir,  en  trai- 
tant la  statique  par  la  méthode  dynamique,  la  recherche 
générale  des  conditions  analytiques  de  l'équilibre  pour 
un  système  quelconque  de  forces  ;  quoiqu'il  fût,  d'ail- 
leurs, possible  évidemment,  en  compliquant  la  solution, 
de  résoudre  directement  le  problème  dans  son  entière 
généralité,  de  façon  à  y  faire  rentrer  au  contraire, 
comme  une  simple  application,  les  deux  cas  prélimi- 
naires. Quelque  marche  qu'on  juge  à  propos  d'adopter, 
on  trouve  pour  l'équilibre  d'un  système  quelconque  de 
forces,  les  six  équations  suivantes  : 

SP  cos  u  =  o,  S P  cosS  =  Oy  SP  cosy  =  o, 

S P  (y  cos  a  —  X  cos  g)  =  0 ,   SP  {zcos  oc  —  x  cos  y)  =  o , 

SP  (?/  cos  y  —  z  cos  g)  =  0  ; 

en  désignant  par  P  l'intensité  de  l'une  quelconque  des 
forces  du  système,  para,  g,  y,  les  angles  que  forme  sa  di-   I 
rection  avec  trois  axes  fixes  rectangulaires  choisis  arbi-  " 
trairement,  et  par  x,  y,  z,  les  coordonnées  de  son  point 
d'application  relativement  à  ces  trois  axes.  J'emploie  ici 
la  caractéristique  S  pour  désigner  la  somme  des  pro- 
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duits  somblahlcs.  propres  à  toutes  les  forcos  du  svsI»miu' 
P,  P\  P'\  etc. 

Toile  est,  on  substancf.  la  inafiirro  il.»  |iroco(ler  à  la 
délermination  des  conditions  générales  d«»  réjjnilihn»,  m 
concevant  la  statique  ronimo  un  cas  |»arti<ulirr  d(>  la  dy- 
namique élémontaiie.  Mais,  quidquo  siniplf  <|u»'  snil  i»n 
effet  cotto  niolliod»',  il  serait  évideniuH-nl  plus  ralionind 
et  plus  satisfaisant  de  revenir,  s'il  est  possihii',  à  la  mé- 
thode des  anciens,  on  défia^oant  la  slatiquo  d»»  toute  con- 
sidération dynami(ju«',  (ntur  procoder  direclomont  à  la 
recliei'che  des  lois  de  l'équilibre  «'uvisa^^e  «n  lui-même, 
à  l'aido  duii  priiicip»*  déquilibir  suffisammmt  L'én«'ral. 
établi  immédiatemrnl.  T/i'st  oftY-rtivcnn'ui  n-  qur  les 
géomètres  ont  Imté.  qu;iiid  une  fois  Irs  équations  géné- 
rales do  l'équilibn'  ont  <'h'  découvertos  par  la  méthode 
dvnanii(juo.  Mais  ils  otil  suihuil  et»*  détrirninés  à  établir 
une  méthode  slaliqur  dirocte,  pai*  un  motif  philoso- 
pliiqno  d'nii  (trdir  plus  «'«levé  ol  en  méin»'  h'iu(»s  plus 
pressant  (juo  b'  bf;soin  d<'  présontrr  la  stali«|u«'  smus  un 
point  <b'  vue  logique  j)lus  parfait,  r/ost  maintenant  ce 
qu'il  nous  importe  (éminemment  d'expliqu«*r,  juiisque 
telle  est  la  marche  qui  a  cmiduil  Lagran;r«'  à  imprimera 
l'ensemble  de  la  mecani<pie  rationnelle  celle  liauli'  piT- 
foclion  philosophi(|uo  (pii  la  caractérise  désormais. 

O  motif  buidamenlal  n'sulte  dr  la  nécessité  où  l'on  m» 
trouve  pour  liailer,  engénéral,  lesijueslioiiHJes  plus  diffi 
ciles  et  bs  plus  inqtni  tantes  de  la  duiamique,  «le  b-s  fain- 
rentier  dans  d.-  simples  quolinns  de  statique.  Nouk exa- 
minerons spécialement,  dans  la  leçon  suivante,  le  célèbre 
principe   général  de  dynamique  dccuuviMl  par  dAleiii- 
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bert,  et  à  l'aide  duquel  toute  recherche  relative  au  mou- 
vement d'un  corps  ou  d'un  système  quelconque  peut 
être  convertie  immédiatement  en  un  problème  d'équi- 
libre. Ce  principe,  qui,  sous  le  point  de  vue  philoso- 
phique, n'est  vraiment,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué  dans 
la  leçon  précédente^  que  la  plus  grande  généralisation 
possible  de  la  seconde  loi  fondamentale  du  mouvement, 
sert  depuis  près  d'un  siècle  de  base  permanente  à  la  so- 
lution de  tous  les  grands  problèmes  de  dynamique,  et 
doit  évidemment  désormais  recevoir  de  plus  en  plus  une 
telle  destination,  vu  l'admirable  simplification  qu'il 
apporte  dans  les  recherches  les  plus  difficiles.  Or,  il  est 
clair  qu'une  semblable  manière  de  procéder  oblige  néces- 
sairement à  traiter  à  son  tour  la  statique  par  une  mé- 
thode directe,  sans  la  déduire  de  la  dynamique,  qui 
ainsi  est,  au  contraire,  entièrement  fondée  sur  elle.  Ce 
n'est  pas  qu'il  y  ait,  à  proprement  parler,  aucun  véri- 
table cercle  vicieux  à  persister  encore  dans  la  marche 
ordinaire  exposée  ci-dessus,  puisque  la  partie  élémen- 
taire de  la  dynamique,  sur  laquelle  seule  on  a  fait  re- 
poser la  statique,  se  trouve,  en  réalité,  être  complète- 
ment distincte  de  celle  qu'on  ne  peut  traiter  qu'en  la 
réduisant  à  la  statique.  Mais  il  n'en  est  pas  moins  évi- 
dent que  l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle  ne  pré- 
sente alors,  en  procédant  ainsi,  qu'un  caractère  philoso- 
phique peu  satisfaisant,  à  cause  de  l'alternative  fréquente 
entre  le  point  de  vue  statique  et  le  point  de  vue  dyna- 
mique. En  un  mot,  la  science,  mal  coordonnée,  se 
trouve,  parla,  manquer  essentiellement  d'unité. 
L'adoption  définitive  et  l'usage  universel  du  principe 
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de  d'Alembert  reiulaieiil  <ioiic  iiidisponsahlo  aux  progrès 
futurs  de  l'esprit  humain  une  refonte  radicale  du  système 
entier  de  la  mécani(jue  ratiomicllc,  où,  la  slaliqut»  riant 
traitée  directement  d'aprJ.'S  uiu'  l<»i  primitive  d'rquilihn» 
suffisamment  générale,  et  l.i  d\naini<jnr  rappidiM'  à  la 
stati(jue,  l'ensemble  de  la  science  pût  arqurrii  un  rarac- 
tère  d'unité  désormais  irrévocable.  Telle  est  la  révolution 
éminemment  philosophique  exécutée  par  Liigrange  dans 
son  admirable  traité  de  Mrraiiu/m'  lumh/lifjui'^  dont  la 
conception  fondanu-ntalr  servira  l(tiiji»iirs  d«*  base  à  Ituis 
les  travaux  ultérieurs  des  géomètres  sur  les  bds  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement,  comme  nous  avons  vu  la  i^rande 
idée-mère  de  Descartes  devoir  diriger  indéfiniment 
toutes  les  spéculations  géométri«|ues. 

En  examinant  les  recherches  des  géomètres  antérieurs 
sur  les  propriétés  de  l'équilibre,  pour  y  puiser  un  prin- 
cipe direct  de  stati«|ue  (|iii  jmiI  nfïrir  toute  la  généralité 
nécessaire,  Lagrange  s'est  arrêté  a  choisir  b-  priiu  ij,r 
des  vitesses  virtuelles,  drvrim  <lésormais  si  célèbre  par 
l'usage  immense  et  capital  (ju'il  en  a  fait.  Cj*  principe, 
découvert  primitivement  |Kir  (ialilée  dans  le  cas  de  deux 
forces,  connue  un.-  pro|»riété  générab-  qu.-  manifestait 
Téciuilibre  de  Inules  les  uiachiiH's,  avait  ele,  plus  tard, 
étendu  par  Jean  Bernouilli  a  un  nombr.'  quelmnque  de 
forces,  constituant  un  système  quelconque;  el  Varignon 
avait  ensuite  remarqué  expressénuMit  l'emploi  univiTsel 
qu'il  était  possibl.'den  faire  en  statique.  U  combinaison 
de  ce  principe  avec  celui  d.'  dAlemberl  a  ouiduit  Ux 
grange  à  concev<»ir  et  a  traiter  la  mécanique  rationnelle 
tout  entière  connu.-  -L  .Init.    d'un  seul  ibetuèuie  fonda- 
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mental,  et  à  lui  donner  ainsi  le  plus  haut  degré  de  per- 
fection qu'une  science  puisse  acquérir  sous  le  rapport 
philosophique,  une  rigoureuse  unité. 

Pour  concevoir  nettement  avec  plus  de  facilité  le  prin- 
cipe général  des  vitesses  virtuelles,  il  est  encore  utile  de 
le  considérer  d'abord  dans  le  simple  cas  de  deux  forces, 
comme  l'avait  fait  Galilée.  Il  consiste  alors  en  ce  que, 
deux  forces  se  faisant  équilibre  à  l'aide  d'une  machine 
quelconque,  elles  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des 
espaces  que  parcourraient  dans  le  sens  de  leurs  directions 
leurs  points  d'application,  si  on  supposait  que  le  système 
vînt  à  prendre  un  mouvement  infiniment  petit  :  ces 
espaces  portent  le  nom  de  vitesses  virtuelles,  afin  de  les 
distinguer  des  vitesses  réelles  qui  auraient  effectivement 
lieu  si  l'équilibre  n'existait  pas.  Dans  cet  état  primitif, 
ce  principe,  qu'on  peut  très  aisément  vérifier  relative- 
ment à  toutes  les  machines  connues,  présente  déjà  une 
grande  utilité  pratique,  vu  l'extrême  facilité  avec  la- 
quelle il  permet  d'obtenir  effectivement  la  condition 
mathématique  d'équilibre  d'une  machine  quelconque, 
dont  la  constitution  serait  même  entièrement  inconnue. 
En  appelant  moment  virtuel  ou.  simplement  mom^n^,  sui- 
vant l'acception  primitive  de  ce  terme  parmi  les  géo- 
mètres, le  produit  de  chaque  force  par  sa  vitesse  virtuelle^ 
produit  qui,  en  effet,  mesure  alors  l'effort  de  la  force 
pour  mouvoir  la  machine,  on  peut  simplifier  beaucoup 
l'énoncé  du  principe  en  se  bornant  à  dire  que,  dans  ce 
cas,  les  moments  des  deux  forces  doivent  être  égaux  et 
de  signe  contraire  pour  qu'il  y  ait  équilibre;  le  signe 
positif  ou    négatif  de    chaque  moment   est   déterminé 
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d'après  celui  do  la  vilesso  virUicIli',  «jii'nii  ostinicra, 
conformément  à  l'esprit  ordinain*  do  la  thénri»*  mathé- 
matique des  signes,  positive  ou  lu^irativo  srinn  <|uo,  par 
le  mouvement  fictif  qu»*  l'nii  imai^im*,  la  prnjrrliim  du 
point  d'apj>lication  se  trouverait  tomlx-r  sur  la  diriTtimi 
mAme  do  la  force  ou  sur  son  prolong«'moiit.  ('«'Ile  expres- 
sion abrégée  du  principe  des  vitesses  virtuelles  est  sur- 
tout utile  pour  énoncer  ce  princij)»'  d'uiw  main'ère  géné- 
lalo.  relativcmeiil  à  un  svslèine  de  forces  tout  à  fait 
([uelconcjue.  1!  consiste  alors  en  ce  <pie  la  sninnie  algé- 
brique des  moments  virtuels  de  toutes  les  forces,  estimes 
suivant  la  règle  précédente,  doit  être  nulle  pour  «|u*il  y 
ait  éfjnilibrc;  et  celte  condition  doit  avnir  lieu  dislinc- 
tement  par  rap[)ort  à  tous  les  nuinvemeiils  élémentaires 
que  h»  systènn»  pourrait  jiremlie  en  vertu  des  forces  dont 
il  est  animé.  En  a[)pelanl  l\  P' .  /'".  et<-.,  les  forn-s  pro- 
posées, et,  suivant  la  notati«)n  oïdinaire  de  Lagrange, 
0/5,  5j3',  5p",  etc.,  les  vitesses  virtuelles  correspomlariles, 
ce  [jrincipe  se  trouve  inmiédiatement  exprinn*  par  l'équa- 
tion 

/>  5p  _|.  />'  5/.'  +  /'"  o>"  +  etc.  =  o, 
ou,   plus  brièvement. 

dans  lacinelle,  par  les  Iravau.v  de  Lagrauge,  la  méra- 
nique  rationnelle  l.ni!  entière  peut  éln-  regardée  romme 
iinplicilnnenl  renfermée.  Huant  à  la  slaliquo,  la  liiffi- 
ctille  fondamentale  de  développer  niaveriililcmcal  cc»U  o 
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équation  générale  se  réduira  essentiellement,  lorsque 
toutes  les  forces  dont  il  faut  tenir  compte  seront  bien 
connues,  à  une  difficulté  purement  analytique,  qui  con- 
sistera à  rapporter,  dans  chaque  cas,  d'après  les  condi- 
tions de  liaison  caractéristiques  du  système  considéré, 
toutes  les  variations  infiniment  petites  ^  p,  5  />',  etc.,  au 
plus  petit  nombre  possible  de  variations  réellement 
indépendantes,  afin  d'annuler  séparément  les  divers 
groupes  de  termes  relatifs  à  chacune  de  ces  dernières 
variations ,  ce  qui  fournit ,  pour  l'équilibre ,  autant 
d'équations  distinctes  qu'il  pourrait  exister  de  mouve- 
ments élémentaires  vraiment  différents  par  la  nature  du 
système  proposé.  En  supposant  que  les  forces  soient  en- 
tièrement quelconques,  et  qu'elles  soient  appliquées  aux 
divers  points  d'un  corps  solide,  qui  ne  soit  d'ailleurs  assu- 
jetti à  aucune  condition  particulière,  on  parvient  aussi 
immédiatement  et  de  la  manière  la  plus  simple  aux  six 
équations  générales  de  l'équilibre  rapportées  ci-dessus 
d'après  la  méthode  dynamique.  Si  le  solide,  au  lieu  d'être 
complètement  libre,  doit  être  plus  ou  moins  gêné,  il  suffit 
d'introduire  au  nombre  des  forces  du  système  les  résis- 
tances qui  en  résultent  après  les  avoir  convenablement 
définies,  ce  qui  ne  fera  qu'ajouter  quelques  nouveaux 
termes  à  l'équation  fondamentale.  Il  en  est  de  même 
quand  la  forme  du  solide  n'est  point  supposée  rigoureu- 
sement invariable,  et  qu'on  vient,  par  exemple,  à  consi- 
dérer son  élasticité.  De  semblables  modifications  n'ont 
d'autre  effet,  sous  le  point  de  vue  logique,  que  de  com- 
pliquer plus  ou  moins  l'équation  des  vitesses  virtuelles, 
qui  ne  cesse  point  pour  cela  de  conserver  nécessaire- 
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ment  son  eniière  généralité,  quoique  ces  conditions  se- 
condaires puissent  quelquefois  rendre  presque  inextrica- 
bles les  difficultés  purement  analytiijues  que  présente  la 
solution  effective  de  la  question  proposée. 

Tant  que  le  théorème  des  vitesses  virtuelles  n'avait 
été  conçu  que  comnu'  une  propriété  général.-  d.-  l'équi- 
libre, on  avait  pu  s»*  borner  à  le  vérifier  j>ar  sa  confor- 
mité constante  avec  b's  lois  or<liii.uiis  df  Téquilibn* 
déjà  obtenues  autrement,  et  dont  il  piésenlait  ainsi  un 
résumé  très  utile  par  sa  simplicih'  •'(  smi  uniformité. 
Mais,  pour  faire  de  ce  tbéorème  fondann-ntal  la  ba.se 
effective  de  toute  la  mécanique  rationnelle,  en  un  mol, 
pour  la  convertir  en  un  véiitablr  juiiiripo,  il  était  indis- 
pensable de  l'établir  directement  sans  Ir  d»''duir.'  d'aucun 
autre,  ou  du  moins  en  ne  supjjosanl  quf  d«'s  jiroposi- 
tions  préliminaires  suscej)libb's  par  b-m  «'.vtréme  sim- 
plicité d'être  présentées  comnir  innnédiates.  C/esl  ce 
qu'a  si  heureusenn'nt  exécuté  Lagrange  j»ar  son  ingé- 
nieuse démonstration  fonder  sui-  le  princip»*  drs  mou- 
lles  et  dans  bujnclle  il  parvient  ;i  prouver  généralement 
le  théorème  (b's  vitesses  virtuelles  avec  une  rxlréiiie  fa- 
cilite, en  imaginant  un  |t(»ids  iiiii«jue,  qui.  à  l'aidr  de 
moulles  convenablement  construites,  .se  trouve  rempla- 
cer simultanénn'iit  toutes  les  forces  du  .syslènu'.  On  a 
successivement  pioposé  depuis  qurlqu«'saulre.s démons- 
trations directes  et  généralrs  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  mais  qui,  branmup  plus  compliquées  qm* 
celle  de  Lagrange,  in*  lui  smit,  m  réalité,  inillciiifiil  su- 
périeures (juant  à  la  rigueur  logique.  I»nur  nous,  sous 
le  point  de  vue  phib»snpbique,  nous  d.-viiiis  n-'.irder  ci> 
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théorème  général  comme  une  conséquence  nécessaire 
des  lois  fondamentales  du  mouvement,  d'où  elle  peut 
être  déduite  de  diverses  manières,  et  qui  devient  en- 
suite le  point  de  départ  efjectif  de  la  mécanique  ration- 
nelle tout  entière. 

L'emploi  d'un  tel  principe  ramenant  l'ensemble  de  la 
science  à  une  parfaite  unité,  il  devient  évidemment  fort 
peu  intéressant  désormais  de  connaître  d'autres  prin- 
cipes plus  généraux  encore,  en  supposant  qu'on  puisse 
en  obtenir.  On  peut  donc  regarder  comme  essentielle- 
ment oiseuses  par  leur  nature  les  tentatives  qui  pour- 
raient être  projetées  pour  substituer  quelque  nouveau 
principe  à  celui  des  vitesses  virtuelles.  Un  tel  travail  ne 
saurait  plus  perfectionner  nullement  le  caractère  philo- 
sophique fondamental  de  la  mécanique  rationnelle,  qui, 
dans  le  traité  de  Lagrange,  est  aussi  fortement  coor- 
donnée qu'elle  puisse  jamais  l'être.  On  n'y  pourrait 
réellement  avoir  en  vue  d'autre  utilité  effective  que  de 
simplifier  considérablement  les  recherches  analytiques  1 
auxquelles  la  science  est  maintenant  réduite,  ce  qui  doit 
paraître  presque  impossible  quand  on  envisage  avec 
quelle  admirable  facilité  le  principe  des  vitesses  virtuelles 
a  été  adapté  par  Lagrange  à  l'application  uniforme  de 
l'analyse  mathématique. 

Telle  est  donc  la  manière  incomparablement  la  plus 
parfaite  de  concevoir  et  de  traiter  la  statique,  et  par  m 
suite  l'ensemble  de  la  mécanique  rationnelle.  Dans  un 
ouvrage  tel  que  celui-ci  surtout,  nous  ne  pouvions  hé- 
siter un  seul  moment  à  accorder  à  cette  méthode  une 
préférence  éclatante  sur  toute  autre,  puisque  son  prin- 
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cipal  avantag-e  caractérislique  est  «!.•  j)<Tf«M*tionner  au 
plus  haut  degré  la  philosophie  de  celle  sricnce.  Olle 
considération  doit  avoir  à  nos  yeux  him  jdus  d'impor- 
tance que  nous  ne  pouvons  en  attribuer  en  sens  inversi» 
aux  difficultés  propres  qu'elle  présente  encore  fréquem- 
ment dans  les  applications,  et  qui  consistent  essentielle- 
ment dans  l'extrême  contention  intellectuelle  (ju'elle 
exige  souvent,  ce  qui  peut  èlie  regardé  comme  éiaiil 
jusqu'à  un  certain  point  inhérent  à  toute  méthode  très 
générale  où  les  questions  (pielconques  sont  constam- 
ment ramenées  à  un  principe  uni(jue.  Néanmoins  ces 
difficultés  sont  assez  grandf^s  jusipiici  pnnr  qu'on  ne 
puisse  point  encore  regardei  l.i  méthode  de  Lai^range 
comme  vraiment  élémentaire,  de  manière  à  pouvoir  dis- 
penser entièrement  d'en  consi«lérer  aucune  aufre  dans 
nn  enseignement  dogmalifpie.  (l'est  ce  qui  m'a  déter- 
miné à  caractériser  d'abord  avec  quelques  d«'velnppe- 
ments  la  méthode  dynamicpie  proprement  dit»*,  la  seule 
encore  généralement  usitée.  Mais  ces  considérations  ne 
peuvent  être  évidemment  que  provisoires;  lespriiu'ipaux 
embarras  qu'occasioinie  l'emplni  de  la  nuu'eplion  de 
Lagrangc  n'ayant  réellement  d'antre  caus»*  essentitdb* 
que  sa  nouveauté.  Une  telle  méthode  n'est  point  indéfi- 
niment destinée  sans  doute  à  l'usage  exclusif  tl'un  Irès- 
jtetif  nomhie  de  géomètres,  qui  en  ont  seuls  encon'  une 
connaissance  assez  familière  pour  utiliser  convenahle- 
me!it  les  admirables  propriétésqui  la  caractériKenl  :  elle 
doit  certainement  devenir  plus  lard  aussi  populain»  dan» 
le  monde  matliématiijue  (jue  la  grande  conception  géi»- 
métricpn»  de  Descartes,  et  ce  progrès  général  serait  vrai- 
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semblablement  déjà  presque  effectué  si  les  notions  fon- 
damentales de  l'analyse  transcendante  étaient  plus  uni- 
versellement répandues. 

Je  ne  croirais  pas  avoir  convenablement  caractérisé 
toutes  les  notions  philosophiques  essentielles  relatives 
à  la  statique  rationnelle,  si  je  ne  faisais  maintenant  une 
mention  distincte  d'une  nouvelle  conception  fort  impor- 
tante, introduite  dans  la  science  par  M.  Poinsot,  et  que 
je  regarde  comme  le  plus  grand  perfectionnement  qu'ait 
éprouvé,  sous  le  point  de  vue  philosophique,  le  système 
général  de  la  mécanique,  depuis  la  régénération  opérée 
par  Lagrange,  quoiqu'elle  ne  soit  pas  exactement  dans 
la  même  direction.  Il  s'agit,  comme  on  voit,  de  l'ingé- 
nieuse et  lumineuse  théorie  des  couples,  que  M.  Poinsot 
a  si  heureusement  créée  pour  perfectionner  directement 
dans  ses  conceptions  fondamentales  la  mécanique  ra- 
tionnelle, et  dont  la  portée  ne  me  paraît  point  avoir  été 
encore  suffisamment  appréciée  par  la  plupart  des  géo- 
mètres. On  sait  que  ces  couples^  ou  systèmes  de  forces 
parallèles  égales  et  contraires,  avaient  à  peine  été  remar- 
qués avant  M.  Poinsot  comme  une  sorte  de  paradoxe  en 
statique,  et  qu'il  s'est  emparé  de  cette  notion  isolée  pour 
en  faire  immédiatement  le  sujet  d'une  théorie  fort  étendue 
et  entièrement  originale  relative  à  la  transformation,  à 
la  composition  et  à  l'usage  de  ces  groupes  singuliers, 
qu'il  a  montrés  doués  de  propriétés  si  remarquables  par 
leur  généralité  et  leur  simplicité.  Ces  propriétés  fonda- 
mentales consistent  essentiellement  :  1"  sous  le  rapport 
de  la  direction,  en  ce  que  l'effet  d'un  couple  dépend 
seulement  de  la  direction  de  son  plan  ou  de  son  axe,  et 
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nullement  do  la  position  de  ce  plan,  ni  d.»  colle  du  couple 
dans  le  plan;  2^  quant  à  rintonsilé,  en  ce  qu«'  l'rff»»!  d'un 
couple  ne  dépend  proprement  ni  do  la  valeur  de  cha- 
cune des  forces  égales  qui  le  composont,  ni  du  hras  dr 
levier  sur  lequel  elles  agissent,  mais  uniipicrnent  du 
produit  de  cette  force  par  celte  dislance,  auqu«d  M.  l»oin- 
sot  a  donné  avec  raison  lo  nom  do  mommt  du  ccuipic. 

En  adoptant  la  méthode  dynamiqn.'  proprement  dilr 
pour  procéder  à   la  rochorcho  drs  condilicuis  générales 
de  l'équilibre,  M.  I*oin.s(»t  Ta  pr.'smi»'!»  sous  un  point  do 
vue  complètement  neuf  à   l'aido   d.»  sa   conception  dos 
couples,  qui  l'a  considerahlemont  simplifiée  et  éclaircio. 
Pour  caractériser  ici  sommairement  cotte  variété  do  la 
méthode  dynamique,    il   suffira   de    concevoir  que,    on 
ajoutant  on  un  point  quejconqnr  du  svstème  deux  forces 
égales  à  chacune  de  celles  (jue  Wm  considère  et  qui  agis- 
sent, en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  suivant  une  droite 
parallèle  à  sa  direction,  on  pourra  ainsi,  sans  jamais  al- 
térer évidemment  l'état  du  système  proposé,  le  regarder 
oomme  rem[)Iacé  :  1"  par  un  système  de  forces  égales  aux 
forces  primitives  trans[)ortées  truites  fiarallèleinent  à  l«*urs 
directions  au  f)oint  unique  (jnr  l'on  aura  choisi,  el  qui. 
en  conséquence,  seront  généralement  réduelildesen  une 
seule;  2"  par  un  système  decmiples  ayant  pour  mosuro 
do  leur  intensité  les  moments  des  forces  proposées  roin- 
ti\«'nH'nt  il  cr   UKMiK'poiiil.   ri    dont    les   plans,    passant 
tous  «n  ce  mènir   jtoinl.  les  rendront   aussi   réduclihloh 
généralement  a  un  roupie  unique.  On  voit,  d'après  cola. 
avec  quelle  facilité  on  pourra  procéder  ainsi  h   la  délor- 
minatio!)  des  relatimis  d'eqiiilihn-.    puisqu'il  suffira  do 
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trouver,  par  les  lois  connues  de  la  composition  des 
forces  convergentes,  cette  résultante  unique,  afin  d'ex- 
primer qu'elle  est  nulle  ;  et  ensuite,  par  les  lois  que 
M.  Poinsot  a  établies  pour  la  composition  des  cou- 
ples, obtenir  également  ce  couple  résultant,  et  l'annuler 
aussi  séparément;  car  il  est  clair  que,  la  force  et  le  couple 
ne  pouvant  se  détruire  mutuellement,  l'équilibre  ne  sau- 
rait exister  qu'en  les  supposant  individuellement  nuls. 
Il  faut,  sans  doute,  reconnaître  que  cette  nouvelle 
manière  de  procéder  n'est  point  indispensable  pour  ap- 
pliquer la  méthode  dynamique  à  la  détermination  des 
conditions  générales  de  l'équilibre.  Mais,  outre  l'extrême 
simplification  qu'elle  introduit  dans  une  telle  recherche, 
nous  devons  surtout  apprécier,  quant  aux  progrès  gé- 
néraux de  la  science,  la  clarté  inattendue  qu'elle  y  ap- 
porte, c'est-à-dire  l'aspect  éminemment  lucide  sous 
lequel  elle  présente  une  partie  essentielle  de  ces  condi- 
tions d'équilibre,  toutes  celles  qui  sont  relatives  aux 
moments  des  forces  proposées,  et  qui  constituent  la  plus 
importante  moitié  des  équations  statiques.  Ces  moments, 
qui  n'indiquaient  jusqu'alors  qu'une  considération  pure- 
ment abstraite,  artificiellement  introduite  dans  la  sta- 
tique pour  faciliter  l'expression  algébrique  des  lois  de 
l'équilibre,  ont  pris  désormais  une  signification  concrète 
parfaitement  distincte,  et  sont  entrés  aussi  naturelle- 
ment que  les  forces  elles-mêmes  dans  les  spéculations 
statiques,  comme  étant  la  mesure  directe  des  couples 
auxquels  ces  forces  donnent  immédatement  naissance. 
On  conçoit  aisément  à  priori  quelle  facilité  cette  inter- 
prétation générale  et  élémentaire  doit  nécessairement 
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procurer  pour  la  combinaison  do  l«»utes  les  idées  rela- 
tives à  la  théorie  des  moments,  comm»*  on  en  voil  d.jà 
d'ailleurs  la  preuve  effective  dans  l'extension  ot  le  per- 
fectionnement de  cette  importante  théorie,  par  les  tra- 
vaux de  M.  Poinsot  lui-même. 

Quelles  que  soient,  en  réalité,  les  «inalilés  fnndamrrî- 
tales  de  la  conception  de  M.  Poinsot  [)ar  rapport  à  la 
statique,  on  doit  néanmoins  recoimaitre,  ce  me  siMiible, 
que  c'est  surtout  au  p(Mfertionnement  dr  la  dynamique 
qu'elle  se  trouve,  par  sa  nature,  essentielh'm«Mit  desti- 
née ;  et  je  crois  pouvoir  assurer,  à  cet  égard,  que  colle 
conception  n'a  point  encore  exercé  jusqu'ici  sou  in- 
fluence la  plus  capitale.  Il  faut  la  regarder,  en  effet, 
comme  directement  propre  à  perfectionruT  sous  un  rap- 
port très  important  les  éléments  nioni<*s  d»*  la  dvnamiqu»' 
générale,  en  rendant  la  notion  des  mouvements  de  rota- 
tion aussi  naturelle,  aussi  familière,  et  presque  aussi 
simple  que  celle  des  mouvements  de  translation,  ('«iir  Ir 
couple  peut  être  l'n visage  conunr  l'élément  naturel  du 
mouvement  de  rotation,  aussi  hii  ii  ^\u^•  la  fore**  l'rsl  du 
mouvement  de  translation,  (le  n'est  pas  ici  le  lii'u  d'in- 
diquer plus  distinctement  cette  considération,  qui  srra 
convenablement  reproduit»-  dans  les  leçons  suivanles. 
Nous  devons  seulement  concevoir,  «mi  thèse  générale, 
qu'un  usage  bien  rnt«Midu  «h'  la  théorie  «h's  couple»  éla- 
blit  la  possibilit(''  de  rmdiv  l'étinle  dr>  ninuvmienls  de 
rotati(Mi,  qui  (  niislilue  jusqu'i«i  la  |»arlie  la  plus  com- 
pliquée el  la  (il us  obscurr  dr  la  dyiuimique,  aussi  élé- 
mentaire et  aus>i  ii«'ll«'  <iut'  l'étud»'  des  niouvenUMils  de 
translation.  Nous  aumns  oreasi«»n  «le  couslaler  effecli- 
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vemenl  plus  tard  à  quel  degré  de  simplicité  et  de  clarté 
M.  Poinsot  est  parvenu  à  réduire  ainsi  diverses  proposi- 
tions essentielles,  relatives  aux  mouvements  de  rotation, 
et  qui  n'étaient  établies  avant  lui  que  de  la  manière  la 
plus  pénible  et  la  plus  indirecte,  principalement  en  ce 
qui  concerne  les  propriétés  défi  aires,  dont  il  a  même  sen- 
siblement augmenté  l'étendue  et  régularisé  l'application 
sous  divers  rapports  importants,  surtout,  en  dernier 
lieu,  quant  à  la  détermination  de  ce  qu'on  appelle  le 
plan  invariable. 

Pour  compléter  ces  considérations  philosophiques  sur 
l'ensemble  de  la  statique,  je  crois  devoir  ajouter  ici  l'in- 
dication sommaire  d'une  dernière  notion  générale,  qu'il 
me  parait  utile  d'introduire  dans  la  théorie  de  l'équi- 
libre, de  quelque  manière  qu'on  ait  d'ailleurs  jugé  con- 
venable de  l'établir. 

Quand  on  veut  se  faire  une  juste  idée  de  la  nature  des 
diverses  équations  qui  expriment  les  conditions  de 
l'équilibre  d'un  système  quelconque  de  forces,  il  est,  ce 
me  semble,  insuffisant  de  se  borner  à  constater  que  l'en- 
semble de  ces  équations  est  indispensable  pour  l'équi- 
libre, et  l'établit  inévitablement.  Il  faut,  de  plus,  pouvoir 
assigner  nettement  la  signification  statique  distincte- 
ment propre  à  chacune  de  ces  équations  envisagée  iso- 
lément, c'est-à-dire  déterminer  avec  précision  en  quoi 
chacune  contribue  séparément  à  la  production  de  l'équi- 
libre, analyse  à  laquelle  on  ne  s'attache  point  ordinaire- 
ment, quoiqu'elle  soit,  sans  doute,  importante.  Par 
quelque  méthode  qu'on  procède  à  l'établissement  des 
équations  statiques,  il  est  clair  à  priori  que  l'équilibre 
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ne  peut  résulter  que  de  la  destruction  de  tf)us  les  mou- 
vements élémentaires  que  le  corps  pourrait  pnMidre  en 
vertu  des  forces  dont  il  est  animé,  si  ces  forces  iravaif>nl 
point  entr'elles  les  relations  nécessaires  pour  s»»  cnnlre- 
balancer  exactement.  Ainsi  chaqin'  équaii.iii  prise  à 
part  doit  nécessairein«'Ml  aiiéanlii-  un  <lr  r.s  mouve- 
ments, en  sorte  que  rensciiil)!»'  dv  ces  «'qualions  pro- 
duise l'équilibre,  par  l'impossibilité  où  se  trouve  dès 
lors  le  corps  de  se  mouvoir  d'aucuin'  manière.  Exami- 
nons maintenant  sommairement  le  principe  général 
d'après  lequel  une  telle  anaivse  \ur  semble  pouvoir 
s'opérer  dans  un  cas  qnelcon(pie. 

En  considérant  le  mouvement  sous  le  point  de  vue  le 
plus  positif,  comme  le  simf)le  transport  d'nn  corps  d'un 
li<»u  dans  un  autre,  indépendamment  du  ninde  quelcon- 
(pie  suivant  leipiel  il  peut  être  produit,  il  est  évident 
que  tout  mouvement  dnjt  être  envisagé,  dans  le  cas  le 
plus  général,  comme  nécessairement  composé  à  la  fois 
de  translatloti  et  de  mliitinn.  (le  n'est  pas,  sans  doulo, 
(pi'il  ne  puisse  réellement  existi-r  de  translation  sans  ro- 
tation, ou  de  rotaticm  sans  translation;  mais  on  doit  re- 
garder l'un  et  l'aulr-e  cas  comme  étant  d'exception,  le 
cas  normal  consistant  en  effet  dans  la  coexislence  de  ces 
deux  sortesde  mouvements,  qui  s'accompagnenlconslam- 
menl.  à  inoin^  de  conditions  [>articulières  1res  précise*, 
et  par  suit»!  fort  rares,  relalivemeni  aux  circonslanre» 
.lu  plién<»mène.  Cela  est  tellement  vrai  «pie  la  seule  vtV- 
rification  de  l'un  d»'  ces  mouvements  est  liabilu.dlenieiil 
leirardée  avec  raison  par  les  géomètres,  «pii  connaissent 
toute  la  pcMté,'  de  celle  observation  élémentaire    .  ..mme 
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un  puissant  motif,  non  d'affirmer,  mais  de  présumer 
très  vraisemblablement  l'existence  de  l'autre.  Ainsi,  par 
exemple,  la  seule  connaissance  du  mouvement  de  rota- 
tion du  soleil  sur  son  axe,  parfaitement  constaté  depuis 
Galilée,  serait  à  priori  pour  un  géomètre  une  preuve 
presque  certaine  d'un  mouvement  de  translation  de  cet 
astre  accompagné  de  toutes  ses  planètes,  quand  même 
les  astronomes  n'auraient  point  commencé  déjà  à  recon- 
naître effectivement,  par  des  observations  directes,  la  réa- 
lité de  ce  transport,  dans  un  sens  encore  peu  déterminé. 
Pareillement,  c'est  d'après  une  semblable  considération 
qu'on  admet  communément,  avec  raison,  outre  le  motif 
d'analogie ,  l'existence  d'un  mouvement  de  rotation 
dans  les  planètes  môme  à  l'égard  desquelles  on  n'a  point 
encore  pu  le  constater  directement,  par  cela  seul  qu'elles 
ont  un  mouvement  de  translation  bien  connu  autour  du 
soleil. 

Il  résulte  de  cette  première  analyse  que  les  équations 
qui  expriment  les  conditions  d'équilibre  d'un  corps,  sol- 
licité par  des  forces  quelconques,  doivent  avoir  pour 
objet,  les  unes  de  détruire  tout  mouvement  de  trans- 
lation, les  autres  d'anéantir  tout  mouvement  de  rota- 
tion. Voyons  maintenant,  d'après  le  même  point  de  vue, 
afin  de  compléter  cet  aperçu  général,  quel  doit  être  à 
priori  le  nombre  des  équations  de  chaque  espèce. 

Quant  à  la  translation,  il  suffit  de  considérer  que, 
pour  empêcher  un  corps  de  marcher  dans  un  sens  quel- 
conque, il  faut  évidemment  l'en  empêcher  selon  trois 
axes  principaux  situés  dans  des  plans  différents,  et 
qu'on  suppose  d'ordinaire  perpendiculaires  entre  eux.  En 


MATHÉMATIQUK  507 

effet,  quelle  progression  serait  possihi.',  j»ar  exemple, 
dans  un  corps  qui  ne  pourrait  avancer  ni  <!<•  l'csl  à 
l'ouest  ou  de  l'ouest  à  l'est,  ni  du  imnl  ;m  sud  nu  du  sud 
au  nord,  ni  enfin  du  haut  i-n  bas  nu  du  bas  m  haut  ? 
Toute  progression  datis  un  auUc  sens  «pudeonque,  pou- 
vant évidemment  se  concevoir  comme  composée  de  pro- 
gressions partielles  correspondantes  dans  ces  trois  sens 
principaux,  serait  dès  lors  devenue  nécessairement  im- 
possible. D'un  autre  côté,  il  est  clair  qu'on  n»*  doit  pas 
considérer  moins  (U\  trois  mouvemmls  «'lénirntain's  in- 
dépendants, rai-  le  corps  p(»uir,ii(  se  mouvoir  dans  U» 
sens  d'un  des  axes,  sans  avoir  au(^une  translati<»n  dans 
le  sens  d'aucun  des  autres.  On  com-fiit  ainsi  que,  en  gé- 
néral, trois  équations  de  condition  seront  nécessain's  et 
suffisantes  pour  établir,  dans  un  système  quelmnque, 
l'éijuilibre  de  translation;  et  chacune  d'elles  sera  spécia- 
lement destinée  à  détruire  un  des  trois  mnuvements  de 
translation  élémentjiires  que  Ir  (-orps  pourrait  prendre. 
On  peut  j)résenter  une  considération  exaclenu'iil  ana- 
logue relativement  à  landation  :  il  u  va  de  nouvelle  dif- 
ri(  ullc  que  celle  d'apercevoir  distinctement  une  image 
mécani(pie  plus  compliquée.  La  rolali«m  d'un  corps 
dans  un  plan  ou  aulnui  d'un  axe  quelconque,  p<Mivanl 
toujours  se  conc«;voir  décomposée  en  trois  rotations  »He- 
nu'utaires  dans  les  trois  plans  ronrdonn«''S  ou  autour  des 
trois  axes,  il  est  clair  qu.'.  pnui  .uqtéclier  touif  rotation 
dans  un  corps,  il  faut  aussi  lenipécher  de  tourner  s««pu- 
rémenl  par  rapport  à  chacun  de  ces  trois  plans  ou  d«»  ces 
trois  axes.  Trois  équations  sont  donc,  pan-illemenl,  në- 
cessaires  et  sulTi>antes  pour  établir  l'équilibr.'  de  rola- 
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tien;  et  l'on  aperçoit,  avec  la  même  facilité  que  dans 
le  cas  précédent,  la  destination  mécanique  propre  à  cha- 
cune d'elles. 

En  appliquant  l'analyse  précédente  à  l'ensemble  des 
six  équations  générales  rapportées  au  commencement 
de  cette  leçon,  pour  l'équilibre  d'un  corps  solide  animé 
de  forces  quelconques,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  les 
trois  premières  sont  relatives  à  l'équilibre  de  translation, 
et  les  trois  autres  à  l'équilibre  de  rotation.  Dans  le  pre- 
mier groupe,  la  première  équation  empêche  la  transla- 
tion suivant  l'axe  des  x,  la  seconde  suivant  l'axe  des  y, 
et  la  troisième  suivant  l'axe  des  z.  Dans  le  second 
groupe,  la  première  équation  empêche  le  corps  de  tour- 
ner suivant  le  plan  des  xy ^  la  seconde  suivant  le  plan 
des  xz,  et  la  troisième  suivant  le  plan  des  yz.  On  con- 
çoit nettement  par  là  comment  la  coexistence  de  toutes 
ces  équations  établit  nécessairement  l'équilibre. 

Cette  décomposition  serait  encore  utile  pour  réduire, 
dans  chaque  cas,  les  équations  d'équilibre  au  nombre 
strictement  nécessaire,  quand  on  vient  à  particulariser 
plus  ou  moins  le  système  de  forces  considéré,  au  lieu  de 
le  supposer  entièrement  quelconque.  Sans  entrer  ici 
dans  aucun  détail  spécial  à  ce  sujet,  il  suffira  de  dire, 
conformément  au  point  de  vue  précédent,  que,  la  parti- 
cularisation  du  système  proposé  restreignant  plus  ou 
moins  les  mouvements  possibles,  soit  quant  à  la  trans- 
lation, soit  quant  à  la  rotation,  après  avoir  d'abord  exac- 
tement déterminé  dans  chaque  cas,  ce  qui  sera  toujours 
facile,  en  quoi  consiste  cette  restriction,  il  faudra  suppri- 
mer, comme  superflues,  les  équations  d'équilibre  rela- 
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tives  aux   translations  ou  aux  rotations  qui  fh»  peuvent 
avoir  lieu,  et  conserver  seulement  celles  qui  se  rappor- 
tent aux  mouvements  restés  possibles.  C'est  ainsi  ijuo, 
suivant  la  limitation  |»lns  on  moins  grainh-  du  svslème 
de  forces  particulier  (|n.'  l'on  considère,  il  peut,  au  lieu 
de  six  équations  nécessaires  en  général  pour  l'équilibre, 
n'en  plus   subsister  «jue   trois,  ou   drux,  ou  même  une 
seule,  qu'il  sera  par  là  facile  d'obtenir  dans  «liaqur  cas. 
On  doit  faire  des  remarqu«'s  parfaitement  analo<(ues 
quant  aux  restrictions  de  mouvements  qui  résulteraient, 
non  de  la  constitution  spéciale  du  système  des   forces, 
mais   des  gènes  plus  ou    moins   l'iroiles  auxquelles  le 
corps   pourrait  être   assujetti    dans  certains  cas,  et  qui 
produiiaienl  des  effets  semblables.  Il  suffirait  également 
alors  de  voir  neltemeiil   (picls  monvemenis  scuit  n>ndus 
impossibles  parla  nature  «les  eomlilidri^  iin|»osées.  et  de 
supprimer  les  équations  d'équiiibr»'  «pii  s'y  rapportent, 
en  conservant  celles  relatives  aux   mouvements   restés 
libres.    C'est   ainsi,  par  exemple,  que.  dans  le  cas  d'un 
système  quelron(|ue  de  forées,  on  trouverait  que  les  trois 
dernières  équations  suffisent  [jour  l'éipiilibre.  si  le  r(»rp» 
est  retenu   pai-  nu  poini  fixe  autour  duquel  il  pmt  tour- 
ner lilirement   eii  Ions  sens,  tout  mouvement  de  trans- 
lation étant  alors  devenu  impossible;   d.-  même  on  ver- 
rait  les  équations  d'équilibre  être  au  iiombn*  de  deux, 
ou  même  se  réduire  à  une  seule,  s'il  y  avait  à  la  fois  deux 
points  fixes,  suivant  (jue  le  corps  pourrait  ou  non  glisser 
le  loii"^  de  l'axe  «jui  b'sjoini  ;  «'t  enfin  on  arriverait  k  n»- 
connaîlre  (jue  l'éipiilibre  existe  nécessairement  sans  au- 
cun»' condition,  ([uelles  que  soient  les  forces  dusyslènie, 
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si  le  corps  solide  présente  trois  points  fixes  non  en  ligne 
droite.  Enfin  on  pourrait  encore  employer  le  même 
ordre  de  considérations  lorsque  les  points,  au  lieu  d'être 
rig-oureusement  fixes,  seraient  seulement  astreints  à 
demeurer  sur  des  courbes  ou  des  surfaces  données. 

L'esprit  de  l'analyse  que  je  viens  d'esquisser  est, 
comme  on  le  voit,  entièrement  indépendant  de  la  mé- 
thode quelconque  d'après  laquelle  auront  été  obtenues 
les  équations  de  l'équilibre.  Mais  les  diverses  méthodes 
générales  sont  loin  cependant  de  se  prêter  avec  la 
même  facilité  à  l'application  de  cette  règle.  Celle  qui 
s'y  adapte  le  mieux,  c'est  incontestablement  la  méthode 
statique  proprement  dite,  fondée,  comme  nous  l'avons 
vu,  sur  le  principe  des  vitesses  virtuelles.  On  doit  mettre^ 
en  effet,  au  nombre  des  propriétés  caractéristiques  de  ce 
principe,  la  netteté  parfaite  avec  laquelle  il  analyse  na- 
turellement le  phénomène  de  l'équilibre,  en  considérant 
distinctement  chacun  des  mouvements  élémentaires  que 
permettent  les  forces  du  système,  et  fournissant  aussitôt 
une  équation  d'équilibre  spécialement  relative  à  ce  mou- 
vement. La  méthode  dynamique  ne  présente  point  cet 
avantage  important.  Il  faut  reconnaître  toutefois  que, 
dans  la  manière  dont  M.  Poinsot  l'a  conçue,  elle  se 
trouve,  à  cet  égard,  considérablement  améliorée,  puis- 
que la  seule  distinction  des  conditions  d'équilibre  rela- 
tive aux  forces  et  de  celles  qui  concernent  les  couples, 
distinction  qui  s'établit  alors  nécessairement,  réalise, 
par  elle-même,  la  détermination  séparée  entre  l'équi- 
libre de  translation  et  l'équilibre  de  rotation.  Mais  la 
méthode  dynamique  ordinaire,  exclusivement  usitée  en 
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statique  avant  la  réforme  de  M.  l'niiisol.  ri  qm»  j'ai 
caractérisée  dans  son  rnsenîhk*  au  coninicncemefil  dr 
cette  leçon,  ne  remplit  nullonuMil  rvWf  condilinri  l'ssiii- 
tiellc,  sans  laquelle  néarmioiiis  il  ni.-  païaîl  iiujmssihlo 
de  concevoir  neth'meiil  r«'Xj>n*ssinn  analvlijpK'  drs  lois 
générales  de  l'éciui libre. 

Après  avoir  considéré  les  diverses  maiiiiTos  pririri- 
pales  de  parvenir  aux  lois  exactes  de  l'équilibre  abstrait 
pour  un  sx'stème  (juelconque  de  forces,  en  supposant 
les  corps  dans  cet  état  complètement  passif  que  nous 
avions  d'aboid  reconnu,  (|Uoiqu<î  puremerit  b\potbé- 
tique,  être  strictement  indispensable  à  rétablissement 
(les  principes  fondamentaux  de  la  niéeaiii«jiie  rati<Muiell«; 
nous  devons  maintenant  examinei-  comment  les  géo- 
mètres ont  [»u  tenir  compte  des  propriétés  générales  na- 
turelles aux  corps  récds,  et  auxcpielles  il  faut  nécessairo- 
inont  avoir  éirar.l  dans  toute  apj)lication  effective  de  la 
mécanique  abstraite.  I^a  seule  que  l'on  sache  jusqu'ici 
prendre  en  considération  d'iiiie  niaiiier.-  vraiment  cnm- 
[)lète,  c'est  la  pesanteur  terrestre.  Voyons  eomnienl  on 
a  pu  l'introduire,  en  effet,  dans  les  équaliiUis  statiques. 
Cet  important  examen  constitue,  sans  d(uite ,  dans 
l'ordre  strictement  l(»-i(pie  de  Fiosetucles  pbilosopliiqm'S, 
une  anticipation  vicieuse  sur  la  partie  de  ce  cours  rela- 
tive à  la  plivsi(pie  pr(q»renn'nt  dite,  où  nous  envi^a^^o- 
rons  spécialement  la  science  de  la  |»esanteur.  Mais  la 
théorie  des  centres  de  fi^ravilé.  à  laquelle  se  réduit  i'Hsoii- 
tiellement  cette  étude  staticpu»  de  la  pesanteur  terrestre, 
jone  un  lôlr  li(q)  elen.lu  .-t  liop  inq.ortant  dans  loule* 
les  parties  de  la  mécanique  ralionmdie.  pour  que  mui» 
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puissions  nous  dispenser  de  l'indiquer  ici,  à  l'exemple 
de  tous  les  géomètres,  quoique  ce  ne  soit  pas  stricte- 
ment régulier.  Du  reste,  je  dois  faire  observer  à  ce  sujet 
qu'on  éviterait  presque  entièrement  tout  ce  qu'il  y  a  vrai- 
ment d'irrationnel  daus  cette  disposition  scientifique, 
sans  se  priver  néanmoins  des  avantages  capitaux  que 
présente  la  résolution  préalable  d'une  telle  question,  si 
on  contractait  l'habitude  de  classer  la  théorie  des  centres 
de  gravité  parmi  les  recherches  de  pure  géométrie, 
comme  je  l'ai  proposé  à  la  fin  de  la  treizième  leçon. 

Pour  tenir  compte  de  la  pesanteur  terrestre,  dans  les 
questions  statiques,  il  suffit,  comme  on  sait,  de  se  repré- 
senter, sous  ce  rapport,  chaque  corps  homogène  comme 
un  système  de  forces  parallèles  et  égales,  appliquées  à 
toutes  les  molécules  du  corps,  et  dont  il  faut  déterminer 
complètement  la  résultante,  qu'on  introduira  dès  lors 
sans  aucune  difficulté  parmi  les  forces  extérieures  pri- 
mitives. En  réalité,  ce  parallélisme  et  cette  égalité  des 
pesanteurs  moléculaires  ne  sont  effectivement  que  des 
approximations,  puisque,  de  fait,  toutes  ces  forces  con- 
courraient au  centre  de  la  terre  si  cette  planète  était 
rigoureusement  sphérique,  et  que  leur  intensité  absolue, 
indépendamment  des  inégalités  qui  tiennent  à  la  force 
centrifuge  produite  par  le  mouvement  de  rotation  de  la 
terre,  varie  en  raison  inverse  des  carrés  des  distances 
des  molécules  correspondantes  au  centre  de  notre  globe. 
Mais,  quand  il  ne  s'agit  que  des  masses  terrestres  à  notre 
disposition,  auxquelles  sont  ordinairement  destinées  ces 
applications  de  la  statique,  les  dimensions  n'en  sont  ja-' 
mais  assez  grandes  pour  que  le  défaut  de  parallélisme  et 
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d'c^galitr'  ciiliv  les  pesanteurs  des  diverses  molécules  de 
(liaque  niasse  doive  être  réellemrnt  pris  vu  considé- 
ration. On  suppose  donc  alors,  avec  raison,  toutes  ces 
forces  rigoureusement  parallèles  et  égales,  ce  ({ui  sim- 
plifie extrêmement  la  (pirstinn  tir  It'iii  t  .imposition.  Kri 
effet,  leur  résultante*  est,  dès  ce  inninenl,  égale  à  leur 
somme,  et  agit  suivant  une  dioile  |Miallèle  k  leur  direc- 
tion commune,  en  sorte  que  son  intensité  et  sa  direction 
sont  immédiatement  connues.  Toute  la  difficulté  se  ré- 
duit donc  à  trouver  son  |)oint  d'ajijdicalion,  c'est-à-dire 
ce  qu'on  appelle  le  rr/tf/r  dr  ///arilr  du  corps.  D'après 
les  propriétés  générales  du  point  d'apjdicali«»n  d«'  la  ré- 
sultante dans  un  système  (jnelcompie  de  forces  jiaral- 
lèles,  la  distance  de  ce  j)oint  à  un  plan  (jiielconque  est 
égale  à  la  sonune  des  moments  «le  toutes  les  force»  du 
système  par  rap[)nrt  à  ce  même  plan,  divisée  par  la 
somme  de  ces  forces  elles-mêmes.  Kn  appliquant  celle 
formule  au  centre  de  gravité,  et  ayant  égard  à  la  sinijdi- 
tication  que  produit  alors  Téi^alile  de  Inules  le»  force» 
j>i-oposécs,  on  trouve  «pic  la  dislaïu'e  du  centre  de  gra- 
vité à  un  plan  quelcon(|in'  est  égale  ii  la  sonune  des  dis- 
lances de  tous  les  points  du  corps  consid«''i*e,  divisée  j>ar 
If  iiomhre  de  ces  points;  c'est-à-dire  (pu*  celte  dislance  e»l 
ce'  qu'on  appelle  jdnjucmcnl  la  mMN.-nnr  aritlnni'lique 
entre  les  distances  di' tous  les  points  prtqMisé».  Olle  con- 
sidération fondamentale  réduit  évidenunenl  la  notion  du 
(entre  de  gravité  à  êtn*  purement  géoiiiélrique,  puis- 
«pi'rFi  le  clierclianl  ainsi  cnmme  (t'iitre  des  mu  y  r  nues  dis- 
((UKf's^  suivant  la  déimmiiialinn  très  rulioniielle  de»  an- 
ciens géomètres,  la  queslinn  ne  conserve  plus  aucune 
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trace  de  son  origine  mécanique,  et  consiste  seulement 
dans  ce  problème  de  géométrie  générale  :  Etant  donné 
un  système  quelconque  de  points  disposés  entre  eux 
d'une  manière  déterminée,  trouver  un  point  dont  la  dis- 
tance à  un  plan  quelconque  soit  moyenne  entre  les  dis- 
tances de  tous  les  points  donnés  à  ce  même  plan.  Il  y 
aurait,  comme  je  l'ai  déjà  indiqué,  des  avantages  impor- 
tants à  concevoir  habituellement  ainsi  la  notion  générale 
du  centre  de  gravité,  en  faisant  complètement  abstraction 
de  toute  considération  de  pesanteur,  car  cette  idée  simple 
et  purement  géométrique  est  précisément  celle  qu'on  doit 
s'en  former  dans  la  plupart  des  théories  principales  de 
la  mécanique  rationnelle,  surtout  quand  on  envisage  les 
grandes  propriétés  dynamiques  du  centre  des  moyennes 
distances,  où  l'idée  hétérogène  et  surabondante  de  la 
gravité  introduit  ordinairement  une  complication  et  une 
obscurité  vicieuses.  Cette  manière  de  concevoir  la  ques- 
tion conduit  naturellement,  il  est  vrai,  à  l'exclure  de  la 
mécanique  pour  la  faire  rentrer  dans  la  géométrie, 
comme  je  l'ai  proposé.  Si  je  ne  l'ai  pas  ainsi  classée 
effectivement,  c'est  uniquement  afin  de  ne  m'écarter  que 
le  moins  possible  des  habitudes  universellement  reçues, 
quoique  je  fusse  très  convaincu  qu'une  telle  transposition 
serait  la  seule  disposition  vraiment  rationnelle.  Quoi 
qu'il  en  soit  de  cette  discussion  d'ordre,  ce  qui  importe 
essentiellement,  c'est  de  ne  point  se  méprendre  sur  la 
véritable  nature  de  la  question,  à  quelque  époque  et  sous 
quelque  dénomination  qu'on  juge  convenable  de  la 
traiter. 

La  seule  définition  géométrique  du  centre  de  gravité 
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donnerait  imnicMliatomiMil  le  moyen  d.-  l.»  dtHermintT,  si 
le  système  des  points  (ju.'  l'on  considère  nVlait  com- 
posé que  d'un  nombre  fini  de  puinls  isolés,  car  il  on  ré- 
sulterait directement  alnrs  drs  fnrmnh'N  tri-s  vimplcs  ei 
qui  n'auraient  nnilcmcni  hcsnin  d'rin'  Iransforinées 
pour  exprimer  les  cuurdoiiiit'fs  dn  point  rlierriié,  relati- 
vement à  trois  axes  rectangulaires  fixés  arhitrairenuMil. 
Mais  ces  formules  fondamentales  m-  priiveiil  plus  éin» 
employées  sans  transformation,  aussitôt  qu'il  s*af,nl  dnn 
système  com[)osé  d'une  iiifinil»'  dr  points  formani  un 
vérilahlc  corps  contirm,  ce  qui  «'«>t  h»  cas  ordinaire.  Oar 
le  numérateur  cl  le  dt''nominat«'iii-  de  rh.iqin'  formnlr 
devenant  dès  lors  simultanément  iiifiiii>,  ces  fornuiles 
n'offrent  j)lus  aucune  signification  distincte,  «•!  ne  sau- 
raient rire  appliqu('es  qn'après  avoii-  été  convenable- 
ment transfcjrmées.  C'est  dans  cette  lransformati<m  i^é- 
nérale  cjue  consiste,  sons  le  rapport  analvliqnr,  toute  la 
ditfiriilt»'  fondann'iilalc  de  la  «pn-stion  du  rentre  de  ^'ra- 
vité  envisagée  sous  le  point  de  sur  !••  pins  étiMidii.  Or. 
il  est  clair  (jue  b'  eabnl  intégral  donn»*  inuiiediateiiienl 
lesmoyens  ib»  lasnrmonlrr,  pnisipic  ces  deux  summesiii- 
finies  (jui  constilnrnl  les  dnix  li'inii's  de  rbaque  formule 
sont  «''\  idciiinniil  iMirlIr  nirint's  d«'  \  iTitabb*sintégrab*H, 
dont  ccllr  (jiii  l'Xprinir  Ir  deiionnnalcnr  rotunuin  des 
trois  b)rmnles  se  rapporte  an\  ('b'nifnts  géométriques 
iiifiiiiiiiciil  petits  dr  la  massr  considérée,  et  ceUe  i)ui 
represnitf  b'  iiiiméralnir  jir<q>ri'  à  ebaque  formub*  ^e 
rajqjorle  anx  produits  dr  ces  éléments  par  leurs  coonloii- 
nées  corresj»oiidaiil«'s.  Il  Miil  delà,  pour  ne  ciuisidérer 
ici   (pic  b»    cas  le  plus   gern'*ral,  qu'eu  déromptisaiil  b» 
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corps  seulement  en  éléments  infiniment  petits  dans 
deux  sens  par  deux  séries  de  plans  infiniment  rappro- 
chés parallèles  les  uns  au  plan  des  zx,  les  autres  au 
plan  des  yz^  on  trouvera  aussitôt  les  formules  fonda- 
mentales : 

/   I  xz  dx  dy  /      yz  dx  dy  /      z^  dx  dy 


X. 


z  dx  dy  1   j  z  dx  dy  /   /  ^  ^^*  ^V 


qui  feront  connaître  les  trois  coordonnées  du  centre  de 
gravité  du  volume  d'un  corps  homogène  de  forme  quel- 
conque, limité  par  une  surface  dont  l'équation  en  x,  y  et 
z  est  supposée  donnée.  On  obtiendra  de  la  même  ma- 
nière, pour  le  centre  de  gravité  de  la  surface  seule  de  ce 
corps,  les  formules  : 

X  ,  — 


//...,^1+g+l 


^//yfcrf^^l  +  g  +  g: 

/'  C  I  d-^       d"^ 


jfzdxdy^X  +  '^-^^  +  ^ 


dy^ 


r  C  I  d~'^      d"^ 

La  détermination  des  centres  de  gravité  sera  donc  ré- 
duite ainsi,  dans  chaque  cas  particulier^  à  des  recher- 
ches purement  analytiques,  tout  à  fait  analogues  à  celles 
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qu'exigent,  romme  nous  ravons  vu.  Ii*s  quadnitunvs  .a 
les  cubaturos.  Seulement,  res  intfWrrations  ♦'•tant,  en  ^è- 
néral,  plus  compliqur-es,  l'rtat  ir^xln-nn"  imporfertion 
dans  lequel  se  trouve  jusijuici  le  ralcul  inlri.'ral  per- 
mettra bien  plus  rarement  encore  d»^  parvenir  à  une  solu- 
tion définitive.  Mais  ces  formules  f^a-néralos  n  en  ont  pas 
moins,  par  elles-mêmes,  une  importance  capitale,  pour 
introduire  la  considération  du  rentre  de  gravité  dans  les 
théories  générales  de  la  mérani(|u«' analvlique,  ainsi  que 
nous  aurons  spécialement  occasion  di'  !«•  recormaitre 
bient(M.  Il  faut  d'ailleurs  considérer,  quant  à  la  question 
même,  que  ces  formules  éprouvent  d«î  très  prrandes  sim- 
plifications, quand  on  vient  à  supposer  «pie  la  surfaeo 
(jui  leimine  le  <orps  j)roposé  est  une  surface  de  r«'Volu- 
tion,  ce  (jui  iieur«;us('ment  a  lien  dan>  la  plnp'iri  d«'S  ap- 
plications vraiment  importantes. 

Telle  est  donc  essentiellemenl  la  manière  de  tenir 
compte  de  la  pesanteni- leiieslre  dans  les  application^^ 
de  la  slati(pie  abstraite,  tjnani  ;i  la  pesanteur  univer- 
selle, on  peut  dire  que  juscju'ici  elle  n'a  été  juiseencnn- 
sidéralion  d'une  manière  vraimiMit  romplète  que  relati- 
vement aux  corps  spliéii(|m's.  (',e  n'est  pas  que,  lorsque 
la  ini  de  la  gravitation  <'st  sujqiosée  ronmn*.  et  surtout 
«'Il  la  concevant  inversem^'iit  proporti»uuielle  au  earré  de 
la  dislance,  comme  dans  la  v«'ritable  pesanl«'ur  univer- 
selle, on  iM-  puisse  aisément  eniistruin'.  à  l'aide  irinlé- 
grales  convenables,  des  iminulesqui  i»xprinieiil  Tallrar- 
li.Mi  (l'nn  eorpsdr  fiirnre  ri  de  (MUistilution  quolnuiquen 
sni-  un  point  (l..rnié,  et  mènu'  sur  un  autre  corps.  Mai* 
ces  expressions  symbidiques  générales  sont  demeuréo» 
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jusqu'ici  le  plus  souvent  inapplicables,  faute  de  pouvoir 
effectuer  les  intégrations  qu'elles  indiquent,  même 
quand  on  suppose,  pour  simplifier  la  question,  que  cha- 
que corps  est  homogène.  Ce  n'est  encore  que  par  une 
approximation  fort  imparfaite  qu'on  a  pu  parvenir  à  la 
détermination  définitive  dans  le  cas  très  simple  de  l'at- 
traction de  deux  ellipsoïdes ,  et  les  approximations 
n'ont  pu  être  conduites  jusqu'au  degré  de  précision  con- 
venable, qu'en  supposant  ces  ellipsoïdes  très  peu  diffé- 
rents de  la  sphère,  ce  qui  a  lieu  heureusement  pour 
toutes  nos  planètes.  Il  faut  d'ailleurs  considérer  que^ 
dans  la  réalité,  ces  formules  supposent  la  connaissance 
préalable  de  la  loi  de  la  densité  à  l'intérieur  de  chaque 
corps  proposé,  ce  que  nous  ignorons  jusqu'ici  complète- 
ment. 

Dans  l'état  présent  de  cette  importante  et  difficile 
théorie,  on  peut  dire  que  les  théorèmes  primitifs  de 
Newton  sur  l'attraction  des  corps  sphériqucs  constituent 
effectivement  encore  la  partie  la  plus  utile  de  cet  ordre 
de  notions.  Ces  propriétés  si  remarquables,  et  que 
Newton  a  si  simplement  établies,  consistent,  comme  on 
sait,  en  ce  que  :  1°  l'attraction  d'une  sphère  dont  toutes 
les  molécules  attirent  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  est  la  même,  sur  un  point  extérieur  quel- 
conque, que  si  la  masse  entière  de  cette  sphère  était 
toute  condensée  à  son  centre  ;  2"  quand  un  point  est 
placé  dans  l'intérieur  d'une  sphère  dont  les  molécules 
agissent  sur  lui  suivant  cette  même  loi,  il  n'éprouve 
absolument  aucune  attraction  de  la  part  de  toute  la  por- 
tion du  globe  qui  se  trouve  à  une  plus  grande  distance 
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que  lui  du  contro,  du  moiii-.  m  supposant,  si  le  ^UAto 
n'est  pas  homog^ène,  (juc  chacune  de  ses  couclies  splu'*- 
riques  concentri(jues  présente  en  tnus  ses  points  la  ménn» 
densité. 

La  pesanteur  est  la  seule  force  naturellt-  dont  nous 
sachions  réellement  tenir  cmnptr  en  slaliqu»*  ration- 
nelle :  encore  voit-on  combien  cette  étudo  est  peu 
avancée  par  rapport  à  la  ^^^n-avité  univers»dle.  <Juaiit  aux 
circonstances  extérieures  générales,  dniit  mi  a  dû  l'^^ah*- 
nient  faire  d'abord  compli'temeiit  abstraction  pour  éta- 
blir le*-  lois  rationnelles  (h-  la  iin'caiiiijue,  commo  |p 
frottement,  la  résistanc<' des  mili«Mix,  etc.,  mi  p. «ut  din- 
quenous  ne  connaissons  encor»'  imib'iiu'iil  l.i  maiiiénMii^ 
les  iiilrudnire  dans  les  relations  foiidainiMilab's  données 
par  la  mecani(|u<' aiial\  li(jiit',  «ai  mi  un  «'st  parvi'ini  jus- 
qu'ici qu'à  l'aidr  d'hypotbî'srs  fori  prrcain'S.  ri  niénn* 
évidemment  inexactes,  (jui  iw  pciivnil  éln-  ré.db»nionl 
considérées,  dans  le  plus  ^ran«l  iiombrr  des  ras,  qiio 
commr  prn[)i-r^  à  ((Uiiiiif  «b's  exercices  de  calcul.  Ilu 
reste,  nous  devrons  iialiii vllriiinil  rrvnn'r  sur  ce  sujet 
dans  la  [)arli«'  de  ce  coiu>  ivlalivr  a  la  pliN>i«pi«'  prnprr- 
meiil  dite. 

iN.iir  conipb'lii  l'cxamni  pbilnsopbiqui'  de  I  rnsrnibb* 
delà  staliqu»',  il  iioiisrestr  «Mliii  a  considén-r  snnuii.iin'- 
meiit  la  manière  générale  d'rlablir  la  thét.rie  dr  l'équi- 
librr,  lorstjue  Ir  rorps  anqnrl  b-s  forces  »onl  appliqn-M-s 
est  supposé  sr  trouver  à  l'état  fluidr,  s«.il  liquid.*.  m,iI 

ga/<Mi\. 

i;iiv. h  oslatique  peut  ètn'Complél.'miMitlrail.v  d'après 

d«'ux  méthodes  générales  parfaitement  distinrloî*.  »ui- 
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vaut  qu'on  cherche  directement  les  lois  de  l'équilibre 
des  fluides  d'après  des  considérations  statiques  exclu- 
sivement propres  à  cette  classe  de  corps,  ou  qu'on  se 
borne  à  les  déduire  simplement  des  principes  fondamen- 
taux qui  ont  déjà  fourni  les  équations  statiques  des 
corps  solides,  en  ayant  seulement  égard,  comme  il  con- 
vient, aux  nouvelles  conditions  caractéristiques  qui  ré- 
sultent de  la  fluidité. 

La  première  méthode  a  dû  naturellement  commencer 
par  être  la  seule  employée,  comme  étant  primitivement 
la  plus  facil-e,  sinon  la  plus  rationnelle.  Tel  a  été  effecti- 
vement le  caractère  des  travaux  des  géomètres  du  dix- 
septième  et  du  dix-huitième  siècle  sur  cette  importante 
section  de  la  mécanique  générale.  Divers  principes  sta- 
tiques particuliers  aux  fluides,  et  plus  ou  moins  satisfai- 
sants, ont  été  successivement  proposés,  principalement 
à  l'occasion  de  la  célèbre  question  dans  laquelle  les  géo- 
mètres se  proposaient  de  déterminer  à  priori  la.  Yériioble 
figure  de  la  terre,  supposée  originairement  toute  fluide, 
question  capitale  qui,  envisagée  dans  son  ensemble,  se 
rattache  en  effet,  directement  ou  indirectement,  à  toutes 
les  théories  essentielles  de  l'hydrostatique.  On  sait  que 
Huyghens  avait  d'abord  essayé  de  la  résoudre,  en  pre- 
nant pour  principe  d'équilibre  la  perpendicularité  évi- 
demment nécessaire  de  la  pesanteur  à  la  surface  libre 
du  fluide.  Newton,  de  son  côté,  avait,  à  la  même  époque, 
choisi  pour  considération  fondamentale  la  nécessité  non 
moins  évidente  de  l'égalité  de  poids  entre  les  deux  co- 
lonnes fluides  allant  du  centre,  l'une  au  pôle,  l'autre  à  un 
point  quelconque  de  l'équateur.  Bouguer,  en  discutant 
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plus  tard  cotte  inipoilanlo  question,  imintra  rlain'inoiit 
que  ces  deux  manières  de  procéder  étaient  éj^alemonl 
vicieuses,  en  ce  que  le  principe  d'Iluyphens  et  celui  de 
Newluii,  hini  qu<'  h  mis  deux  incoîitestables,  no  s'accor- 
daient point,  dans  un  ^rand  rminln»'  do  cas,  à  donner  la 
même  force  à  la  masse  fluide  m  éiniilihre,  ce  qui  ineti.iil 
pleinement  en  évidence  leur-  insuffisaiin- cnmnnm.'.  Mais 
Boug-uer  se  trompa  gravement  à  smi  lour,  m  crovant 
que  la  réunion  de  ces  deux  piinciprs,  lorsqu'ils  s'accor- 
daient à  indiquer  une  même  f'ii^uie,  était  enlii'remenl 
suffisante  pour  réquilil)F'e.  CJiiiant .  dans  son  imnuirhd 
traité  rfe  la  ficjurc  <!<•  la  Icrrc,  dér<uiviil,  le  premier,  les 
véritables  lois  générales  de  Téquililue  d'une  masse  fluide, 
en  partant  de  la  considération  évidente  de  l'équilibre 
isolé  d'un  canal  quelcoiupie  infiniment  jietit  ;  et.  d'après 
ce  critprhim  infaillible,  il  innntta  ipi'il  pnnN.iil  exister 
une  infinité  de  cas  dans  lescjuels  la  condHriaisori  exip*^ 
par  Houguer  se  lrou\ail  observée  sans  que  rependani 
(«'(piilibre  eut  lien.  DejMiis  qne  j'nnv  laue  de  (llairaul  eut 
l'oinb'  jlans  son  ensemble  riiydrostaticpie  ratimnielle, 
plusieurs  grands  géomètres,  continuant  à  adopli-r  la 
même  mainère  cénéiali- d»- piorcln  .  s'occupèrent  d'éla- 
blii-  la  tli(Mnie  matliémaliipie  de  l'equilibn'  des  fluides 
sur  {\i'^  consideratiiuis  plus  iiatnielles  et  plu»»  distinries 
(|ne  celb'  emplovée  par  son  illustre  inventeur.  l)n  doit 
piincipalemeiil  dislini^ner.  à  eet  éi:ard.  les  travaux  île 
iMaclaurin  et  snrl.uil  cenx  d'Kuler.  qui  oui  donné  à  relie 
lliénrie  fnmlameniaie  la  b.rm.'  simple  el  régulière  qu'elle 
a  maint,  nanl  dans  tous  les  traités  ordinaires,  l'ii  la  foii- 
<lanl  sni   le  principe  de  l'égalité  de  pression  en  tout  sens, 
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qu'on  peut  regarder  comme  une  loi  générale  indiquée 
par  l'observation  relativement  à  la  constitution  statique 
des  fluides.  Ce  principe  est  incontestablement,  en  effet, 
le  plus  convenable  qu'on  puisse  employer  dans  une  telle 
recherche,  lorsqu'on  veut  traiter  directement  par  quelque 
considération  propre  aux  fluides  la  théorie  de  leur  équi- 
libre, dont  il  fournit  immédiatement  les  équations  géné- 
rales ave  une  extrême  facilité.  Il  suffit  alors,  pour  les 
obtenir  le  plus  simplement  possible,  après  avoir  conçu 
la  masse  fluide  partagée  en  molécules  cubiques  par  trois 
séries  de  plans  infiniment  rapprochés,  parallèles  aux  trois 
plans  coordonnés,  d'exprimer  que  chaque  molécule  est 
également  pressée  suivant  les  trois  axes  perpendiculaires 
à  ses  faces  par  l'ensemble  des  forces  du  système,  la 
pression  de  la  molécule  en  chaque  sens  étant  égale  à  la 
différence  des  pressions  exercées  sur  les  deux  faces  op- 
posées correspondantes.  On  trouve  ainsi  que  la  loi  ma- 
thématique de  l'équilibre  d'un  fluide  quelconque,  par 
quelques  forces  qu'il  soit  sollicité,  est  exprimée  par  les 
trois  équations  : 

dP  ^         dP         .,         dP         ^ 

^^^^^^        -di,=P^^       1I^=P^^ 

où  P  exprime  la  pression  supportée  par  la  molécule 
dont  les  coordonnées  sont  x,  y^  ^,  et  la  densité  ou  pesan- 
teur spécifique  79,  et  X,  Y,  Z,  désignent  les  composantes 
totales  des  forces  dont  le  fluide  est  animé  suivant  les 
trois  axes  coordonnés.  Comme  on  peut  évidemment 
déduire,  de  l'ensemble  de  ces  trois  équations,  la  formule 

P=   f  p  (Xdx  +  Ydij  +  Zdz) 
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pour  la  détermination  do  la  pn-ssimi  .-ii  cIkhiih'  [mumI, 
quand  les  forces  seront  connues  ainsi  <jii.'  la  l..i  dr  la 
densité,  il  r-sl  possible  de  (Imnirr  un»'  aulrr  forme  ana- 
lytique à  la  loi  g-énéralr  de  l'^'quilihre  di-s  lluides,  en  sr 
bornant  à  dire  que  la  fonction  différentielle,  placée  ici 
sous  le  signe^,  doit  satisfaire  aux  conditions  connues 
d'intégrabilité  relativement  aux  trois  varialih-s  incleju-n- 
dantesj:-,  y,  j,  ce  qui  est  prérisémmt  l'expression  1res 
simple  trouvée  piimilivfincnl  par  Claiianl  quant  à  la 
lliéorie  mathéniati(|ue  de  riiydrostalijjue. 

L'élude  (\r  l'équilibre  (b's  lliiidfs  donne  constamment 
lieu  à  une  nouvelle  question  générale  fori  imp(Mlanle  «pii 
leur  est  propre,  celle  qui  «-onsiste  à  délerminer.  dans  le 
cas  d'équilibre,  la  figure  de  la  surface  «{ui  liniiti-  la 
masse  fluide.  La  solution  abstraite  de  retle  (jui.'stiiui  esl 
iniplicitcment  comjuise  dans  la  fommle  fnndamenlale 
précédente,  [)uis(jn*il  suffit  (''NideMiinenl  de  supjioser  que 
la  pression  est  nulle  on  du  moins  constante,  pour  carar- 
lériser  les  points  de  la  surface,  ce  (pii  donne  indistincte- 
ment : 

Xd.r  +    }V///  H-  /dz  =  n 

quanta  It^pialioii  difiérenlielle  générale  de  celte  snrfa«'e. 
Toute  la  difficulté' l'oncii'te  se  réduit  donc  essenliellemeiil, 
en  cbaijue  cas,  à  connaître  la  bu  réelle  relalivi*  a  la  va- 
riation de  la  densité  dans  l'intérieni- .le  la  masse  lluide 
pinposee,  à  ninins  (pi'elle  ne  suit  bomogène,  délerniina- 
tioii  <|Mi  présente  des  nbstacles  loul-à-fail  insumioiilahle!» 
dans  les  applicaliniis  les  plus  inipi»rlanles.  Si  l'on  en  fail 
abstraetion,  la  ([uestion  ne  j. resente  dês-lors  qu'um»  n*- 
cberclieanalytiijue  plus  ou  moins  compliquée,  rcmsislaiil 
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dans  l'intégration,  le  plus  souvent  encore  inconnue,  de 
l'équation  précédente.  On  doit  remarquer  d  ailleurs  que 
cette  équation  est,  par  sa  nature,  assez  générale  pour 
qu'on  puisse  l'appliquer  même  à  l'équilibre  d'une  masse 
fluide  qui  serait  animée  d'un  mouvement  de  rotation  dé- 
terminé, comme  l'exige  surtout  la  grande  question  delà 
figure  des  planètes.  Il  suffit  alors  en  effet  de  comprendre, 
parmi  les  forces  du  système  proposé,  les  forces  centri- 
fuges qui  résultent  de  ce  mouvement  de  rotation. 

Telle  est,  par  aperçu,  la  manière  générale  d'établir  la 
théorie  mathématique  de  l'équilibre  des  fluides,  en  la 
fondant  directement  sur  des  principes  statiques  particu- 
liers à  ce  genre  de  corps.  On  conçoit,  comme  je  l'ai  déjà 
indiqué,  que  cette  méthode  ait  dû  d'abord  être  seule 
employée;  car,  à  l'époque  des  premières  recherches,  les 
différences  caractéristiques  entre  les  solides  et  les  fluides 
devaient  nécessairement  paraître  trop  considérables 
pour  qu'aucun  géomètre  pût  alors  se  proposer  d'appli- 
quer à  ceux-ci  les  principes  généraux  uniquement  des- 
tinés aux  autres,  en  ayant  seulement  égard,  dans  cette 
déduction,  à  quelques  nouvelles  conditions  spéciales. 
Mais  quand  les  lois  fondamentales  de  l'hydrostatique 
ont  enfin  été  obtenues,  et  que  l'esprit  humain^  cessant 
d'être  préoccupé  de  la  difficulté  de  leur  établissement, 
a  pu  mesurer  avec  justesse  la  diversité  réelle  qui 
existe  entre  la  théorie  des  fluides  et  celle  des  solides, 
il  était  imj)ossible  qu'il  ne  cherchât  point  à  les  ra- 
mener toutes  deux  aux  mêmes  principes  essentiels,  et 
qu'il  ne  reconnût  pas,  en  thèse  générale,  l'applicabilité 
nécessaire  des   règles  fondamentales  de  la  statique  à 
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l'équilibre  des  fluides,  pourvu  (|ii'nii  lînt  ronijae  conve- 
nablement de  la  vai'iabilitf'  dr  ïuinu'  qui  les  caraclérise. 
Efi  un  mot,  la  science  ne  pouvait  rester  sous  ce  rapjiorl 
dans  son  état  primitif,  où  l'nu  arconlail  un»'  inip«»rlanc«' 
évidemmentexa^éréeauxeoiuiitinns  propres  auv  fluides. 
Mais,   pour   subordonner   rbydroslali«jue  à  la   stalijjue 
proprement  dite,  et  augmenter  ainsi  par  uiu' plus  grande 
unité  la  perfection  raliouindlt'  de  la  science,  il  était   iii- 
^     dispensable  que   la  tbéorie  abstraite  de   l'equilibn*  fût 
j)réalablement  traitée  d'après  un  principe  statique  suffi- 
samment général,  qui  s«*ul  pouvait  être  directement  ap- 
pliqué aux  fluides  aussi  bien  «ju'aux  solides,  car  ou  ue 
pouvait  point  recourir,  à  cet  effet,  aux  équations  d'équi- 
libre proprement  dites,  dans  la  format i(ui  desquelles  on 
avait  touj(jurs  eu,  nécessairemeni,  plus  (ui  moins  égard 
à  rinvariabilil(''  du  svstème.  dette  condilinu  i[n''vilable  a 
été  remplie,  lorscpie  Lagrange  a  cnuiU   la  uianitM»'  de 
fonder  la  statique,  et  par  suite  toute  la  ui«-canii|ue  ra- 
tionnelle, sur  le  seul  piiueip»'  des  vitesses  virlutdle».  Ce 
|)rincipe  est  évidenuneiil,  en  effet,  j>ar  sa   nature,  loul 
aussi  directement  applicable  aux  fluides  qu'aux  solide», 
et  c'est  là  une  de  ses  propriétésies  plus  juécieuses.  I)^H 
lois  riiydrostati(pie,    pbilosopbiquemenl  classée  à   sou 
rang  naturel,  n'a  |.lus  elé,  dans  b-  traite  de  Liigranjjc, 
«lu'une  division  secondaire  de  la  statique.  Ouuique  celle 
manière  de  la  concevoir  n'ait  pas  encore  pu  devenir  j»uf- 
fisarnmeiit     familière,  el  .juc  la   métliode  liydroslalique 
diivcle  x.il  leslee  jus(ju'ici  la  seule  usuelle,  il  uesl  pas 
dnuirux  qur  la  mélbudede  L:igrange  finira  par  ùln*  lim- 
biluellemenl    r\    rxclusivenient  adoptée,    comme  élanl 
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celle  qui  imprime  à  la  science  son  véritable  caractère 
définitif,  en  la  faisant  dériver  tout  entière  d'un  principe 
unique. 

Pour  se  représenter  nettement,  en  général,  comment 
le  principe  des  vitesses  virtuelles  peut  conduire  aux 
équations  fondamentales  de  l'équilibre  des  fluides,  il 
suffit  de  considérer  que  tout  ce  qu'une  telle  application 
exige  cle  particulier  consiste  seulement  à  comprendre 
parmi  les  forces  quelconques  du  système  une  force  nou- 
velle, la  pression  exercée  sur  chaque  molécule,  qui  in- 
troduira un  terme  de  plus  dans  l'équation  générale,  ou, 
plus  exactement,  qui  donnera  lieu  à  trois  nouveaux 
moments  virtuels,  si  l'on  distingue^,  comme  il  convient, 
les  variations  séparément  relatives  à  chacun  de«  trois 
axes  coordonnés.  En  procédant  ainsi,  on  parviendra 
immédiatement  aux  trois  équations  générales  de  l'équi- 
libre des  fluides,  qui  ont  été  rapportées  ci-dessus 
d'après  la  méthode  hydrostatique  proprement  dite.  Si  le 
fluide  considéré  est  liquide ,  il  faudra  concevoir  le 
système  assujetti  à  cette  condition  caractéristique  de 
pouvoir  changer  de  forme,  sans  cependant  jamais 
changer  de  volume.  Cette  condition  d'incompressibilité 
s'introduira  d'autant  plus  naturellement  dans  l'équation 
générale  des  vitesses  virtuelles,  qu'elle  peut  s'exprimer 
immédiatement,  commeTafaitLagrange,  par  une  formule 
analytique  analogue  à  celle  des  termes  de  cette  équation, 
en  exprimant  que  la  variation  du  volume  est  nulle,  ce 
qui  même  a  permis  à  Lagrange  de  se  représenter  abs- 
traitement cette  incompressibilité  comme  l'effet  d'une 
certaine  force  nouvelle,   dont  il  suffit  d'ajouter  le  mo- 
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ment  virtuel  à  ceux  des  forces  du  système.  Si  l'on  vrul 
établir,  au  contraire,  la  Ihéorie  de  riMpiililMe  pour  les 
fluides  gazeux,  il  faudra  remplacer  la  condition  de  l'in- 
compressibilité par  celle  «pii  assujellit  1(>  volume  du 
fluide  à  varier  suivant  un»'  fonction  déterminé»»  de  la 
pression,  par  exemple  en  raison  inverse  de  relie  pres- 
sion, conformément  à  la  loi  jdivsiijue  sur  la<pielle  Ma- 
riotte  a  fondé  toute  la  mt'ranijpie  des  «^mz.  Oellr  imu- 
velle  circonstance  donneia  lieu  a  uik'  é«pialion  analu<^'ue 
à  Celle  (les  liijuides,  quoitpic  plus  ('ompiii|uée.  Seule- 
ment celte  dernière  section  de  la  théorie  générale  «le 
l'équilibre,  outre  les  grandes  difficultés  analvtique*;  qui 
lui  sont  propres,  se  ressentira  nécessairement,  dans  les 
applications,  de  l'inci-rlitude  on  l'on  esl  encore  sur  la 
véritable  loi  des  gaz  relalixciufiil  a  la  fonclion  d»*  1  i 
pi'ession  (|ui  exjuinn'  l'éellemenl  la  densjlé,  car  la  bo 
de  Mariotte,  si  piécieuse  par  son  extrême  simpli<'ilé,  ne 
peut  malheureusement  être  regardée  que  comme  une 
approximation,  «pii,  suffisaïunitiit  exacte  pour  des  cir- 
constances inoveniie<.  iif  saurait  être  élemlue  rignun'U- 
semenl  à  un  cas  (pn*lcon(|ue. 

Tel  est  le  caractère  fondamental  de  la  méthode  incon- 
testablement la  plus  rationntdie  qu'on  («uisse  eni|doyer 
poui  Inimer  la  théorie  abstraite  de  l'équilibre  den  flui- 
des, et  qne  nou^  de\(.n>  ie«:arder.  surtout  dan;*  c«*t 
ouvrage,  comme  ((Uistituanl  désormai>  la  conceplitui 
définitive  di-  Ihydrostalique.  ('.elle  cunceplit.n  parailni 
danlaiil  plu-  j.hiloso|»hique  que,  dans  la  statique  ainî»i 
traitée,  cm  tion\r  une  suite  de  cas  en  quelque  »orte  in- 
terme. Maire   enli«-    I—    -did.s  et    h--   fluides.   |orM|M*oii 
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considère  les  questions  relatives  aux  corps  solides  sus- 
ceptibles de  changer  de  forme  jusqu'à  un  certain  deg^ré 
d'après  des  lois  déterminées^  c'est-à  dire  quand  on  tient 
compte  de  la  flexibilité  et  de  l'élasticité,  ce  qui  établit, 
sous  le  rapport  analytique,  une  filiation  naturelle  qui 
fait  passer,  par  une  succession  de  recherches  presque 
insensible,  des  systèmes  dont  la  forme  est  rigoureuse- 
ment  invariable  à  ceux  où  elle  est  au  contraire  éminem- 
ment variable. 

Après  avoir  examiné  sommairement  comment  la  s.ta- 
tique  rationnelle,  envisagée  dans  son  ensemble,  a  pu 
être  élevée  enfin  à  ce  haut  degré  de  perfection  spécula- 
tive où  toutes  les  questions  qu'elle  est  susceptible  de 
présenter,  constamment  traitées  d'après  un  principe 
unique  directement  établi,  sont  uniformément  réduites 
à  de  simples  problèmes  d'analyse  mathématique,  nous 
devons  maintenant  entreprendre  la  même  étude  relati- 
vement à  la  dernière  branche  de  la  mécanique  générale, 
nécessairement  plus  étendue,  plus  compliquée,  et  par 
suite  plus  difficile,  celle  qui  a  pour  objet  la  théorie  du 
mouvement.  Ce  sera  le  sujet  de  la  leçon  suivante. 
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DIX-SEPTIÈMK    LEÇON 


Ifne  générale  de  la  dynamique. 


L'objet  essentiel  de  la  dyiiamicjue  consiste,  comme 
nous  lavons  vu,  dans  l'élud»'  des  mouv«'nu*nls  variés 
produits  par  les  forces  continues,  la  théorie  des  mouve- 
ments uniformes  dus  aux  forces  instantanérs  n'étant  en- 
tièrement qu'une  simph'  conséquence  innnédiate  des 
trois  lois  fondamentalrs  du  luniivement.  Dans  cette  dy- 
namique des  mouvements  variés  ou  des  forces  continues 
on  distingue  onlinairement  et  av(»c  raison  deux  cas  géné- 
raux, suivant  qu'on  considère  Ir  mouvement  dun  point 
ou  celui  d'un  corps.  Sous  le  point  de  vue  le  plus  positif, 
cette  distinction  levieul  à  coucrvoir  que,  dans  certains 
cas,  toutes  les  parties  du  corps  prennent  exactement  le 
même  mouvement,  en  sorte  qu'il  suffit  alors,  en  effet, 
de  déterminer  le  mouvement  dune  seule  molécule,  cha- 
cune se  mouvant  conmie  si  elle  était  isolée,  sans  aucun 
égard  aux  conditions  de  liaison  du  système;  tandis  que, 
dans  le  cas  le  plus  général,  chaque  jjorlion  du  corps  ou 
chaque  corps  du  système  prenant  un  mouvement  dis- 
tille l,  il  faul  examiner  ces  divers  effets  et  connaître  Tin- 
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fluence  qu'exercent  sur  eux  les  relations  qui  caracté- 
risent le  système  considéré.  La  seconde  théorie  étanl 
évidemment  plus  compliquée  que  la  première,  c'est  pai 
celle-ci  qu'il  convient  nécessairement  de  commencer 
l'étude  spéciale  de  la  dynamique,  même  quand  on  les 
déduit  toutes  deux  de  principes  uniformes.  Tel  est  aussi 
l'ordre  que  nous  adopterons  ici  dans  l'indication  de  nos 
considérations  philosophiques. 

Relativement  au  mouvement  d'un  point,  nous  savons 
déjà  que  la  question  générale  consiste  à  déterminei 
exactement  toutes  les  circonstances  du  mouvement  cur- 
viligne composé,  résultant  de  l'action  simultanée  de 
diverses  forces  continues  quelconques,  en  supposant 
entièrement  connu  le  mouvement  rectiligne  que  pren- 
drait le  mobile  sous  l'influence  exclusive  de  chaque  force 
envisagée  isolément.  Nous  avons  également  constaté  qu< 
ce  problème  était  susceptible,  comme  tout  autre,  d'êtn 
considéré  en  sens  inverse,  lorsqu'on  se  proposait,  ai 
contraire,  de  découvrir  par  quelles  forces  le  corps  es 
sollicité,  d'après  les  circonstances  caractéristiques  direc 
tement  connues  du  mouvement  composé. 

Mais,  avant  d'entrer  dans  l'examen  philosophique  d 
ces  deux  questions  générales,  nous  devons  d'abor 
arrêter  notre  attention  sur  une  théorie  préliminaire  foi 
importante,  celle  du  mouvement  varié  envisagé  en  lu 
môme,  c'est-à-dire  conformément  à  l'expression  ord 
naire,  la  théorie  du  mouvement  recliligne  produit  pf 
une  seule  force  continue,  agissant  indéfiniment  selon 
même  direction.  Cette  théorie  élémentaire  est  indispe 
sable  pour  établir  les  notions  fondamentales  qui  se  repr» 
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duisent  sans  cesse  dans  toutes  les  parties  de  ia  dvna- 
miquo.  Voici  en  quoi  elle  consiste  essentiellement, 
d'après  noire  manière  de  concevoir  la  méranique  ration- 
nelle. 

Nous  avons  précédemenl  remarqué  que,  dans  la  ques- 
tion dynamique  directe,  il  fallait  nécessairement  sup- 
poser connu  l'effet  de  chaque  force  unique,  la  v«*ritahN« 
inconnue  du  problème  général  étant  l'effet  délmniné 
par  le  concours  de  toutes  les  forces,  (^elte  ohservatinn 
est  incontestable.  Mais,  d'après  cela,  (juel  peut  être 
l'objet  de  cette  partie  préliminaire  de  la  dvnamique 
(ju'on  destine  à  l'étude  du  inniivinirni  résultant  de  l'ac- 
tion d'une  seule  force  continue?  La  eontradiction  appa- 
rente ne  tient  qu'aux  expressions  peu  exactes  qu'on  em- 
ploie ordinairement,  et  d'apri's  lesquelles  une  telle 
question  semblerait  aussi  distincte  et  aussi  directe  que 
les  véritables  questions  dyFianii(ju«'s.  lafidi^  i|n'rl|(>  n'est 
réellement  qu'un  préliminaire,  l'nnr  fn  concevoir  ni'l- 
tement  b'  vrai  caractère,  il  f.iul  observer  «pie  le  mouvo- 
nnnl  vaiié  produit  p.ii-  une  seule  forée  roiitinue  peut 
être  défini  de  plusieurs  manières,  qui  dépendant  les  unes 
des  autres,  el  qui,  [>ar  conséipieni,  in' ^auraient  jamais 
être  données  simultanément,  quoi(pie  chacune  puisse  «Mrc 
séparément  la  plus  convenable,  d'où  résulte  la  nécessité 
de  savoir  passer,  en  général,  de  lune  quelconque  d'entre 
elles  à  toutes  les  autn's  :  c'est  dans  ces  transformations 
que  consiste  proprement  la  théorie  gén<^rale  prélimi- 
naire du  mcuivemml  varié,  désignée  fort  inoxarl«Mnehl 
sous  le  nom  d'étude  de  l'action  d'uire  force  unique.  T^'h 
diveises  définitions  équivalentes  d'un  même  mouvement 
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varié  résultent  de  la  considération  simultanée  des  trois 
fonctions  fondamentales  distinctes,  quoique  corrélatives, 
qu'on  y  peut  envisag^er,  l'espace,  la  vitesse  et  la  force, 
conçus  comme  dépendant  du  temps  écoulé.  La  loi  du 
mouvement  peut  être  immédiatement  donnée  par  la  re- 
lation entre  l'espace  parcouru  et  le  temps  écoulé,  et  alors 
il  importe  d'en  déduire  la  vitesse  acquise  par  le  mobile  à 
chaque  instant,  c'est-à-dire  celle  du  mouvement  uni- 
forme qui  aurait  lieu  si,  la  force  continue  cessant  tout  à 
coup  d'agir,  le  corps  ne  se  mouvait  plus  qu'en  vertu  de 
l'impulsion  naturelle  résultant,  d'après  la  loi  d'inertie, 
du  mouvement  déjà  effectué  :  il  est  également  intéres- 
sant de  déterminer  aussi  quelle  est,  à  chaque  instant, 
l'intensité  de  la  force  continue,  comparée  à  celle  d'une 
force  accélératrice  constante  bien  connue,  telle,  par 
exemple,  que  la  gravité  terrestre,  la  seule  force  de  ce 
genre  qui  nous  soit  assez  familière  pour  servir  habituel- 
lement de  type  convenable.  Dans  d'autres  occasions,  au 
contraire,  le  mouvement  pourra  être  naturellement  dé- 
fini par  la  loi  qui  règle  la  variation  de  la  vitesse  en  rai- 
son du  temps,  et  d'où  il  faudra  conclure  celle  relative  à 
l'espace,  ainsi  que  celle  qui  concerne  la  force.  Il  en  serait 
de  même  si  la  définition  primitive  du  mouvement  con- 
sistait dans  la  loi  de  la  force  continue,  qui  pourrait  n'être 
pas  toujours  immédiatement  donnée  en  fonction  du 
temps,  mais  quelquefois  par  rapport  à  l'espace,  comme, 
par  exemple,  lorsqu'il  s'agit  de  la  gravitation  univer- 
selle ,  ou  d'autres  fois  relativement  à  la  vitesse ,  ainsi  qu'on 
le  voit  pour  la  résistance  des  milieux.  Enfin,  si  l'on  con- 
sidère cet  ordre  de  questions  sous  le  point  de  vue  le  plus 
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étendu,  il  faut  concevoir,  en  gênerai,  que  la  défiriilinn 
d'un  mouvement  varié  peut  être  donnée  par  un.»  équa- 
tion quelconque,  pouvant  contenir  à  la  fois  ces  quatre 
variables  dont  une  seule  est  indépondant.*,  Ii'  lrni|.>, 
l'espace,  la  vitesse,  et  la  force;  1«'  problème  ronsislera  à 
déduire  de  celte  équalion  la  détermination  dislinrto  des 
trois  lois  caractéristiques  relatives  à  res|)ace.  à  la  vi- 
tesse et  à  la  force,  et,  par  suite,  en  corrélatiiMi  nuilurll.'. 
Ce  problème  général  se  réduit  constamment  à  um*  ro- 
chercbe  purement  analytique,  à  l'aide  des  d.Mix  formules 
dynamiques  fondamentales  qui  cxprinuMil,  «'ii  fmirlion 
du  temps,  la  vitesse  et  la  force,  quand  on  suppose  con- 
nue la  loi  relative  à  l'espace. 

La  métliode  infinitésimale  conduit   à  ces  deux  for- 
mules avec   la  plus  grande  facilité».   Il  >nffit.  m  ««ff.*!, 
pour  les  obtenir,  de  considérer,  suivant  l'esprit  de  cette 
méthode,   le   mouvement   comme  uniforin»'  pendant   la 
rliirée  d'un  même  intervalle  de  lenips  infiniment  petit, 
et  comme  uniformément  accéléré  p«'nd mt  deux  inter- 
valles consécutifs.  Dès  lors,  la  vitesse,  supposée  nionien- 
tanément  constante,  d'après  la  première  considération, 
sera  naturellement  e\[)riméepar  la  différentielle  de  l'es- 
pace divisée  par  celle  du  temps;  ri,  de  même,  la  force 
continue,  d'après  la  seconde  considéTatinn.  sera  évid«»m- 
ment  mesurée  par  le  rapport  entre  l'accrois.sement  infi- 
niment petit  de  la  vitesse,  et  le  temps  employé  h  produire 
cet  accroissement    Ainsi,  en  appelant  /  le  temps  écoulé. 
f  l'espace  parcouru,  v  la  \itessc  acquise  et  f  l'intensité 
de  la  force  continue  à  chaque  instant,  la  corrélation  gé- 
nérale et  nécessaire  de  ces  quatre  variables  sinniltanêes 
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sera  exprimée  analytiquement  par  les  deux  formules 

fondamentales, 

de  dv d^e 

^  ~"dt'        "^  ~~Tt~Jv'' 

D'après  ces  formules,  toutes  les  questions  relatives  à 
cette  théorie  préliminaire  du  mouvement  varié  se  rédui- 
ront immédiatement  à  de  simples  recherches  analy- 
tiques, qui  consisteront  ou  dans  des  différentiations,  ou, 
]e  plus  souvent,  dans  des  intégrations.  En  considérant  le 
cas  le  plus  général,  où  la  définition  primitive  du  mouve- 
ment proposé  serait  donnée  seulement  par  une  équation 
entre  les  quatre  variables,  le  problème  analytique  con- 
sistera dans  l'intégration  d'une  équation  différentielle 
du  second  ordre,  relative  à  la  fonction  e,  et  qui  pourra  j 
être  fréquemment  inexécutable,  vu* l'extrême  imperfec-  " 
tion  actuelle  du  calcul  intégral. 

La  conception  fondamentale  de  Lagrange,  relative-  j 
ment  à  l'analyse  transcendante,  l'ayant  nécessairement 
obligé  à  se  priver  des  facilités  qu'offre  l'emploi  de  la 
méthode  infinitésimale  pour  l'établissement  des  deux 
formules  dynamiques  précédentes,  il  a  été  conduit  à  pré- 
senter cette  théorie  sous  un  nouveau  point  de  vue,  dont 
on  n'a  pas  communément,  ce  me  semble,  assez  appré- 
cié l'importance,  et  qui  me  paraît  singulièrement  propre 
à  éclaircir  la  véritable  nature  de  ces  notions  élémen- 
taires. Lagrange  a  montré  dans  sa  Théorie  des  fonctions 
analytiques  que  cette  considération  dynamique  consis- 
tait réellement  à  concevoir  un  mouvement  varié  quel- 
conque comme  composé  à  chaque  instant  d'un  certain 
mouvement  uniforme  et  d'un  autre  mouvement  unifor- 
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mémenl  varié,  en  l'assimilant  au  mouvcmonl  verliral 
d'un  corps  pesant  lancé  avec  une  impulsion  iniliale. 
Mais,  pour  donnera  cette  lumineuse  conception  loule  sa 
valeur  philosophique,  je  crois  devoir  la  présenior  sous 
un  point  de  vue  plus  étendu  que  ne  l'a  fait  La^'ranero, 
comme  donnant  lieu  à  une  théorie  complète  de  l'assimi- 
lation des  mouvements,  exactement  srinhlabl»*  à  la  théo- 
rie g^énérale  des  contacts  des  courbes  et  des  surfaros. 
exposée  dans  les  treizième  et  quatorzième  leçons. 

A  cet  effet,  supposons  deux  mouvements  reclilip;^nes 
quelconques,  définis  par  les  é(|natioiis  r=/'t\E=Ft^; 
que  les  deux  mobiles  soient  parvenus  ;iii  bnni  du  lomps 
/  à  une  môme  situation;  et  considérons  Imir  dislance 
mutuelle  après  un  ceit.iiii  tt-mps  f-\-/i.  C.t'Uv  di>tance, 
qui  sera  égale  à  la  différence  des  valeurs  correspon- 
dantes des  deux  fonctions  foi  F  aura  évidi-mnn'nl  pour 
expression,  d'après  la  formule  de  Taylor,  la  s«'rie  : 

(r  in  -  /-''  io)  /'  +  ( /"  lo  -  ^"'  (0  )  ^ 
+  (r(o-/''"(o)  j^^-^"''- 

A  l'aide  de  cette  série,  on  pourra,  par  des  considéra- 
tions entièrement  analogues  à  celles  employées  dan»  la 
llié«oii(3  des  courbes,  se  faire  une  idée  nelle  de  l'assimi- 
ialion  plus  ou  moins  parfaite  des  deux  niouvemeiils, 
suivant  les  relations  analvllques  plus  ou  mnins  élendii«»8 
les  deux  fonctions  priinilive>  /  ri  /•'.  Si  leurs  dériv«*i»8 
lu  premier  ordre  ont  une  même  valeur,  il  existera  eii- 
•e  les  deux  mouvements  ce  qu'on  pourrait  appeler  uno 
assimUatinn  <hi  /nmfirr  nnln\  semblabb-   mi  . m.tarl  du 
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premier  ordre  dans  les  courbes,  et  qu'on  pourra  carac- 
tériser, sous  le  rapport  concret,  en  disant  alors  que  le 
mouvement  des  deux  corps  sera  le  même  pendant  un 
instant  infiniment  petit.  Si,  en  outre,  les  deux  dérivées 
du  second  ordre  prennent  encore  la  même  valeur,  l'assi- 
milation des  mouvements  deviendra  plus  intime,  et  s'é- 
lèvera au  second  ordre;  elle  consistera  physiquement  alors 
en  ce  que  les  deux  mobiles  auront  le  même  mouvement 
pendant  deux  instants  infiniment  petits  consécutifs.  Pa- 
reillement, en  ajoutant  à  ces  deux  premières  relations 
l'égalité  des  troisièmes  dérivées,  on  établira,  entre  les 
mouvements  considérés,  une  assimilation  du  troisième 
ordre  ^  qui  les  fera  coïncider  pendant  trois  instants 
consécutifs,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Le  degré  de 
similitude  des  deux  mouvements,  déterminé  analytique- 
ment  par  le  nombre  de  fonctions  dérivées  successives 
qui  auront  respectivement  la  même  valeur,  aura  tou- 
jours pour  interprétation  concrète  la  coïncidence  des 
deux  mobiles  pendant  un  nombre  égal  d'instants  consé- 
cutifs; comme  nous  avons  vu  l'ordre  du  contact  des 
courbes  mesuré  géométriquement  par  la  communauté 
d'un  nombre  correspondant  d'éléments  successifs.  Si  la 
loi  caractéristique  de  l'un  des  mouvements  proposés 
contient,  dans  son  expression  analytique,  quelques 
constantes  arbitraires,  on  pourra  V assimiler  à  un  autre 
mouvement  quelconque  jusqu'à  un  ordre  marqué  par  le 
nombre  de  ces  constantes,  quiserontalors  déterminées  d'a- 
près les  équations  destinées  à  établir,  suivant  la  théorie 
précédente ,  ce  degré  d'intimité  entre  les  deux  mouvements. 
Cette  conception  fondamentale  conduit  à  apercevoir  la 
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possibilit(^,  du  moins  sous  lo  point  do  vue  ahslrait.  dar- 
quérir   uno   connaissance   d.-    plus  en  plus  approfondi.» 
d'un   mouvement   varié   quelconque,    m    !.•   comparant 
successivement  à   un»'   suite   «le   mouvements   comms  , 
dont  la  loi  analytique  dépende  d'un  nombre  do  plus  on 
plus  grand  de  constantes  arbitraires,   et  (pii  pourront, 
par  conséquent,  avoir  avec  lui  une  roinridcnce  de  plus 
en  plus  prolongée.  Mais,  de  même  (jue  nous  avons  vu  la 
Ibéorie  générale  des  contacts  des  lignes,  appliquée  à  la 
mesure  de  la  courbure  des  unes  par  celle  dos  autres  (I), 
devoir  se  réduire  effectivement  à  la  comparaison  d'une 
courbe  quelconque  d'abord  avcr  une  ligne  droite  et  en- 
suite avec  un  cercle,  ces  deux  lignes  étant  les  seules  qu'on 
puisse  regarder  comme  assez  connues  pour  servir  ulilo- 
ment  de  type  à  l'égard  des  autres;  pareillement  la  tbéo- 
rie  dynami(jue  relative  à  la  mesure  des  mouvomonls  les 
uns  par  les  autres  doit  être  réellement  limitée  à  la  com- 
paraison   effective   de    tout    mouvement  varié,   d'abord 
avec  un  mouvement  uniforme  où  l'espace  est   propor- 
tionnel au  temps  ,  et  ensuite  avec  un  mouvement  uriifnr- 
mémenl  varié  où   l'espace  croît  en  raison  du   carré  du 
temps;  ou  bien,  afin  de  tout  «'inbrassoron  une  seulo  con- 
sidération, avec   iiii   mouvement  com|M)sé  d'un  mouve- 
ment   uniforme,   et    diiri  autre  uniformémonl  varié,  loi 
que  celui  d'un  <nips  pesant  anime  «lime  impuUion  irii* 
tiab'.  (les  deux  mouvemenls  élémenlairos  sont,  on  offol, 
comme  le  remai(|iie  Lagrange,  les  seuU  doni  nnusaynnft 
réellement    une    Fintion    assez    riniilien-  pniir    que   noU!% 

(1)  Il  y  a  «laas  I.i  1"  (:Mlili()n  :  ...  courbure  les  unft  par  Un  tulr*».  (Volf 

des  édi tours.) 
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puissions  les  appliquer  avec  succès  à  la  mesure  de  tous 
les  autres.  En  établissant  cette  assimilation,  on  trouve,, 
d'après  la  théorie  précédente,  que  tout  mouvement  va- 
rié peut  être  à  chaque  instant  comparé  à  celui  d'un 
corps  pesant  qui  aurait  reçu  une  vitesse  initiale  ég^ale  à 
la  première  dérivée  de  l'espace  parcouru  envisagé 
comme  une  fonction  du  temps  écoulé,  et  qui  serait 
animé  d'une  gravité  mesurée  par  la  seconde  dérivée  de 
cette  même  fonction,  ce  qui  nous  fait  rentrer  dans  les 
deux  formules  fondamentales  obtenues  ci-dessus  par  la 
méthode  infinitésimale.  Le  mouvement  proposé  coïnci- 
dera pendant  un  instant  infiniment  petit  avec  le  mouve  - 
ment  uniforme  exprimé  dans  la  première  partie  de  cette 
comparaison,  et  pendant  deux  instants  consécutifs  avec 
le  mouvement  uniformément  accéléré  qui  correspond  à 
la  seconde  partie.  On  se  formera  donc  ainsi  une  idée 
nette  du  mouvement  du  mobile  à  chaque  moment,  et  de 
la  manière  dont  il  varie  d'un  moment  à  l'autre,  ce  qui 
est  strictement  suffisant. 

Quoique  la  conception  de  Lagrange,  telle  que  je  l'ai 
généralisée,  conduise  finalement  aux  mêmes  résultats 
que  la  théorie  ordinaire,  il  est  aisé  de  sentir  cependant 
sa  supériorité  rationnelle,  puisque  ces  deux  théorèmes 
fondamentaux,  dans  lesquels  on  avait  vu  jusqu'alors  le 
terme  absolu  des  efforts  de  l'esprit  humain,  relative- 
ment à  l'étude  des  mouvements  variés,  peuvent  être  en- 
visagés maintenant  comme  une  simple  application  par- 
ticulière d'une  méthode  très  générale,  qui  nous  permet 
abstraitement  d'entrevoir  une  mesure  beaucoup  plus 
parfaite  de  tout  mouvement  varié,  quoique  de  puissants 
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motifs  de  convcnaiico  nous  obli^ront  à  ronsi«l»Tor  sculo- 
ment  la  mesure  primitivement  adopttV.  (hi  conçoit, 
d'après  ce  qui  précède,  qur  si  la  nature  n«»us  (»ffrail  un 
exemple  simple  et  familier  d'un  mouvement  rectili- 
gne  dans  lequel  l'espace  croîtrait  proporlionnellomonl 
au  cube  du  temps,  en  ajoutant  ,'i  nos  notions  dynami- 
ques ordinaires  la  considération  habituelle  de  ce  mouve- 
ment, nous  obtiendrions  une  connaissance  plus  appro- 
fondie de  la  nature  d'un  nmuvenierit  varié  qucdconqu»», 
qui  pourrait  alors  avoir  avec  le  triple  mouvement  ainsi 
composé  une  assimilation  du  tmisième  ordre,  ce  qui 
nous  permettrait  d'envisager  directement,  par  une  seule 
vue  de  l'esprit.  I^'lat  du  ninhile  pendant  tmis  instants 
consécutifs,  tandis  que  nous  sommes  maintenant  forcés 
de  nous  arrêter  à  deux  instants.  Sous  le  rapport  analy- 
tique, au  lieu  de  nous  bornei  aux  deux  premières  fonc- 
tions dérivées  de  l'espace  relativ«'ment  au  temps,  celle 
méthode  reviendrait  à  considérer  si-nndtanémeiit  la  tmi- 
sième dérivée,  qui  aurait  dès  lors  aussi  uiu»  si^»'nification 
dynamique,  dont  elle  est  actuellement  dépourvue.  Dans 
celle  supposition,  «le  même  que  nous  concevons  habi- 
tuellement la  force  accéleratrici*  p«>iM-  nous  n'présenter 
les  changements  de  la  vitesse,  rmus  aurinns  pareille- 
ment une  considérai inn  dynamifpu'  prcq)re  à  nous  fi^'u- 
rer  les  variations  de  la  force  conliinu'.  .Notre  étude  ^'é- 
nérale  des  mouvements  variés  deviendrait  encore  plufl 
parfaite  >i.  él.iidanl  celle  hvpothèse,  il  e.\istail  m  oiiln» 
un  mouvement  connu  dans  Lequel  l'espace  fùl  propor- 
tionnel à  la  quatrième  puissance  du  temps,  el  ainsi  de 
suite.    .Mais,  en  réalité,  parmi  le«.  nnuivemenls  simph^s 
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OÙ  l'espace  parcouru  se  trouve  croître  proportionnelle- 
ment à  une  puissance  entière  et  positive  du  temps 
écoulé,  l'observation  ne  nous  faisant  connaître  que  le 
mouvement  uniforme  produit  par  une  impulsion  unique 
et  le  mouvement  uniformément  accéléré  qui  résulte  de 
la  pesanteur  terrestre  suivant  la  découverte  de  Galilée, 
nous  sommes  contraints  de  nous  arrêter  aux  deux  pre- 
miers degrés  de  la  théorie  précédente  pour  la  mesure 
générale  des  mouvements  variés  quelconques.  Telle  est 
la  véritable  explication  philosophique  de  la  méthode 
universellement  adoptée,  estimée  à  sa  valeur  réelle. 

J'ai  cru  devoir  insister  sur  cette  explication,  parce 
que  cette  conception  fondamentale  me  semble  n'être  pas 
encore  appréciée  d'une  manière  convenable,  quoiqu'elle 
soit  la  base  de  la  dynamique  tout  entière. 

Après  l'examen  général  de  cette  importante  théorie 
préliminaire,  je  passe  maintenant  à  considérer  sommai- 
rement le  caractère  philosophique  de  la  véritable  dyna- 
mique rationnelle  directe^  c'est-à-dire  de  l'étude  du 
mouvement  curviligne  produit  par  l'action  simultanée 
de  diverses  forces  continues  quelconques,  en  continuant 
à  supposer  d'abord  que  le  mobile  soit  regardé  comme 
un  point,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  toutes  les 
molécules  du  corps  prenant  exactement  le  même  mou- 
vement, chacune  se  meuve  isolément  sans  être  affectée 
par  sa  liaison  avec  les  autres. 

On  doit  distinguer,  en  général,  dans  le  mouvement 
curviligne  d'une  molécule  soumise  à  l'action  de  forces 
quelconques,  deux  cas  très  différents,  suivant  qu'elle  est 
d'ailleurs  entièrement  libre,  de  manière  à  devoir  décrire 
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la  trajectoire  qui  résultera  iialurcllenuMil  «le  la  romhi- 
naisoQ  des  forces  proposées,  ou  (jue,  au  conlrairr.  elle 
est  astreinte  à  se  mouvoir  sur  une  seule  courbe  ou  sur 
une  surface  donnée.  La  théorie  fondamentale  du  mou- 
vement curviligne  peut  être  établie  dans  son  ensemble 
suivant  deux  modes  fort  distincts,  en  prenant  pour  base 
l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  cas,  car  chacun  d'eux  peut 
être  traité  directement  et  se  trouve  mi  même  temps  sus- 
ceptible de  se  rattacher  à  l'aulre,  les  deux  considérations 
étant  presque  également  naturelles  selon  le  point  de  vue 
où  l'esprit  se  place.  En  partant  du  premier  cas,  il  suf- 
fira, pour  en  déduire  le  second,  d«*  regarder  la  résis- 
tance, tant  active  que  passive,  de  la  courbe  ou  de  la  sur- 
face sur  la^iuelle  le  corps  est  assujriti  à  rosier,  comme 
une  nouvelle  force  à  joindre  à  celles  du  syslènn*  pro- 
posé, ainsi  que  nous  avons  vu  (jirnii  a  coulunn»  de  le 
faire  en  statique.  Si,  au  contraire,  on  jin'fên*  établir 
d'abord  la  théorie  du  second  cas,  on  y  raniènera  iMisuilf 
le  premier,  en  considéraiil  I»'  mobile  connue  forcé  à  dé- 
crire la  courbe  qu'il  doit  effectivement  parcourir,  ce  qui 
suffira  entièrement  pour  former  les  ecjualious  fonda- 
mentales, malgré  ([ue  cette  courbe  soit  alors  primitive- 
ment inconime.  Ouoi^jue  cette  dernière  méthode  ne  soil 
point  ordinairement  employée,  il  convient,  je  crois,  do 
les  caractériser  ici  toutes  deux,  pour  donner  le  plus 
compi.lenienl  possible  une  juste  idée  de  la  théorie  gé- 
nérale du  mouvement  curviligne,  car  chacune  d'elle»  t. 
ce  me  semble,  des  avantages  imperlants  qui  lui  wnl 
propres.  Consi(h'rons  d'abord  la  première. 

ExaminanI,  en  premier  lieu,  le  mouvement  curviligne 
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d'une  molécule  entièrement  libre  soumise  à  l'action  de 
forces  continues  quelconques,  on  peut  former  de  deux 
manières  distinctes  les  équations  fondamentales  de  ce 
mouvement,  en  les  déduisant  par  deux  modes  différents 
de  la  théorie  du  mouvement  rectiligne.  Le  premier 
mode,  qui  a  d'abord  été  le  plus  employé  par  les  géo- 
mètres, quoique,  sous  le  rapport  analytique,  il  ne  soit 
pas  le  plus  simple,  consiste  à  décomposer  à  chaque  ins- 
tant la  résultante  totale  des  forces  continues  qui  agissent 
sur  le  mobile  en  deux  forces.  Tune  dirigée  selon  la  tan- 
gente à  la  trajectoire  qu'il  décrit,  l'autre  suivant  la  nor- 
male. Considérons  alors  pendant  un  instant  infiniment 
petit  le  mouvement  comme  rectiligne  et  ayant  lieu  dans 
la  direction  de  la  tangente,  d'après  la  première  loi  fon- 
damentale du  mouvement.  La  progression  du  corps  en 
ce  sens  ne  sera  évidemment  due  qu'à  la  première  de  ces 
deux  composantes,  à  laquell'e,  par  conséquent,  on 
pourra  appliquer  la  formule  élémentaire  rapportée  ci- 
dessus  pour  le  mouvement  rectiligne.  Cette  composante, 
qui  est  d'ailleurs  égale  à  la  force  accélératrice  totale 
multipliée  par  le  cosinus  de  son  inclinaison  sur  la  tan- 
gente, sera  donc  exprimée  par  la  seconde  fonction  déri- 
vée de  l'arc  de  la  courbe  relativement  au  temps.  En  dé- 
veloppant cette  équation  par  les  formules  géométriques 
connues,  et  introduisant  dans  le  calcul  les  composantes 
de  la  force  accélératrice  totale  parallèlement  aux  trois 
axes  coordonnés  rectangulaires^  on  parvient  finalement 
aux  trois  équations  fondamentales  ordinaires  du  mou- 
vement curviligne.  Le  second  mode,  plus  simple  et  plus 
régulier,  dû  à  Euler,   et  depuis  généralement  adopté, 
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consiste  à  obtenir  immétliatemenl  res  équatinns  .-n  ilé- 
composant  directement  le  mouvement  du  corps  à  rliaquf 
instant,  ainsi  que  la  force  continue  t(»lal»'  dont  il  est 
animé,  en  trois  autres  dans  le  sens  des  trois  axes  coor- 
donnés. D'après  la  troisième  loi  fondanu*ntalr  du  mou- 
vement, le  mouvement  sri.m  chaque  axe  étant  indépen- 
dant des  mouvements  suivant  les  deux  autres,  n'est  dû 
qu'à  la  composante  totale  des  forces  accélératrices  pa- 
rallèlement à  cet  axe,  en  sorte  qu»»  le  mouvement  cur\'i- 
lig-ne  se  trouve  ainsi  contiiHH'lI«'in«'nl  remplacé  par  le 
système  de  trois  mortvonuFiU  rt'clilii^ncs,  à  cliarun  des- 
quels on  peut  aussitôt  appliquer  la  théorie  dvnamiqut* 
préliminaire  indicjuée  ci-dessus.  En  nommant  A'.  )',/,  les 
composantes  totales,  parallèlement  aux  trois  axes  des  x, 
des  y,  et  des  r,  des  forces  continues  qui  ag^issenl  à  rhaquo 
instant  dt  sui-  la  nioh'nilr  d(mt  les  co(M*données  sont 
x^  y,  z,  on  ohliciil  ainsi  inmiédiatcmeiil  Ii***  é(]uations  : 

'W~     '        (il*  ~     '        (II' 
auxquelles  on  ne  parvitui  qu«'  jiar  un  assez  louf^  calcul 
en  suivant  le  premier  mode. 

Telles  sont  les  équations  différentielles  fondanirnlales 
(lu  mouvemciil  curvilii^n»',  d'après  Icsipudles  les  ques- 
tions (piclconqucs  (Ir  dyuamiqur  ndalivi's  à  un  corps 
dont  toutes  les  molécules  preruient  exactement  le  méin»» 
mouvement  se  réduisent  immédiatement  à  des  pro- 
blèmes purement  analytiques,  lorsque  les  données  ont 
été  convenablement  exprimées.  En  considérant  d'abord 
la  (jueslicm  L-^énérale  direct»*,  qui  est  la  plus  importanli\ 
on  se  prop(»se,  C(»nnaissanl  la  loi  des  forc^^  •••"••o * 
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dont  le  corps  est  animé,  de  déterminer  toutes  les  cir- 
constances de  son  mouvement  effectif.  Pour  cela,  de 
quelque  manière  que  cette  loi  soit  donnée,  ou  en  fonction 
du  temps,  ou  en  fonction  des  coordonnées,  ou  en  fonc- 
tion de  la  vitesse,  il  suffira,  en  général,  d'intégrer  ces 
trois  équations  du  second  ordre,  ce  qui  donnera  lieu  à 
des  difficultés  analytiques  plus  ou  moins  élevées,  que 
l'imperfection  du  calcul  intégral  pourra  rendre  fréquem- 
ment insurmontables.  Les  six  constantes  arbitraires 
successivement  introduites  par  cette  intégration  se  dé- 
termineront, d'ailleurs,  en  ayant  égard  aux  circons- 
tances de  l'état  initial  du  mobile,  dont  les  équations 
différentielles  n'ont  pu  conserver  aucune  trace.  On  ob- 
tiendra ainsi  les  trois  coordonnées  du  corps  en  fonction 
du  temps,  de  manière  à  pouvoir  assigner  exactement  sa 
position  à  chaque  instant;  et  on  trouvera  ensuite  les 
deux  équations  caractéristiques  de  la  courbe  qu'il  dé- 
crit, en  éliminant  le  temps  entre  ces  trois  expressions. 
Quant  à  la  vitesse  acquise  par  le  mobile  à  une  époque 
quelconque,  on  pourra,  dès  lors,  la  déterminer  aussi 
d'après  les  valeurs  de  ses  trois  composantes,  dans  le 

sens  des  axes,  -7-,  -f^,  -j—  Il  est.  d'ailleurs,  utile  de  re- 
cit    at     dt 

marquer,  à  cet  égard ,  que  cette  vitesse  v  sera  souvent  sus- 
ceptible d'être  immédiatement  calculée  par  une  combi- 
naison fort  simple  des  trois  équations  différentielles  fon- 
damentales, qui  donne  évidemment  la  formule  générale 

î;*  ==  2    [{Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

à  l'aide  de  laquelle  une  seule  intégration  suffira  pour  la 
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délerminaliuii  directe  d»'  la  vitesse,  lorsque  rexpression 
placée  sous  le  sigiieysatisfera  aux  conditions  roniiurs 
d'intég^rabilité  relativement  aux  trois  variables  j ,  y,  z, 
envisagées  comme  indépendantes.  Celti'  propriété  n'a 
pas  lieu,  sans  doute,  relativement  a  toutes  les  forces 
continues  possibles,  ni  même  par  rapport  à  toutes  celles 
que  nous  présentent,  en  effet,  bs  pbenomèm's  naturels; 
puisque,  par  exemple,  elle  ne  saurait  se  vérifier  pour  les 
forces  qui  représentent  la  résistance  des  milieux,  ou  les 
frottements,  ou,  en  général,  ({uant  à  toutes  celles  dont 
la  loi  primitive  dépend  du  l('mp>  nu  ilc  la  vitesse  elle- 
même.  La  remaïque  précédente  n'rn  est  pas  moins  re- 
gardée avec  raison  par  les  géomètres  comme  ayant  une 
extrême  importance  j)our  simplifitr  les  recluTches  ana- 
lyticjues  aux(|uelles  se  rcduix-nl  b's  piobb*mes  de  dyna- 
mique, cai'  la  coinlitioM  «MKHicéc  se  vérifie  constamment, 
ainsi  (ju'il  est  aisé  de  le  pr<iii\n  .  dans  un  cas  jiarticulier 
fort  étendu,  (jui  comprend  toutes  les  grandes  apjJirations 
de  la  (l\iiami(jue  lalionnellc  à  la  niécaniqu»*  céleste, 
c'est-à-dire  celui  nu  toutes  les  forces  continues  dont  le 
corps  est  animé  sont  des  lendances  vers  des  centres  fixes, 
agissant  suivant  une  fnndinn  quelcjuique  de  la  ilislance 
du  corps  à  clia(|ue  cciilrc,  mais  indépendannn»'nt  de  la 

direction. 

Si,  prenant  iiiainlmanl  en  sens  inverse  la  théorie  fçé- 
nérale  du  mou\enieiil  curviligne  «l'une  molécule  libre. 
on  se  pi-oposr  lie  .leleiininer.  au  contraire,  d'après  le» 
circ(uislan«('s  caraclérislique.s  du  mouvement  effectif,  la 
loi  des  foires  accélératrices  qui  ont  pu  le  produire,  la 
question  sera  nécessairement  beaucmip  plus  simple  sou» 


35 
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le  rapport  analytique,  puisqu'elle  ne  consistera  essen- 
tiellement qu'en  des  différentiations.  Car  il  sera  toujours 
possible  alors,  par  des  recherches  préliminaires  plus  ou 
moins  compliquées,  qui  ne  pourront  porter  que  sur  des 
considérations  purement  géométriques,  de  déduire,  de 
la  définition  primitive  du  mouvement  proposé,  les  va- 
leurs des  trois  coordonnées  du  mobile  à  chaque  instant 
en  fonction  du  temps  écoulé  ;  et,  dès  lors,  en  différen- 
tiant  deux  fois  ces  trois  expressions,  on  obtiendra  les 
composantes  des  forces  continues  suivant  les  trois  axes, 
d'où  l'on  pourra  conclure  immédiatement  la  loi  de  la 
force  accélératrice  totale,  de  quelque  nature  qu'elle  soit. 
C'est  ainsi  que  nous  verrons,  dans  la  seconde  section  de 
ce  cours,  les  trois  lois  géométriques  fondamentales 
trouvées  par  Kepler  poui'  les  mouvements  des  corps 
célestes  qui  composent  notre  système  solaire,  nous  con- 
duire nécessairement  à  la  loi  de  gravitation  universelle, 
qui  devient  ensuite  la  base  de  toute  la  mécanique  géné- 
rale de  l'univers. 

Après  avoir  établi  la  théorie  du  mouvement  curviligne 
d'une  molécule  libre,  il  est  aisé  d'y  faire  rentrer  le  cas 
où  cette  molécule  est  assujettie,  au  contraire,  à  rester 
sur  une  courbe  donnée.  11  suffit,  comme  je  l'ai  indiqué, 
de  comprendre  alors,  parmi  les  forces  continues  aux- 
quelles la  molécule  est  primitivement  soumise,  la  résis- 
tance totale  exercée  par  la  courbe  proposée,  ce  qui  per- 
mettra évidemment  de  considérer  le  mobile  comme 
entièrement  libre.  Toute  la  difficulté  propre  à  ce  second 
cas  se  réduit  donc  essentiellement  à  analyser  avec 
exactitude  cette  résistance.  Or,  il  faut,  à  cet  effets  dis- 
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tiiiguor  d'aboid.  «hms  la  n'-sistanrr  de  la  cuurh»',  doux 
parties  très  diff('iviih's  qn'dn  j.niirrail  appplor,  pour  les 
caractériser  nottomont,  ruiir  '^(afit/ur,  Viiuivi^dt/namique. 
La  résistance  statupir  est  celle  «pii  aurait  lieu  lors  nii^iiie 
que  le  corps  serait  immobile  ;  elle  provient  de  la  pression 
exercée  sur  la  courbe  proposée  par  les  forces  accéléra- 
trices dont  il  est  animé;  ainsi  on  robli»»ndra  en  déter- 
minant la  composante  de  l;i  fmcr  cnritinn»'  tolalr  sui- 
vant la  noimab'  à  la  courbr  donnée  au  point  iju»»  l'on 
considère.  La  résistance  (h/n(uni(/ur  a  une  oriirine  toute 
différente;  elle  n'est  engendrée  que  par  b'  niouvenienl, 
et  résulte  tle  la  Icndance  p^'rpélurlb-  du  corps  à  aban- 
donner la  courbe  (ju'il  t-^l  fore»-  de  drciir»-.  |m»im  ron- 
tinuer  à  suivi»*,  «mi  vnlu  dr  la  pn'nii»*!»'  bu  fondamen- 
tale du  mouvement,  la  diicclinii  i\v  la  tan^'i'iit»'.  r.»»lte 
seconde  résistanc**,  (jui  se  manifrsto  dans  b*  passai^**  du 
corps  d'un  élément  dr  la  C(»urb«'  à  l'élément  suivant,  est 
évidemment  diiip^ée  à  cbaque  inslanl  selon  la  normale  à 
la  courbe  situ(M'  dans  le  [daii  osculateur,  «t  jtourra.  par 
consé(pi('iil.  n'avoii-  pas  la  ménn'  direction  que  la  résis- 
tance statique,  si  b'  |daii  nseulaleui-  ne  ronlieni  pas  la 
droite  suivant  bojuelle  a-it  la  b>ire  accélératrice  totale. 
C'est  à  cette  résistance  dynamique  (ju'on  «bume.  en  s'e- 
néial,  le  nom  de  fnrrr  rrntvifwjv,  tenant  à  ce  que  le» 
seules  b)iTes  acrcléralrices  considérées  d'abord  par  les 
«^éomètivs  étaient  des  buces  rrntriprles,  ou  dei  leii- 
daiues  vers  des  centres  fixes.  (Juant  à  son  inlenfiil^,  en 
,  ,,M(  evani  (  ette  buce  centrifu;,'e  cunnie  une  nouvHli* 
b.rce  accélératrice,  elle  sera  mesurée  par  la  romposanle 
uormale  .pie   produit,    dans  rbaque  inslanl  infinimenl 
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petit,  la  vitesse  du  mobile,  lorsqu'il  passe  d'un  élément 
de  la  courbe  à  un  autre.  On  trouve  aisément  ainsi,  après 
avoir  éliminé  les  infinitésimales  auxiliaires  introduites 
d'abord  naturellement   par  cette  considération,  que  la 
force  centrifuge  est  continuellement  égale  au  carré  de  la 
vitesse  effective  du  mobile  divisé  par  le  rayon  de  cour- 
bure correspondant  de   la  courbe  proposée.  Du  reste, 
cette  expression  fondamentale,  aussi  bien  que  la  direction 
même  de  la  force  centrifuge,  pourraient  être  entièrement 
obtenues  par  le  calcul,  en  introduisant  préalablement 
cette  force,  d'une  manière  complètement  indéterminée, 
dans  les  trois  équations  différentielles  générales  du  mou- 
vement curviligne  rapportées  ci-dessus.  Quoi  qu'il  en 
soit,  après  avoir  déterminé  la  résistance  dynamique,  on 
la  composera  convenablement  avec  la  résistance  statique, 
et,  en  faisant  entrer  la  résistance  totale  parmi  les  forces 
proposées,  le  problème  sera  immédiatement  ramené  au 
cas  précédent.  La  question  la  plus  remarquable  de  ce 
genre  consiste  dans  l'étude  du  mouvement  oscillatoire 
d'un  corps  pesant  sur  une  courbe  quelconque  (et  parti- 
culièrement sur  un  cercle   ou  sur  une  cycloïde)^  dont 
l'examen  philosophique  doit  naturellement  être  renvoyé 
à  la  partie  de  ce  cours  qui  concerne  la  physique  propre- 
ment dite. 

Il  serait  superflu  de  considérer  distinctement  ici  le 
cas  où  le  mobile,  au  lieu  de  devoir  décrire  une  courbe 
donnée,  serait  seulement  assujetti  à  rester  sur  une  cer- 
taine surface,  (l'est  essentiellement  par  les  mômes  con- 
sidérations qu'on  ramène  ce  nouveau  cas,  d'ailleurs  peu 
important  dans  les  applications,  à  celui  d'un  corps  libre. 
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lln'va  rraulro  (liff»»renco  réi^llr  qu*»»!!  «•«•  qu'alurs  la  tra- 
jectoire du  mobile  n'est  pas  d'alinnl  cntièn-nierit  délor- 
minéo,  et  qu'on  est  oblii,n'\  pour  la  ronnaîtro,  de  jnjndn* 
à  l'équation  (!<'  la  surface  jiropostM'  nn«'  autn-  •'•qualinii 
fournie  par  l'étude  dynainiqui'  du  prnhlrnie. 

Considérons  maintenant,  par  aperçu,  le  second  miuîe 
général  distingué  précédminienl  pmn-  construire  la 
théorie  fondamentale  du  ninnvemenl  curviligne  d'une 
molécule  isolée,  en  partant,  au  contraire,  du  cas  où  la 
molécule  est  préalahlenuMit  assujettie  à  décrire  une 
courbe  donnée. 

Toute  la  difficulh'  i'itIIc  cmi-i^li'  ;ilni>  ii  ci.ililn  «lin  r- 
tement  le  Ihéorème  fondamenl.il  lelatifà  la  mesure  de 
la  force  ccntiifuge.  Oi-,  r'est  rr  qirnnpeut  faire  aisément, 
en  considérant  d'abord  le  mouvement  uniforme  du  corps 
dans    un   cercle,   en  vertu   d  une   impulsion   initiale,  et 
sans  aucune   force  accélératrice,  ainsi  (pie  l'a  supp«»sé 
HuyghQns,  auqu«'l  est  due  li  base  de  celle  lliéorie.  La 
force  centrifuge  est  dès  lors  «'•videmmenlpnq»orliomudle 
au  sinus-verse  de  l'arc  de  cercle  décrit  dans  un  inslanl 
infiniment    petit,    convenablement    rMin(>an''  au    lemp»* 
corres[)ondant,  d'nii  il  est  facile  de  comdure.  connue  l'a 
fait  lluvgbens,  qu'elle  a  pour  expression   le  rarn*  d»*  la 
vitesse  constaFite  aver  laipielle  le  midiile  décrit  le  crrrle 
divisé  par-  le   ravoii   de  ce  cende.   ('e  résullal    um*  foi» 
obtenu,  en  le  enruluriaul   a\e«    une  autre   ni»iioii   fonda- 
mental.' dur  a  lluy^liens,  nu  en   dedinl   immedialeiiMMil 
la  valeui  de  la  force  centrifuge  dans  une  ronrhe  i|iiol- 
C(mque.  Il  suffit,   pour  cela,   de  concev<ur  i|m«  la  délrr- 
nn'nation  d.-  r.tte  forée  exigeant  »euleiiien!   la  ron^di^- 
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ration  simultanée  de  deux  éléments  consécutifs  de  la 
courbe  proposée,  le  mouvement  peut  être  continuelle- 
ment envisagé  comme  ayant  lieu  dans  le  cercle  oscula- 
teur  correspondant,  puisque  ce  cercle  présente  relative- 
ment à  la  courbe  deux  éléments  successifs  communs.  On 
peut  donc  directement  transporter  à  une  courbe  quel- 
conque l'expression  de  la  force  centrifuge  trouvée  pri- 
mitivement pour  le  cas  du  cercle,  et  établir,  comme 
dans  la  première  méthode,  mais  bien  plus  simplement, 
qu'elle  est  généralement  égale  au  carré  de  la  vitesse  di- 
visé par  le  rayon  du  cercle  osculateur.  Cette  manière  de 
procéder  présente  l'avantage  de  donner  une  idée  plus 
nette  de  la  force  centrifuge. 

Le  cas  du  mouvement  dans  une  courbe  déterminée 
étant  ainsi  traité  préalablement  avec  toute  la  généralité 
convenable,  il  est  aisé  d'y  ramener  celui  d'un  corps  en- 
tièrement libre,  décrivant  la  trajectoire  qui  doit  naturel- 
lement résulter  de  l'action  simultanée  de  certaines  forces 
accélératrices  quelconques.  Il  suffit,  en  effet,  suivant 
l'indication  précédemment  exprimée,  de  concevoir  le 
corps  comme  assujetti  à  rester  sur  la  courbe  qu'il  dé- 
crira réellement,  ce  qui  revient  évidemment  au  même, 
puisqu'il  importe  peu,  en  dynamique^  le  corps  ne  pou- 
vant point  véritablement  parcourir  toute  autre  courbe, 
qu'il  y  soit  contraint  par  la  nature  des  forces  dont  il  est 
animé,  ou  par  des  conditions  de  liaison  spéci;des.  Dès 
lors  ce  mouvement  donnera  naissance  à  une  véritable 
force  centrifuge^  exprimée  par  la  formule  générale 
trouvée  ci-dessus.  Maintenant  il  est  clair  que,  si  la  force 
continue  totale  dont  le  mobile  est  animé  a  été  d'abord 
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rnnçue  coninn'  «lécompusi-e  ;i  cliaquo  insLuil  iu  «It-iix 
autres,  l'un»'  «liri^ée  suivant  la  laugciitrà  I;i  traj««cluin', 
et  l'autre  selon  la  normale  situer  dans  le  plan  oscula- 
teur,  cette  dernière  doit  nécessairement  «Mre  é^Mleol  ili- 
reclement  opposée  à  la  force  rentrifuire.  Or,  celle  com- 
posante normale  ayant  pnurexpression  la  force  ciuilinue 
totale  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  que  sa  diree- 
tion  forme  avec  la  normale,  en  é^Mlanl  celle  valeur  à 
celle  de  la  force  centrifuge,  «mi  formera  une  é(|uation 
fondamentale  d  où  l'on  pourra  déduire  les  équations  ^gé- 
nérales du  mouvement  rurvili^^ne  precédeninienl  ohli-- 
nues  par  une  autre  mélhodr.  On  n'aura,  pour  cela, 
d  autre  transformatifm  à  faire  que  d'introduire  dans 
cette  équation,  au  lieu  de  la  force  c<»ntiime  totale  vi  «le 
sa  direction,  ses  ('oinjiosanles  selon  1rs  Irois  axes  coor- 
donnés, et  de  remplacer,  dan>  la  foimule  qui  ••\prim«' 
la  force  centrifuge,  la  vitesse  et  l«*  rayon  de  rtiurhure 
par  leurs  valeurs  générales  en  fcuiction  desc«M)rdoniiées. 
L'i'qnalion  ainsi  obtenue  se  décomposera  naUirelleiiieiil 
en  lr(»is,  si  l'on  con.sidfre  que,  devant  avoir  lieu  pour 
quehjue  s\  sieine  que  ce  Soit  dr  forct'S  accéléralriccH  vi 
poui'  une  trajectoire  (jUfdconque,  elle  didl  se  vérifier  sé- 
parément par  rapport  à  chacune  des  Irois  coordonnées, 
envisagées  momenlanémeni  comme  Irois  variables  eii- 
lièrein.iil  indépendantes.  Ces  trois  éijualions  se  trouve- 
rniil  éhv  exaelenieni  identiques  à  celles  ra|q»orlées  ri- 
dessus.  (Jn(.iqne  (ellr  manière  de  l.'s  ohlenir  soil  bien 
moinv  direct.',  el  qu'elle  exige  un  plus  giaiid  ajq.areil 
analyliqiir,  j'ai  eepeiidanl  cru  nécessaire  cl<»  Tindiqner 
distinrl..m.nl .  pair,  qu'elle  me  semble  pnq»re  rtéclain-r. 
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SOUS  un  rapport  fort  important,  la  théorie  ordinaire  du 
mouvement  curvilig-ne,  en  rendant  sensible  l'existence 
de  la  force  centrifuge,  même  dans  le  cas  d'un  corps 
libre,  notion  sur  laquelle  la  méthode  habituellement 
adoptée  aujourd'hui  laisse  communément  beaucoup 
d'incertitude  et  d'obscurité. 

Ayant  suffisamment  étudié,  dans  ce  qui  précède,  le 
caractère  général  de  la  partie  de  la  dynamique  relative 
au  mouvement  d'un  point,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
d'un  corps  dont  toutes  les  molécules  se  meuvent  identi- 
quement, nous  devons  maintenant  examiner,  sous  un 
semblable  point  de  vue,  la  partie  de  la  dynamique  la 
plus  difficile  et  la  plus  étendue,  celle  qui  se  rapporte  au 
cas  plus  réel  du  mouvement  d'un  système  de  corps  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque,  et  dont  les  mouve- 
ments propres  sont  altérés  par  les  conditions  dépen- 
dantes de  leur  liaison.  Je  considérerai  soigneusement, 
dans  la  leçon  suivante,  les  résultats  généraux  obtenus 
jusqu'ici  par  les  géomètres,  relativement  à  cet  ordre  de 
recherches.  Je  dois  donc  me  borner  strictement  ici  à  ca- 
ractériser la  méthode  générale  d'après  laquelle  on  est 
parvenu  à  convertir  tous  les  problèmes  de  cette  nature 
en  de  pures  questions  d'analyse. 

Dans  cette  dernière  partie  de  la  dynamique,  il  faut  , 
préalablement  établir  une  nouvelle  notion  élémentaire, 
relativement  à  la  mesure  des  forces.  En  effet,  les  forces 
considérées  jusqu'ici  étant  toujours  appliquées  à  une 
molécule  unique,  ou  du  moins  agissant  toutes  sur  un 
même  corps,  leur  intensité  se  trouvait  être  suffisam- 
ment mesurée,  en  ayant  seulement  égard  à  la  vitesse 
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plus  OU  moins  grande  «jubiles  pouvaient  imprinirr  au 
mobile  à  chacjue  i:ist mt.  Mais,  qii.iinl  mi  vienl  à  envi- 
sager simultanément  les  mouvements  di»  plusieurs  corps 
différents,  cette  manier»*  dr  mi'snrcr  les  forces  devient 
évidemment  insuffisante,  pniscpi'nn  rio  saurait  sp  dis- 
penser de  tenir  compte  dr  la  mass»*  dr  <|ia«ju«'  moliilo, 
aussi  bien  que  de  sa  vitesse.  INuir  la  prriidn'  convena- 
blement en  considération,  1rs  génnielres  oui  établi  relti» 
notion  fondamentale,  (jue  b'S  forces  susceptibles  d'im- 
primer à  diverses  masses  une  même  vitesse  sont  exaclo- 
menl  entre  elles  comme  ces  masses;  ou,  en  d'autres 
termes,  que  les  forces  sont  proportioimolb's  aux  masse», 
aussi  bien  quo  nous  1rs  a\nris  ircdiitiiits.  dans  la  quin- 
zième leçon,  d'après  la  troisième  loi  pliysiqu»-  du  umu- 
vement,  être  propoi  lioniirllrs  aux  vit»*sses.  Tous  le» 
pbénomènes  ndalifsà  la  communication  du  mouvenipul 
par  le  choc,  on  de  louh'  anliT  manii-n',  ont  constam- 
ment confirmé  la  supposition  d»'  rrll»'  nouvrlb»  propor- 
tionnalité. Il  en  résnitr  évid<MnnnMil  qu»-.  lorsqu'il  faul 
comparer,  dans  le  cas  le  plus  i:énéral.  d«'s  forc«*s  qui  im- 
priment à  des  masses  inégales  «les  viti»ssrs  différente», 
chacune  drlbs  doit  élic  mesurer  d'apn-slr  produit  de  la 
masse  sui-  laquelle  elle  agit  par  la  vites.se  correspon- 
dante. Ce  produit,  ail. pirl  !.•>  géomètn'S  ont  donné rom- 
munémeiil  \r  ikhm  d.-  tjHnntitt'  tlf  inniivrmrnt ,M*Wv\\\\m 

exacleilielil.    en    effet,    la    foire    dilUpulsioU    d'UM    Ciirp» 

dans  le  choe.  la  itrrrussinn  |.roprem«'nl  dite,  ainsi  qiH*  la 
jH'rssinn  qu'on  (oip^  peul  ex.Mver  eoutre  tout  ohslnrlo 
fixe  à  S..I.  ninuvenieul.  Telleest  la  nouvelle  m.lion  élé- 
mentaire rel;,live  a  la  mesure  irénerale  des  force».  «Ion! 
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il  serait  peut-être  convenable  de  faire  une  quatrième  et 
dernière  loi  fondamentale  du  mouvement,  en  tant  du 
moins  que  cette  notion  n'est  point  réellement  suscep- 
tible, comme  quelques  géomètres  l'ont  pensé,  d'être 
logiquement  déduite  des  notions  précédentes,  et  ne 
saurait  être  solidement  établie  que  sur  des  considéra- 
tions physiques  qui  lui  soient  propres. 

Cette  notion  préliminaire  étant  établie,  examinons 
maintenant  la  conception  générale  d'après  laquelle  peut 
être  traitée  la  dynamique  d'un  système  quelconque  de 
corps  soumis  à  l'action  de  forces  quelconques.  La  diffi- 
culté caractéristique  de  cet  ordre  de  questions  consiste 
essentiellement  dans  la  manière  de  tenir  compte  de  la 
liaison  des  différents  corps  du  système,  en  vertu  de  la- 
quelle leurs  réactions  mutuelles  altéreront  nécessaire- 
ment les  mouvements  propres  que  chaque  corps  pren- 
drait, s'il  était  seul,  par  l'influence  des  forces  qui  le 
sollicitent,  sans  qu'on  sache  nullement  à  priori  en  quoi 
peut  consister  cette  altération.  Ainsi,  pour  choisir  un 
exemple  très  simple,  et  néaumoins  important,  dans  le 
célèbre  problème  du  mouvement  d'un  pendule  composé, 
qui  a  été  primitivement  le  principal  sujet  des  recherches 
des  géomètres  sur  cette  partie  supérieure  de  la  dyna- 
mique, il  est  évident  que,  par  suite  de  la  liaison  établie 
entre  les  corps  ou  les  molécules  les  plus  rapprochés  du 
point  de  suspension,  et  les  corps  ou  les  molécules  qui 
en  sont  les  plus  éloignés,  il  s'exercera  une  réaction  telle 
que  ni  les  uns  ni  les  autres  n'oscilleront  comme  s'ils 
étaient  libres,  le  mouvement  des  premiers  étant  retardé, 
et  celui  des  derniers  étant  accéléré  en  vertu  de  la  néces- 


AJATHK.MATIQUK  555 

site  OÙ  ils  se  trouv.'iit  «rnscillrr  siinult.uiém.Mil,  saii* 
qu'aucun  priticij»  •  dyiianiiqui'  «Irjji  éhilili  puisse  faire 
connaître  la  loi  qui  détermine  ces  réaclinns.  Il  en  t-sl  <lr 
munie  dans  tous  les  autres  cas  ndalifs  au  nuiuviMurni 
d'un  système  de  corps.  On  eprouv»»  donc  evid«MnnuMil  iri 
le  besoin  de  nouvelles  ccuiceptions  dvnaniicpirs.  Lvs 
géomètres,  obéissant,  à  cr  sujol,  à  lliabilude  impnséi' 
presque  constamment  par  la  faibh'ssr  de  l'esprit  hu- 
main, ont  d'aboi'd  traité  cellr  nouv^db'  sérii»  de  n-rlier- 
clies,  en  créant  pour  ainsi  dirr  un  nnuvrau  principr  par- 
ticulier lelativement  à  cliaqnr  (pic^iion  «'s>rnli«dle. 
Telles  uni  été  1  origine  el  la  «Irslinalion  des  divers«'& 
propriétés  générales  du  imtnvenienl  que  nous  examine- 
rons dans  la  leçon  snivanl»',  et  qui,  primitivement  envi- 
sagées comme  aulanl  de  prinripr^  indéperidanls  b»s  uns 
des  autres,  ne  sont  plus  aujnui  d'Iiui.  aux  yeu\  des  géo- 
mètres, (jue  des  llu''orèmes  renianjuables  fnurriis  sinuil- 
tanément  [)ai'  les  équations  dynamiques  fMiidani<>ntales. 
On  peut  suivre,  dans  la  Mi-rann/ur  uiuih/tn/itr,  riiistoire 
générale  de  cette  séiie  de  travaux,  que  La;,'range  a  pré- 
sentée d'une  manii'ie  si  juofnndément  intéressante  pour 
l'étude  de  la  niarclie  j»rngressive  <le  l'i'sprit  humain. 
dette  manif're  de  procéder  a  été  conlinuelleniehl  adop- 
tée jus(|u'à  d'Aleinbeit.  qui  a  mis  fin  à  lnnle«  cea  re- 
rherrbes  isolées,  en  s'éb-vant  à  une  comeplion  ^'énérale 
sur  la  nianii-re  de  lernr  (MUU|»le  d««  la  reaiiion  dyna- 
mi(jue  des  corits  d'un  système  en  serlude  leurs  liaisoiih, 
et  en  établissant  par  suite  les  équations  foiidanieulah'S 
du  in.uivefnenl  d'un  système  quebon.pie.  OUe  coiirep- 
liiMi,  cpii  a  tnnjnurs  ser\  i  dej»uis,  el  qui  servira  iiKléfiiii- 
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ment  de  base  à  toutes  les  recherches  relatives  à  la  dyna- 
mique des  corps,  consiste  essentiellement  à  faire  rentrer 
les  questions  de  mouvement  dans  de  simples  questions 
d'équilibre,  à  l'aide  de  ce  célèbre  principe  général  au- 
quel l'accord  unanime  des  géomètres  a  donné,  avec  tant 
de  raison,  le  nom  de  principe  de  d'Alembert.  Considé- 
rons donc  maintenant  ce  principe  d'une  manière  di- 
recte. 

Lorsque,  par  les  réactions  que  divers  corps  exercent 
les  uns  sur  les  autres  en  vertu  de  leur  liaison,  chacun 
d'eux  prend  un  mouvement  différent  de  celui  que  les 
forces  dont  il  est  animé  lui  eussent  imprimé  s'il  eût  été 
libre,  on  peut  évidemment  regarder  le  mouvement  natu- 
rel comme  décomposé  en  deux,  dont  l'un  est  celui  qui 
aura  effectivement  lieu,  et  dont  l'autre,  par  conséquent, 
a  été  détruit.  Le  principe  de  d'Alembert  consiste  propre- 
ment en  ce  que  tous  les  mouvements  de  ce  dernier 
genre,  ou,  en  d'autres  termes,  les  quantités  de  mouve- 
ments perdues  ou  gagnées  par  les  différents  corps  du 
système  dans  leur  réaction,  se  font  nécessairement  équi- 
libre, en  ayant  égard  aux  conditions  de  liaison  qui  ca- 
ractérisent le  système  proposé.  Cette  lumineuse  concep- 
tion générale  a  été  d'abord  entrevue  par  Jacques 
Bernouilli  dans  un  cas  particulier;  car  telle  est  évidem- 
ment la  considération  qu'il  emploie  pour  résoudre  le 
problème  du  'pendule  composé,  lorsqu'il  regarde  la 
quantité  de  mouvement  perdue  par  le  corps  le  plus  rap- 
proché du  point  de  suspension  et  la  quantité  de  mou- 
vement gagnée  par  celui  qui  en  est  le  plus  éloigné, 
comme  devant  nécessairement  satisfaire  à  la  loi  d'équi- 
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libre  du  levier,  relativ.'meiit  au  {H>iut  «Ir  sus|MîHsiori, 
ce  qui  le  cunduil  à  Innii.i  imuiédialfuirui  uiir  eijua- 
tion  susceptible  de  délemiiner  b'  reiiliv  duscillalioii  du 
système  de  poids  \v  plus  sinipb'.  Mais  relie  idée  nélail, 
pour  Jacques  Beruuuilli,  (piiiu  arlifice  isolé  qui  n*6le 
rien  au  mérite  de  la  gramb'  runceplion  do  d'Alembeil, 
dont  la  propriété  essentieUe  cunsislr  dans  son  é'ntière 
généralité  nécessaire. 

En    cousitlérant    b^    piincipr    (b-    d'Ab^nbiTl  sous   le 
point  de  vue  lepluspbibjS(q»bi«jue,onpeul,ce  me  sembb*, 
en  reconnaîhe   b'  véritabb'  gerin».*  priniilif  «biris  la  se- 
conde loi  fondamentale  du  mouvement  (voyez  la  quin- 
zième leçon),  établir  pai  N«'\vton  smis  b'  rinni  d'é^'alité 
de  la  réaction    à    l'action.    Lr    |>rinripr  dr    dWb'inlM'rl 
coïncide  exactement,  en  rfb'l,  avec  cotte  loi  d»»  .Newton, 
quand  on  envisage  seul»  iikhI  un  systémo  de  deu.x  corps, 
agissant  1  nii   sur  l'autre  suivant   la  ligm*  qui   les  joinl. 
(^e    principe   pr'ul    doue   «'Irr   mvisagé  connu»-    la  plus 
grande  généralisation  possibb*  dr  la  loi  dr  la  réaction 
[     égale  et  contraire  à  l'action;  ot  cclt»*  manière  nouvidie 
de  le  concevoii-  nif  |»aiail  pnqu'e  à  faire  ressortir  sa  vé- 
litabb'  iialuir.  m   lui  dnuuanl   ainsi  un     caraclère  jdiy- 
si(|ue,    au  lieu  du   caraclorr   purcm.'ul    loi.'iquo  qui   lui 
avait  été   imprimé    par    «rAlondiert.    Kn    conséquence, 
uous  no  von-ons  dôs(uniais  dans  ce  grand  principe  que 
noir»'  second»'  b'i  <lu  in<uivomenl  elendue  i4  un  nombre 
«luoicomjuo  dr  COI  |ts.  disposés  ontro  on\  d'un»-  niaiiiôro 

qUolc(Ml(|Uo. 

I)'a|uès   co    prin(i|>o    gonoral.  on  ton.,'»ii    qu»-    ioniû 
(ju<sli..u    dr    d\u.imiqu»'    pourra    êiro    iiuiU'«dittlemciil 
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convertie  en  une  simple  question  de  statique,  puisqu'il 
suffira  de  former,  dans  chaque  cas,  les  équations 
d'équilibre  entre  les  mouvements  détruits;  ce  qui  donne 
la  certitude  nécessaire  de  pouvoir  mettre  en  équation 
un  problème  quelconque  de  dynamique,  et  de  le  faire 
ainsi  dépendre  uniquement  de  recherches  analytiques. 
Mais  la  forme  sous  laquelle  le  principe  de  d'Alembert  a 
été  primitivement  conçu  n'est  point  la  plus  convenable 
pour  effectuer  avec  facilité  cette  transformation  fonda- 
mentale, vu  la  g-rande  difficulté  qu'on  éprouve  souvent 
à  discerner  quels  doivent  être  les  mouvements  détruits, 
comme  on  peut  pleinement  s'en  convaincre  par  l'examen 
attentif  du  Traité  de  dynamique  de  d'Alembert,  dont  les 
solutions  sont  ordinairement  si  compliquées.  Hermann, 
et  surtout  Euler  ont  cherché  à  faire  disparaître  la  consi- 
dération embarrassante  des  quantités  de  mouvement 
perdues  ou  gagnées,  en  remplaçant  les  mouvements  dé- 
truits par  les  mouvements  primitifs  composés  avec  les 
mouvements  effectifs  pris  en  sens  contraire,  ce  qui  re- 
vient évidemment  au  même,  puisque,  quand  une  force 
a  été  décomposée  en  deux,  on  peu!  réciproquement  subs- 
tituer à  l'une  des  composantes  la  combinaison  de  la  ré- 
sultante avec  l'autre  composante  prise  en  sens  contraire. 
Dès  lors  le  principe  de  d'Alembert,  envisagé  sous  ce 
nouveau  point  de  vue,  consiste  simplement  en  ce  que 
les  mouvements  effectifs  conformes  à  la  liaison  des  corps 
du  système  devront  nécessairement,  étant  pris  en  sens 
inverse,  faire  toujours  équilibre  aux  mouvements  prirni- 
tifs  qui  résulteraient  de  la  seule  action  des  forces  propo- 
sées sur  chaque  corps  supposé  libre  ;  ce  qui  peut  d'ail- 
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leurs  être  élahli  (lnv(h.|n.'iit,  eu- il  ..si  t-vi.lml  4|u<>  le 
système  serait  m  .'.jnililuv  si  on  iiii|.riiinil  à  rliaqiio 
corps  iHie  (jiiaiilitc  dr  iiiouvcmrut  r^-ale  et  mnlrairp  à 
celle  qu'il  prendra  «'ffertivrmfnf.  Ci-tti'  nouvolli'  formo 
donnée  par  Euli-r  au  pi  iinipe  de  <rAleniln'rl  .-si  la  |iIiih 
convenable  pour  imi  faire  usa^^e,  cfimnn'  nr  pn-naiil  en 
considération  (|ue  les  rnonvoinmis  primitifs  r[  les  mou- 
vements «'ffectifs,  qui  sont  1rs  véritables  éléments  ilu 
problème  dynamicjue,  dont  b-s  uns  cniistiluml  Irs  don- 
nées et  b'S  auties  les  imonimes.  T«d  est,  en  rff.'t.  b» 
{»oiul  de  vue  défirn'lif  sous  Icqurl  Ir  piiucipo  dr  d'Alem- 
b<  ri  a  été  babitu(dlem«'iit  conçu  d«'puis. 

Les  questions  relatives  au  mouvement  étant  ainsi  pé- 
néralenKMil  réduites,  de  la  luanii're  la  plus  siiujde  pos- 
sijtle,  à  de  |)ures  (|ueslioiis  dCcpiilibre,  la  métbodr  la 
plus  pbilosopbi(]ue  pour  Irailer  la  d\iiamiqu(*  ratinii- 
nelle  consiste  àcombinei-  le  prin(M|»e  de  d'Alembert  avec 
le  jjrincipe  des  vitesses  virtutdles,  «pii  fouiiiit  direclo- 
ment,  eonmie  nous  l'avons  \u  dans  la  leçon  prérédeiile. 
toutes  les  é(juati(»iis  nécessaires  à  l'équilibre  d'un  .sys- 
tème quelcoïKjue.  Telle  esl  la  combinaison  conçue  jiar 
La^ran^e,  et  si  adinirablenniil  dévebqqiée  clans  sa  .1/^'- 
raiiiqiw  anal i/Itt/ tir,  qui  a  élevé  la  science  p'nérale  <li» 
la  mécani(pie  absiraile  au  plus  liant  de^^ré  de  porferlion 
que  l'espril  liiiluain  puisse  aiubitioimer  sous  le  rapport 
loiii(pn',  c'.'s(-a-dire  a  une  rii-oiireuse  unilé.  (oul«*s  l«»S 
(piestions  (pii  peuvent  s'y  rapporter  étant  désormais  uni- 
foiniémeiil  ratlacbées  à  un  principe  nniquo.  d'après  lo- 
(pnd  las(dulion  définilive  d'un  probb-me  quelconque  no 
préseiile  plus  nécessairement  que  des  difficullés  analv- 
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tiques.  Pour  établir  le  plus  simplement  possible  la  for- 
mule générale  de  la  dynamique,  concevons  que  toutes 
les  forces  accélératrices  du  système  quelconque  proposé 
aient  été  décomposées  parallèlement  aux  trois  axes  des 
coordonnées,  et  soient  X,  Y,  Z,  les  g^roupes  de  forces 
correspondant  aux  axes  des  x,  y,  z;  en  désignant  par 
771  la  masse  du  système,  il  devra  y  avoir  équilibre,  d'a- 
près le  principe  de  d'Alembert,  entre  les  quantités  pri- 
mitives de  mouvement  m  X,  m  Y,  m  Z,  et  les  quantités 
de  mouvement  effectives,  prises  en  sens  contraire,   qui 

cl'  X  cl'  1/ 

seront  évidemment  exprimées  par  — m— ri,-, — ^-r^, 

^  ^  dt  dt 

—  m  -7— j,  suivant  les  trois  axes.  Ainsi,  appliquant  à  cet 

ensemble  de  forces  le  principe  général  des  vitesses  vir- 
tuelles, en  ayant  soin  de  distinguer  les  variations  rela- 
tives aux  différents  axes,  on  obtiendra  l'équation  : 


/ 


•■(■^-£)"+/"('--Si" 


qui  peut  être  regardée  comme  comprenant  implicite- 
ment toutes  les  équations  nécessaires  pour  l'entière 
détermination  des  diverses  circonstances  relatives  au 
mouvement  d'un  système  quelconque  de  corps  sollicités 
par  des  forces  quelconques.  Les  équations  explicites  se 
déduiront  convenablement,  dans  chaque  cas,  de  cette 
formule  générale,  en  réduisant  toutes  les  variations  au 
plus  petit  nombre  possible,  d'après  les  conditions  de 
liaison  qui  caractériseront  le  système  proposé,  ce  qui 
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fournira  autant  d'équatiuns  ciislincles  «ju'il  ivslfra  tU» 
variations  réellement  indept-ndanlt-s. 

Afin  de  faire  ressortir,  sous  le  point  de  \  ii.-  philoso- 
phique, toute  la  fécondité  dt-  cette  formule,  t-l  de  mon- 
trer qu'elle  comprend  rigoureusement  Irnsemble  total 
de  la  dynamique,  il  convient  de  remarquer  iju'on  eu 
pourrait  même  tirer,  comme  un  simple  cas  particulier, 
la  théorie  du  mouvement  curviligne  d'un»»  molécule 
unique,  que  nous  avons  spécialement  «oiisidérée  dans 
la  première  partie  de  cette  le(;on.  Kri  rffrl,  il  ».«sl  évident 
que,  si  toutes  les  forces  continues  proposées  agissiMit 
sur  une  seule  molécule,  la  mass»*  ///  disparait  d»*  l'équa- 
tion générale  précédente  qui.  fii  distinguant  séparé- 
ment le  mouvement  virtuel  rclatil  à  «liacjue  axe,  fournil 
immédiatement  les  trois  é(juations  fondamentales  éta- 
blies ci-dessus  pour  le  inouvenient  d'un  point.  Mai», 
bien  qu'on  doive  considérer  cette  filiation,  san.s  laquelle 
on  ne  concevrait  pas  toute  l'étendue  réelle  tie  la  formul<> 
générale  de  la  dynami«iue,  la  théorie  du  mouvement 
d'une  seule  molécule  n'exige  pcunt  véritablenn-nl  l'em- 
ploi du  principe  de  d'Alemhert,  qui  est  essentiellement 
destiné  à  l'étude  dynamique  des  systèmes  de  corp». 
Cette  première  théorie  est  trop  simple  parelle-mènie,  el 
résulte  trop  immédiatement  des  lois  fondamentales  du 
mouvement,  pour  que  je  n'aie  pas  cru  devoir,  coiifor- 
mémenl  à  l'usag»'  (udinaire,  la  présenter  d'abord  isolé- 
ment, afiFi  (le  rendre  plus  nettes  les  importantes  nolioii» 
générales  auxquelles  elle  .hume  naissance,  quoique  nous 
devions  finir  par  la  faire  rentnM.  .'u  vue  d'une  o»ordiiiâ- 
tion  plus  pai faite,  dans  la  formul.-   invariable  .|ui   mi- 
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ferme  nécessairement  toutes   les  théories  dynamiques 
possibles. 

Ce  serait  sortir  des  limites  naturelles  de  ce  cours  que 
d'indiquer  ici  aucune  application  spéciale  de  cette  for- 
mule générale  à  la  solution  effective  d'un  problème  dy- 
namique quelconque,  la  méthode  devant  être  le  seul 
objet  essentiel  de  nos  considérations  philosophiques, 
sauf  l'indication  des  résultats  principaux  qu'elle  a  pro- 
duits, et  dont  nous  nous  occuperons  dans  la  leçon  sui- 
vante. Je  crois  cependant  devoir  rappeler  à  ce  sujet, 
comme  une  conception  vraiment  relative  à  la  méthode 
bien  plus  qu'à  la  science^  la  distinction  nécessaire,  si- 
gnalée dans  la  leçon  précédente,  entre  les  mouvements 
de  translation  et  les  mouvements  de  rotation.  Pour  étu- 
dier convenablement  le  mouvement  d'un  système  quel- 
conque, il  faut,  en  effet,  l'envisager  comme  composé 
d'une  translation  commune  à  toutes  ses  parties,  et  d'une 
rotation  propre  à  chacun  de  ses  points  autour  d'un  cer- 
tain axe  constant  ou  variable.  Par  des  motifs  de  simpli- 
fication analytique  dont  nous  aurons  occasion,  dans  la 
leçon  suivante,  d'indiquer  l'origine,  les  géomètres  con- 
sidèrent toujours  de  préférence  le  mouvement  de  rotation 
d'un  système  quelconque  relativement  à  son  centre  de 
gravité,  ou,  pour  mieux  dire,  à  son  centre  des  moyennes 
distances,  qui  présente,  sous  ce  rapport,  des  propriétés 
générales  très  remarquables,  dont  la  découverte  est  due 
à  Euler.  Dès  lors  l'analyse  complète  du  mouvement 
d'un  système  animé  de  forces  quelconques  consiste  es- 
sentiellement :  1"  à  déterminer  à  chaque  instant  la 
vitesse  du  centre  de  gravité  et  la  direction  dans  laquelle 


MATHÉMATIQUE  593 

il  se  meut,  ce  qui  suffit  |...,ii  faiiv  connaîlrv,  cmumi» 
nous  le  constaterons,  tout  ce  qui  concerne  la  translation 
du  système  ;  2"  à  déterminer  également  à  cliaque  ins- 
tant la  direction  de  l'axe  instantané  de  rotation  passant 
par  le  centre  de  gravité,  et  la  vitessr  .le  rotation  de 
chaque  partie  du  système  autour  de  cet  axe.  Il  est  clair, 
en  effet,  que  toutes  les  circonstances  secondaires  du 
mouvement  pourront  nécessaininent  être  déduit«»8,  dans 
chaque  cas,  de  ces  deux  determinatif»ns  principales. 

La  formule  générale  de  la  dynamique,  établie  ci-des- 
sus, est  évidemment,  par  sa  nature,  tout  aussi  directe- 
ment applicable  au  mouvement  des  tîuides  (juà  celui  des 
solides,  pourvu  qu'on  premie  convenaiilemenl  en  con- 
sidération l<*s  conditions  qui  caractérisent  l'état  lluide, 
soit  liquide,  soit  gazeux,  ce  «jiir  nous  avons  eu  occasion 
d'indiquer  dans  la  leçcjn  précédente  au  siij«i  de  l'équi- 
libre. Aussi  d'Alembert.  après  avoir  découvert  le  prin- 
cipe fondamental  qui  lui  a  peimis,  \u  les  prog^rès  tie  la 
stati(|ue,  de  traiter  dans  son  ensemble  la  ilvnnmiquo 
d'un  système  quelconque,  en  a-t-il  fait  immédiatement 
application  à  l'établissement  des  é<|uation>  générale»  du 
mouvement  des  fluides,  enlièn*ment  inconnues  jusqu'a- 
lors. Ces  équations  s'obtiennent  surtout  avec  une  grande 
facilité  d'apri's  le  juin<ij»e  des  vitesses  virtuelles,  tel 
qu'il  est  exprimé  pai-  la  formule  générale  précédeiiU». 
Cette  partie  de  la  (JMiamicjue  ne  laisse  donc  réellemenl 
rien  à  désirer  s(»us  le  rapport  concret,  el  ne  présente 
plus  que  des  difficultés  j.nrement  analytiques,  ndalives 
à  l'intégration  des  é«pialions  aux  différence»  paHitdIes 
auxquelles  on  parvient.  Mais  il  faut  reconnaître  que  celle 
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intégration  générale  offrant  jusqu'ici  des  obstacles  in- 
surmontables, les  connaissances  effectives  qu'on  peut 
déduire  de  cette  théorie  sont  encore  extrêmement  im- 
parfaites, même  dans  les  cas  les  plus  simples;  ce  qui 
nous  semblera  sans  doute  iné\dtable,  en  considérant  la 
grande  complication  que  nous  avons  déjà  reconnue  à  cet 
égard  dans  les  questions  de  pure  statique,  dont  la  na- 
ture est  cependant  bien  moins  complexe.  Le  seul  pro- 
blème de  l'écoulement  d'un  liquide  pesant  par  un  orifice 
donné,  quelque  facile  qu'il  doive  paraître,  n'a  pu  en- 
core être  résolu  d'une  manière  vraiment  satisfaisante. 
Afin  de  simplifier  suffisamment  les  recherches  analy- 
tiques dont  il  dépend,  les  géomètres  ont  été  obligés 
d'adopter  la  célèbre  hypothèse  proposée  par  Daniel 
Bernouilli,  sous  le  nom  à^ parallélisme  des  tra?îche s,  qui 
permet  de  ne  considérer  le  mouvement  que  par  tran- 
ches, au  lieu  de  devoir  l'envisager  molécule  à  molécule. 
Mais  cette  hypothèse  qui  consiste  à  regarder  chaque  sec- 
tion horizontale  du  liquide  comme  se  mouvant  en  tota- 
lité et  prenant  la  place  de  la  suivante,  est  évidemment 
en  contradiction  formelle  avec  la  réalité  dans  presque 
tous  les  cas,  excepté  dans  un  petit  nombre  de  circons- 
tances choisies  pour  ainsi  dire  expressément,  à  cause  des 
mouvements  latéraux  dont  une  telle  hypothèse  fait 
complètement  abstraction,  et  dont  l'existence  sensible 
impose  nécessairement  la  loi  d'étudier  isolément  le  mou- 
vement de  chaque  molécule.  La  science  générale  de 
l'hydrodynamique  ne  peut  donc  réellement  encore  être 
envisagée  que  comme  étant  à  sa  naissance,  même  relati- 
vement aux  liquides,  et  à  plus  forte  raison  à  l'égard  des 
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gaz.  Mais  il  importo  ♦•miiuinmont  (iô  ri'coniiailre.  irim 
autre  côté,  que  tous  les  grands  travaux  qui  restent  à 
faire  sous  ce  rapport  ronsistiMit  essenliellrmi'ut  ilaris  les 
progrès  de  la  seule  analyse  niatluMuatique.  les  équations 
fondamentales  du  mouvement  des  fluides  »'*lanl  irr«^vo- 
cablement  établies. 

Après  avoir  considéré  sous  ces  divers  aspects  princi- 
paux le  caractère  général  de  la  méthode  m  mécanique 
rationnelle,  et  indiqué  comment  toutes  les  questions 
qu'elle  peut  offrir  se  réduisent  à  des  recherches  pure- 
ment analytiques,  il  nous  reste  maintenant,  pour  com- 
pléter l'examen  philosophiqur  d»'  crtte  science  fonda- 
mentale, à  envisager,  dans  la  le(;on  suivante,  les  résul- 
tats principaux  obtenus  par  l'rsprit  humain  en  procédant 
ainsi,  c'est-à dire  les  propriétés  générales  les  plus  r»*- 
marquables  de  l'équilibre  et  du  monvr-nient 
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DIX-HUITIEME  LEÇON 


Considérations  sur  les  tliéorèmes  généraux  de  mécanique 

rationnelle. 


Le  but  et  l'esprit  de  cet  ouvrage,  aussi  bien  que  son 
étendue  naturelle,  nous  interdisent  nécessairement  ici 
tout  développement   spécial  relatif  à  l'application  des 
équations  fondamentales  de  l'équilibre  et  du  mouvement 
à  la  solution  effective  d'aucun  problème  mécanique  par- 
ticulier. Néanmoins,  on  ne  se  formerait  qu'une  idée  in- 
complète du  caractère  philosophique  de  la  mécanique 
rationnelle  envisagée  dans  son  ensemble,  si,  après  avoir 
convenablement  étudié  la  méthode,  on  ne  considérait 
enfin  les  grands  résultats  théoriques  de  la  science,  c'est- 
à-dire  les  principales  propriétés  générales  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  découvertesjusqu'ici  par  les  géomètres, 
et  qui  nous  restent  maintenant  à  examiner.  Ces  diverses 
propriétés  ont  été  conçues  dans  l'origine  comme  autant 
de  Yérhàhles  principes ,  dont  chacun  était  destiné  primi- 
tivement à  procurer  la  solution  d'un  certain  ordre  de 
nouveaux  problèmes  mécaniques,  supérieurs  aux  mé- 
thodes connues  jusqu'alors.  Mais,  depuis  que  l'ensemble 
de  la  mécanique  rationnelle  a  pris  son  caractère  systé- 
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matique  définitif,  chacun  d.-  ces  liiicions  pnnriprs  a  ôlé 
ramené  à  nôtre  plus  qu'un  simple  tfu'onmp  plus  ou  moins 
général,  résultat  nécessaire  df^s  théories  fon.lam.-nlales 
de  la  statique  et  do  la  dynamique  ahslrailes:  c'est  s«»uh»- 
ment  sous  ce  point  de  vu.-  philosnphiqu»'  que  imus 
devons  les  envisager  ici.  Cimimenc^ons  par  ceux  qui  se 
rapportent  à  la  statique. 

Le  théorème  le  plus  remarquahl»»  qui  ait  été  déduit 
jusqu'à  présent  des  équations   générales  de  l'equilihre 
est  la  célèbre  propriété,  primitivement  flécouverlo  par 
Torricelli,  relativement  à  l'éciuilihre  des  corps  pesants. 
Elle  consiste  proprement  «mi  ce  (ju«',  <|ii.iiiil  un   ^\  slènie 
quelconque  de  corps  pesants  est  dans  sa  situation  li'équi- 
libro,  son  cenlr»'  de  i:iavi(«''  est  nécessairement  place  au 
point  le  plus  bas  ou  I«i  {dus  haut  possible,  comparative- 
ment à  foutes  les  positions  qu'il  j)ourrail  prendre  d'après 
toute  autre  situation  du  système.   Torricelli  a  d'abord 
présenté  cette  proprii-té  e(»niiin'  iinnn'dialement  vérifiée 
par  les  conditions  d'«'(jniliI)H'  cnnimi's  de  tous  les  sys- 
tèmes de  poids  considérés  juscju'ainrs.  .Mais  les  considé- 
rations générales  d'après  lesquelles  il  a  hiilé  ensuite  de 
la  (lémoiiIrtM-  dircrlcinent  sont  réellement  peu  satisfai- 
santes, et  offrent  un  rxrinpie  sensible  de  la  nécessité  de 
se  défier,  dans  les  sciences  mathématiques,  de  toute  idée 
don!  le  caractf're  n'est  point  |.arfail«'mrnl  précis,  ijiielqiie 
plausible  qu'rjj.'  pulssr  dailleurs  paraître.   Kii  efft-l.  h- 
raisonnement  de  Torriccdli  consiste  essentiellement  à  ro- 
marquiT  «jue.  la   lendarne  naturelb'   du  poids  étant  de 
descendre,  il  y  aura  néces.sairement  équilibre  si  le  reiitn» 
de  gravité  se  trouve  |)laré  le  plus  bas  possible.  L'insuffi- 
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sance  de  cette  considération  est  évidente,  puisqu'elle 
n'explique  point  pourquoi  il  y  a  également  équilibre 
quand  le  centre  de  gravité  est  placé  le  plus  haut  possible, 
et  qu'elle  tendrait  même  à  démontrer  que  ce  second  cas 
d'équilibre  ne  peut  exister,  tandis  que,  sous  ]e  point  de 
vue  théorique,  il  est  aussi  réel  que  le  premier,  quoique, 
par  le  défaut  de  stabilité,  on  ait  rarement  occasion  de 
l'observer  dans  la  pratique.  Ainsi ,  pour  choisir  un  exemple 
très  simple,  la  loi  d'équilibre  d'un  pendule  exige  que  le 
centre  de  gravité  du  poids  soit  placé  sur  la  verticale  me- 
née parle  point  de  suspension,  ce  qui  offre  une  vérifica- 
tion palpable  du  théorème  de  Torricelli;  mais,  quand  on 
fait  abstraction  de  la  stabilité,  il  est  évident  que  ce  centre 
de  gravité  peut  d'ailleurs  être  indifféremment  au-dessus 
ou  au-dessous  du  point  de  suspension,  l'équilibre  ayant 
également  lieu  dans  les  deux  cas. 

La  véritable  démonstration  générale  du  théorème  de 
Torricelli  consiste  à  le  déduire  du  principe  fondamental 
des  vitesses  virtuelles,  qui  le  fournit  immédiatement 
avec  la  plus  grande  facilité.  Il  suffit,  en  effet,  pour  cela, 
d'appliquer  directement  ce  principe  à  l'équilibre  d'un 
système  quelconque  de  corps  pesants,  à  l'égard  duquel 
il  donne  aussitôt  l'équation 


f  Pdz  =  o, 


où  P  désigne  un  quelconque  des  poids,  et  z  la  hauteur 
verticale  de  son  centre  de  gravité.  Or,  d'après  la  défini- 
tion générale  du  centre  de  gravité  de  tout  système  de 
poids,  on  a  évidemment  en  nommant  P^  le  poids  total 
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du  System»',  et  ;,  rorrlrainre  vorliralo  do  son  rcnlro  d«* 
gravité,  la  rfdation 


J  l^^lz  =  l'^,l,. 


Ainsi  l'équation  des  vitesses  virtuollrs  d»«vieiil.  dans  im» 
cas,  r/^,=o  ;  co  qui,  conformément  à  la  théorie  analy- 
tique générale  des  jnaxbna  et  minium,  df-ninriln»  inuné- 
diatement  que  la  hauteur  verticale  du  centre  d»'  pravil<^ 
du  système  est  alors  un  maximunt  <>u  un  minimum, 
comme  l'indique  le  théorème  de  Torricelli. 

Cette  importante  propriété,  indépendamm»Mil  du  ;:rafid 
intérêt  qu'elle  présente  s(»us  l»>  point  d»-  \u»'  physique, 
peut  même  être  avantageusement  emplové-f  pour  faciliter 
la  solution  générale   de    plusieurs  jtrnhlî'nn's  essentiids 
de  statique  rationni'llc.  relativement  aux  corjis  prsanlu. 
Ainsi,  par  exemple,  elle  suffit  à  rentién*  résolution  di» 
la  célèbre  question  de  la  chaiupttp,  c'est-à-dire  de  la  fi- 
gure que  prend  une  chaîne  pesante  susjiendue  à  doux 
points  fixes,  et  ensnilr  liJ»r«^nionl  ahandonnéo  à  la  seule 
influence  de   la   gravit»'-,  m   la   supj>nsant  parfaitement 
flexible,  et  de  plus  inextensihh'.  Kn  «ff»*!.  le  tln'nn«nn'dc 
Torricelli  indiquant  alors  que  le  ciMitrr  do  ^^ravilé  doit 
être  placé  le  plus  bas  possible,  Ir  probli'mo  appartii^nl 
immédiatement  à  la  théorie  générale  dos  isopérimoln"*. 
indiqué'o  dans    la  liuitiéin»'   h'«nii.  puisqu'il  ««o  n^duil   a 
déterminer,  parmi  toutes  los  rourbos  do  mémo  cnnhMir 
tracées  entro  les  deux    |)oinls   fixos   donnés,  quollo   ••*! 
celle  (jui  jouit  do  cotto  jiropriolo  cararl«iri»li«|Uo.  quo  la 
hauteur  verticale  d«'  «^on  aMitro  *W  gravité  totale  iioil  un 
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minimum^  condition  qui  suffit  pour  déterminer  complè- 
tement, à  l'aide  du  calcul  des  variations,  l'équation  dif- 
férentielle, et  ensuite  l'équation  finie  de  la  courbe  cher- 
chée. Il  en  est  de  même  dans  quelques  autres  questions 
intéressantes  relatives  à  l'équilibre  des  poids. 

Le  théorème  de  Torricelli  a  éprouvé  plus  tard  une 
importante  généralisation  par  les  travaux  de  Maupertuis, 
qui,  sous  le  nom  de  loi  du  repos ^  a  découvert  une  pro- 
priété très  étendue  de  l'équilibre,  dont  celle  ci-dessus 
considérée  n'est  plus  qu'un  simple  cas  particulier.  C'est 
seulement  à  la  pesanteur  terrestre,  ou  à  la  gravité  pro- 
prement dite,  que  s'applique  la  loi  trouvée  par  Torricelli. 
Celle  de  Maupertuis  s'étend,  au  contraire,  à  toutes  les 
forces  attractives  qui  peuvent  faire  tendre  les  corps  d'un 
système  quelconque  vers  des  centres  fixes,  ou  les  uns 
vers  les  autres,  suivant  une  fonction  quelconque  de  la 
•  distance,  indépendante  de  la  direction,  ce  qui  comprend 
toutes  les  grandes  forces  naturelles.  On  sait  que,  dans 
ce  cas,  l'expression  Pâp -f  P'Sp'  +  etc.,  qui  forme  le 
premier  membre  de  l'équation  générale  des  vitesses  vir- 
tuelles, se  trouve  nécessairement  être  toujours  une  dif- 
férentielle exacte.  Par  conséquent,  le  principe  des  vitesses 
virtuelles  consiste  alors  proprement  en  ce  que  la  varia- 
tion de  son  intégrale  est  nulle,  ce  qui  indique  évidem- 
ment, d'après  la  théorie  fondamentale  des  maxima  et 
minima^  que  cette  intégrale  J^P^?  est  constamment, 
dans  le  cas  d'équilibre,  un  maxhnum  ou  un  minixtium. 
("est  en  cela  que  consiste  la  loi  de  Maupertuis,  considé- 
rée sous  le  point  de  vue  le  plus  général,  et  déduite  ainsi 
directement  avec  une   extrême   simplicité  du  principe 
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fondamental  dos  vitesses  virtuelles,  .jui  doit  necessain- 
ment  renfermer  lm;.!i.ii.Mn«'iil  toutes  les  propriété»  aux- 
quelles peut  donner  lieu  la  tlnnirie  de  l'équilibr.'.  U-  llu-o- 
rème  de  Mauperluis  a  été  présenté  par  Lipraii^r  sous 
un  aspect  plus  concret  et  plus  remarquable,  en  !.•  ratta- 
chant à  la  notion  des  forces  vives,  dont  nous  .mou.»  occu- 
perons plus  bas.  Lagrange,  considérant  qu.-  rinlé^'rale 
/  P5p  envisagée  par  Maujierluis  «'st  n«'c»'ssairrmrnt 
toujours,  d*a|)rës  la  Ihéoiir  analytiqur  générale  du  mou- 
vement, le  complémciil  (!•■  la  sommr  d<'s  forces  vives  du 
système  à  une  certain**  constant»',  m  a  conclu  qui*  colle 
somme  de  forces  vives  est  un  niiiiiuntm  lorsque  l'inté- 
grale précédente  est  un  nm i imum .  «'I  réciproqutumMit. 
D'après  cela,  Ir  théorème  de  Maup<'rtuis  pmt  éln*  rnvi- 
sagé  plus  simplenirnl  «nmme  consistant  «'ii  r»*  qu«'  la  si- 
tuation d  écjuilihn'  d  un  systènn'  qutdcoiique  fsl  cons- 
tamment celle  dans  lafjuellc  la  sounne  des  ftirce»  vivo» 
se  trouve  être  un  tna.rinnnn  on  un  imnnnuin.  Il  osl  <^vi- 
dent  (jue,  dans  le  cas  paiii»  iilirr-  d»*  la  pesanteur  ter- 
restre, cette  loi  (•(•iiiciilr  rxactrnn'iit  avcr  celle  de  lorri- 
celli,  la  force  vive  «Mant  alors  égale,  comme  on  sait,  au 
produit  (In  poids  par  la  hauteur  verticale  du  «'eiilr»'  tic 
gravité,  laquelle  doit  donc  devenir  nécessairenieni  un 
itia.rimiPii  on  ini  nnnimuin ,  s  il  y  a  equililir» 

('ne    autre    propriété  générale   1res   reniar«|ual»le   d«- 
l'équilihie,    qui    |miiI    elle    regardée  comme   le    coinpl»' 
ment  indispeiisahle  du  théorème  de  Torricelli  el  tie  M.iu 
pertuis,  consiste  dans  la  dislinclion  foniiamenlaledos  r«* 
de  stahililr  nu  ^' m.stnhilitr  de   IT-quililMe.  On  «il  que 
l'éijuilihre  peut  être  stahlr  ou  mstMe,  cV»l-H-dirf  ijUe  lo 
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corps,  infiniment  peu  écarté  de  sa  situation  d'équilibre, 
peut  tendre  à  y  revenir,  et  y  retourne,  en  effet,  après  un 
certain  nombre  d'oscillations  bientôt  anéanties  par  la 
résistance  du  milieu,  les  frottements,  etc.,  ou  bien  qu'il 
tend,  au  contraire,  à  s'en  éloigner  de  plus  en  plus,  pour 
ne  s'arrêter  que  dans  une  nouvelle  position  d'équilibre 
stable.  Ce  que  nous  appelons  physiquement  l'état  de 
repos  d'un  corps  n'est  réellement  autre  chose  que  V équi- 
libre stable,  car  le  repos  abstrait,  tel  que  les  géomètres 
le  conçoivent  lorsqu'ils  supposent  un  corps  qui  ne  serait 
sollicité  par  aucune  force,  ne  saurait  évidemment  exister 
dans  la  nature,  oii  il  ne  peut  y  avoir  que  des  équilibres 
plus  ou  moins  durables.  L'équilibre  instable,  au  con- 
traire, constitue  effectivement  ce  que  le  vulgaire  appelle 
proprement  équilibre,  qui  désigne  toujours  un  état  plus 
ou  moins  passager  et  artificiel.  La  propriété  générale 
que  nous  considérons  maintenant,  et  dont  la  démonstra- 
tion complète  est  due  à  Lagrange,  consiste  en  ce  que, 
dans  un  système  quelconque,  l'équilibre  est  stable  ou 
instable,  suivant  que  l'intégrale  envisagée  par  Mauper- 
tuis,  et  qui  a  été  indiquée  ci-dessus,  se  trouve  être  un 
minimum  ou  un  maximum;  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
comme  nous  l'avons  dit,  suivant  que  la  somme  des  forces 
vives  est  un  maximum  ou  un  minimum.  Ce  beau  théo- 
rème de  mécanique,  appliqué  au  cas  le  plus  simple  et  le 
plus  remarquable,  à  celui  de  l'équilibre  des  corps  pesants 
considéré  par  Torricelli,  apprend  alors  que  le  système 
est  dans  un  état  d'équilibre  stable,  quand  le  centre  de 
gravité  est  placé  le  plus  bas  possible,  et  dans  un  état 
d'équilibre  instable  quand,  au  contraire,   le   centre  de 
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gravité  est  placé  lu  plus  liant  possible,  a-  qu'il  .-si  uà.. 
do  vérifier  dircclemenl  p«»ur  les  syslènios  ii-s  niniiisomi- 
pliqués.  Ainsi,  par  exemple,  l'équilibre  d'un  pentluie  i-M 
évidemment  stable,  quand  le  centre  de  gravilé  du  puids 
se  trouve  être  situé  au-dessous  du  puinl  de  sus|»ensiiiii.  el 
instable  quand  il  est  au-dessus.  !).•  nièni»-.  un  ellipsoïde 
de  révolution,  posé  sui-  un  plan  liuri/.)ntal,  est  eu  équi- 
libre stable  quand  il  repose  sur  le  souinirl  de  son  prlil 
axe,  et  en  équilibre  instable  quand  c'est  sur  le  sommet 
de  son  grand  axe.  La  seule  observation  aurait  suffi,  sans 
doute,  pour  distinguer  les  deux  états  dans  des  cas  au>si 
simples.  Mais  la  lliéorir  la  |»lus  jirufnnde  a  éle  néces- 
saire pour  dévoiler  aux  géomètres  (jue  cette  distinction 
fondamentale  était  également  ajqdicable  aux  systèmes 
les  plus  composés,  m  munliant  qu»*  lorsque  rinté^'rab* 
relative  à  la  somme  des  nnuuenls  virtuels  est  un  mini- 
771U77Î,  le  système  ne  peut  faire  auh.ur  de  .sa  situation 
d'équilibre  que  des  oscillations  très  petites  et  dont  l'elen- 
due  est  déterminée,  tandis  que,  si  cette  intégrale  est.  au 
contraire,  un ///<// /////////,  ces  oscillations  peuvent  acquérir 
et  acquièrent,  en  effet,  une  .tendue  fini.»  et  quelconque 
Il  est.  d'ailleurs,  inutile  davertir  que.  j.ar  leur  nature, 
ces  propriétés,  ainsi  (jue  les  précédentes,  ont  lieu  dan> 
les  Huides  tout  aussi  bien  que  dans  les  .solides,  ce  qui  eM 
également  le  caractère  de  toutes  les  propriétés  iiieca- 
niques  générales  à  l'examen  desquelles  nou»  avon-  .1.^- 

tiné  cette  b*con. 

Considérons  luainlenanl    les   ih^^nrèmes  généraux  de 
mécani«jue  relatifs  au  mouvi-nienl 

Dejuiis  (jue  ces  propriétés  ont  cesse  d  être  en>is.i^e.  , 
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comme  autant  de  principes,  et  qu'on  n'y  a  vu  que  de 
simples  résultats  nécessaires  des  théories  dynamiques 
fondamentales,  la  manière  la  plus  directe  et  la  plus  con- 
venable de  les  établir  consiste  à  les  présenter,  ainsi  que 
l'a  fait  Lagrange,  comme  des  conséquences  immédiates 
de  l'équation  générale  de  la  dynamique,  déduite  de  la 
combinaison  du  principe  de  d'Alembert  avec  le  principe 
des  vitesses  virtuelles ,  telle  que  nous  l'avons  exposée  dans 
la  leçon  précédente.  On  doit  mettre  au  nombre  des  avan- 
tages les  plus  sensibles  de  cette  méthode^  comme  La- 
grange  l'a  justement  remarqué  ,  cette  facilité  qu'elle 
offre  pour  la  démonstration  de  ces  grands  théorèmes  de 
dynamique  dans  leur  plus  grande  généralité,  démons- 
tration à  laquelle  on  ne  pouvait  autrement  parvenir  que 
par  des  considérations  indirectes  et  fort  compliquées. 
Néanmoins,  la  nature  de  ce  cours  nous  interdit  d'in- 
diquer spécialement  ici  chacune  de  ces  démonstrations, 
et  nous  devons  nous  borner  à  considérer  seulement  les 
divers  résultats. 

Le  premier  théorème  général  de  dynamique  est  celui 
que  Newton  a  découvert  relativement  au  mouvement  du 
centre  de  gravité  d'un  système  quelconque,  et  qui  est 
habituellement  connu  sous  le  nom  Aq  principe  de  la  con- 
servation du  mouvement  du  centre  de  gravité.  Newton  a 
reconnu  le  premier  et  démontré  par  des  considérations 
extrêmement  simples,  au  commencement  de  son  grand 
traité  des  Principes  niathématiques  de  la  philosophie 
naturelle,  que  l'action  mutuelle  des  corps  d'un  système 
les  uns  sur  les  autres,  soit  par  attraction,  soit  par  im- 
pulsion,  en    un  mot,   d'une    manière   quelconque,    en 
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ayant  convenablenifiil  t-ganl  à  r»''i,-aliir'  (•unstanh*  v{  né- 
cessaire entre  la  réaction  et  l'action,  ne  peut  inillonieiit 
altérer  l'état  du  centre  de  gravité,  en  sorte  que,  s'il  n'v 
a  pas  d'autres  forces  accélératrices  que  ces  actions  réci- 
proques, et  si  les  forces  extérieures  du  syslènn*  se  ré- 
duisent seulement  à  des  fi»rr«s  iiislaiilané»»s,  le  centre 
de  gravité  restera  toiijouis  inunobili»  ou  se  mouvra 
uniformément  en  ligne  droit»*.  D'Alemherl  a,  dej»uis. 
généralisé  cette  propriété  et  prouvé  que,  quelque  alté- 
ration que  puisse  introduire  l'aition  mutuelle  des  corps 
du  système  dans  le  mouvement  «ir  rliacun  deux,  le 
centre  de  gravité  n'en  est  jamais  affecté,  et  que  son  mou- 
vement a  constanmieiit  lieu  coniiue  si  toutes  les  forces 
du  système  y  étaient  direrlement  appliquées  parallMe*- 
ment  à  leur  direction,  quelles  que  soient  N*s  forc<»s  exté- 
rieures de  ce  système,  et  m  supposant  seulement  qu'il 
ne  présente  aucun  point  fixe,  (l'est  rr  qu'il  est  aisé  de 
démontnM-  en  (lévelo[q)ant,  dans  la  formule  ^'énérale  do 
la  dvnami(inr,  les  é(juations  relatives  au  mouvement  de 
translation  (jui.  |kii-  la  propriété  aual\tiqu«'  fondamen- 
tale du  centre  de  ijravité,  se  trouvent  roinrider  avec 
celles  qu'aurait  fournies  le  mouvement  isolé  déco  cenin» 
si  la  masse  totale  du  système  y  eût  été  suppoRtv  con- 
densée, et  qu'on  l'eût  eonrue  animée  de  Ionien  le»  forcen 
extérieures  dnsystenir.  L.-  priruipa!  avantage  de  ce  lM»aii 
théorème  est  de  pouvoir  ainsi,  en  re  qui  roncenie  le 
mouvement  du  centre  de  -ravité,  faire  rentrer  li»  ra» 
d'un  corps  on  d'iiii  système  quelronque  dans  celui  d'une 
molécule  unique.  Comme  \r  niouv.-menl  de  translation 
d'un  système  doit  être  estimé  par  le  mouvenieni  do  mmi 
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centre  de  gravité,  on  parvient  donc  de  cette  manière  à 
réduire  la  seconde  partie  de  la  dynamique  à  la  première 
pour  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  mouvements  de  trans- 
lation, d'oii  résulte,  ainsi  qu'il  est  aisé  de  le  sentir,  une 
importante  simplification  dans  la  solution  de  tout  pro- 
blème dynamique  particulier,  puisqu'on  peut  alors  né- 
gliger, dans  cette  partie  de  la  recherche,  les  effets  de 
l'action  mutuelle  de  tous  les  corps  proposés,  dont  la  dé- 
termination constitue  ordinairement  la  principale  diffi- 
culté de  chaque  question. 

On  ne  se  fait  pas  communément  une  assez  juste  idée 
de  l'entière  généralité  théorique  des  grands  résultats  de 
la  mécanique  rationnelle,  qui  sont  nécessairement  appli- 
cables, par  eux-mêmes,  à  tous  les  ordres  de  phénomè- 
nes naturels,  puisque  nous  avons  reconnu  que  les  lois 
fondamentales  sur  lesquelles  repose  tout  l'édifice  systé- 
matique de  la  science  ne  souffrent  d'exception  dans  au- 
cune classe  quelconque  de  phénomènes,  et  constituent 
les  faits  les  plus  généraux  de  l'univers  réel,  quoiqu'on 
paraisse  ordinairement,  dans  ce  genre  de  conceptions, 
avoir  seulement  en  vue  le  monde  inorganique.  Aussi 
est-il  à  propos,  ce  me  semble,  de  faire  remarquer  for- 
mellement ici,  au  sujet  de  cette  première  propriété  g"éné- 
rale  du  mouvement,  que  le  théorème  a  également  lieu 
dans  les  corps  vivants  comme  dans  les  corps  inanimés. 
Quelle  que  puisse  être,  en  effet,  la  nature  des  phéno- 
mènes qui  caractérisent  les  corps  vivants,  ils  ne  sauraient 
consister  tout  au  plus  qu'en  certaines  actions  particu- 
lières des  molécules  les  unes  sur  les  autres,  qui  ne  s'ob- 
serveraient point  dans  les  corps  bruts,  sans  qu'on  doive 
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douter  d'ailleurs  que  la  réaction  y  soit  toujours,  aussi 
bien  qu'en  tout  autre  cas,  égale  au  contraire  à  rarlioii. 
Ainsi,  par  la  nature  même  du  tliéorème  que  nous  ve- 
nons de  considérer,  il  d(.ii  nécessaireni«'nt  s.,  vérifier 
aussi  bien  pour  les  corps  vivants  que  pour  les  corps 
bruts,  puisque  le  mouvement  du  centre  »lr  i^ravilé  esl 
indépendant  de  ces  actions  intérimn's  niuturlb's.  il  en 
résulte,  par  exemple,  qu'un  corps  vivant,  quri  que  soil 
le  jeu  interne  de  ses  organes,  m-  saurait  d«'  lui-m^me 
déplacer  son  rentre  de  gravit»-,  (pioiquil  jniisse  faire 
exécuter  à  quelques-uFis  de  ses  points  certains  mouve- 
ments partiels  autour  de  ce  centre.  Nr  vérifif-t-on  pas 
clairement,  en  effet,  (juc  la  locomotion  totale  d'un  corps 
vivant  serait  entièrement  impossibb»  sans  le  secours  ex- 
térieur ([uv  lui  fournit  la  résistance  et  le  frotti'UU'Ul  ilu 
sol  sur  lequel  il  se  inrui,  «ui  du  lluidr  qui  l(>  conlient  ? 
On  peut  faire  des  leniarques  exactement  analogues,  re- 
lativement à  toutes  les  autres  jiropriétés  ilviianiiques 
générales  qui  nous  restent  à  considérer,  et  pour  cliacuiie 
desquelles  je  ni»'  dispenserai,  par  conséquent,  d'iiiili- 
quer  spécialement  son  applirabilite  nécessaire  aux  corps 
vivants  aussi  bien  qu  aux  corps  inertes. 

Le  second  tliéorème  général  de  »l\naniique  coiisiMe 
dans  le  célèbie  et  important  principf  ilesairrs,  dont  la 
preiuiiM'e  id(''e  est  due  ;i  l\<'jder,  <]ui  découvrit  el  démun- 
ira fort  ^ilu|•lement  cette  propriété  p«>ur  le  cas  du  mou- 
vement d'une  ninl»'(  ule  uiiique,  «»u,  en  d'autres  temie«, 
d'un  eor|)s  dont  tous  les  pidnts  se  meuvent  identique- 
ment. Kéjdei-  l'Iablit,  par  les  considérations  les  plus  élé- 
mentaires,  (jue,  si  la  force  accélératrice  l"id*>doiit  une 
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molécule  est  animée  tend  constamment  vers  un  point 
fixe,  le  rayon  vecteur  du  mobile  décrit  autour  de  ce 
pointxles  aires  égales  en  temps  égaux,  de  telle  sorte  que 
l'aire  décrite  au  bout  d'un  temps  quelconque  croît  pro- 
portionnellement à  ce  temps.  Il  fit  voir  en  outre  que, 
réciproquement,  si  une  semblable  relation  a  été  véri- 
fiée dans  le  mouvement  d'un  corps  par  rapport  à  un  cer- 
tain point,  c'est  une  preuve  suffisante  de  l'action  sur  ce 
corps  d'une  force  dirigée  sans  cesse  vers  ce  point.  Cette 
belle  propriété  se  déduit  d'ailleurs  très  aisément  des 
équations  g"énérales  du  mouvement  curviligne  d'une  mo- 
lécule, exposées  dans  la  leçon  précédente,  en  plaçant 
l'origine  des  coordonnées  au  centre  des  forces,  et  con- 
sidérant l'expression  de  l'aire  décrite  sur  l'un  quelconque 
des  plans  coordonnés  par  la  projection  correspondante 
du  rayon  vecteur  du  mobile.  Cette  découverte  de  Kepler 
est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  eu  lieu  avant  que 
la  dynamique  eût  été  réellement  créée  par  Galilée.  Nous 
aurons  occasion  de  remarquer,  dans  la  partie  astrono- 
mique de  ce  cours,  que  Kepler  ayant  reconnu  que  les 
rayons  vecteurs  des  planètes  décrivent  autour  du  soleil 
des  aires  proportionnelles  aux  temps,  ce  qui  constitue  la 
première  de  ses  trois  grandes  lois  astronomiques,  en 
conclut  ainsi  que  les  planètes  sont  continuellement  ani- 
mées d'une  tendance  vers  le  soleil,  dont  il  était  réservé 
à  Newton  de  découvrir  la  loi. 

Mais,  quelle  que  soit  l'importance  de  ce  premier  théo- 
rème des  aires,  qui  est  ainsi  une  des  bases  essentielles 
de  la  mécanique  céleste,  on  ne  doit  plus  y  voir  aujour- 
d'hui que  le  cas  particulier  le  plus  simple  du  grand  théo- 
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rème  général  (li's  aires, découv(Mlpn's.|ii,.siiiniIlaii.'in.«iil 
et  sous  des  formes  diffén-nlrvs  par  dWrcv,  par  Daiii»»! 
Bernouilli  et  par  Kiiler,  v.ms  !.•  inilini  du  sied»*  dernier. 
La  découverte  de  Kepler  n'était  ndalivi*  «pi  an  mouve- 
ment d'un  point  :  erllr  de  d  Arcy  se  rapp.irl»-  au  uniuve- 
nient  de  tout  syslénu'  (pnd('nni|in«  d»?  lorps  a^nssaul  le«. 
mis  sur  les  autres  d'uFie  maiiiérr  «pndeniKjiu'.  ro  qui 
constitue  un  ras,  nnii-scuh'iutMit  plus  cnmpliipié.  mais 
même  essentiellement  ditïér«'iit.  à  rau<e  de  n's  actions 
mutuelles.  Le  théorique  consista  alnis  m  «•••  n\u\  par 
suite  de  ces  inlluenrrs  recijudfjiu's,  l'air»'  (pu*  décrira 
séparément  Ir  rayon  vrclnir  d»»  clia«pi«'  luidecule  du 
système  à  clia<|u«'  instant  autour  d'un  point  i|uelconquo 
pourra  bien  être  altérée,  inai<  (jiir  la  somuH-  alL'éhriipi»* 
d«'s  aii'<'s  ainsi  d(M'rif«'s  pai'  Irs  projcctinn-'  sin*  un  |tlan 
<|nt'lcon(ju«'  des  ra\ons  Nccîciirs  Ar  huître  les  luolrcules, 
en  donnant  à  rliarnnr  d«;  ces  aires  h»  signe  conveiialde 
d'après  la  règle  ordinaiie,  iH'soiiJïiiiaaunm  rliani:('m<*iit. 
en  Sorte  (jue,  s  il  n'\  a  pas  d'anirrs  forc«*s  accélératrices 
dans  le  système  (pu*  cr^  aciinns  mutiirllrs,  celle  soiiiiiie 
des  aires  dc'criti's  demenrcra  iriNarialile  «ii  un  !«'Iii|»h 
(Iiimik''.  et  (l'oiha  p.ir  (-ons(''(pient  |iro|)ortionn<dlrin<'iil 
au  {«'injis.  (jnand  le  svshMUr  m-  présente  aucun  point 
fixe,  celle  pr(»pri«''le  remar«pialde  a  lieu  relativement  à 
un  poini  (piel((»n(|ue  dercspaee;  tandis  ipi'idle  se  vérifie 
1  seuleineiil  en  prenant  l<'  puinl  fixe  pour  centre  des  aire», 
*  si  le  svstf'Uie  en  offre  ini.  Knfin.  lorsque  les  c<»rf»s  «lu 
sNsteine  sont  animes  de  forces  accélératrices  exlérieiin'*», 
-i  res  forces  tendent  rf.nolainnieni  vt'rs  un  nn^nn*  point, 
le  thénii'ine  (|e<  aires  siil»-i^l»'  eueore.  mais  uniqurnienl 
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à  l'égard  de  ce  point.  Cette  dernière  partie  de  la  propo- 
sition générale  fournit  évidemment,  comme  cas  particu- 
lier, le  théorème  de  Kepler,  en  supposant  que  le  système 
se  réduise  à  une  seule  molécule. 

Dans  l'application  de  ce  théorème,  on  remplace  ordi- 
nairement la  somme  des  aires  correspondantes  à  toutes 
les  molécules  du  système  par  la  somme  équivalente  des 
produits  de  la  masse  de  chaque  corps  par  l'aire  qui  s'y 
rapporte,  ce  qui  dispense  de  partager  le  système  en  mo- 
lécules de  même  masse. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  le  théorème  général 
des  aires  a  été  découvert  par  d'Arcy;  c'est  celle  qu'on 
emploie  habituellement.  Gomme  l'aire  décrite  par  le 
rayon  vecteur  de  chaque  corps  dans  un  instant  infiniment 
petit  est  évidemment  proportionnelle  au  produit  de  la 
vitesse  de  ce  corps  par  sa  distance  au  point  fixe  que  l'on 
considère,  on  peut  substituer  à  la  somme  des  aires  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  ce  point  de  toutes 
les  forces  du  système  projetées  sur  un  même  plan  quel- 
conque. Sous  ce  point  de  vue,  le  théorème  des  aires  pré- 
sente, suivant  la  remarque  de  Laplace,  une  propriété 
générale  du  mouvement  analogue  à  une  de  celles  de 
l'équilibre,  puisqu'il  consiste  alors  en  ce  que  cette  somme 
des  moments,  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre,  est  cons- 
tante dans  le  cas  du  mouvement.  C'est  ainsi  que  ce 
théorème  a  été  trouvé  par  Euler  et  par  Daniel  Ber- 
nouilli. 

Quelle  que  soit  l'interprétation  concrète  qu'on  juge 
convenable  de  lui  donner,  il  est  une  simple  conséquence 
analytique  directe  de  la  formule  générale  de  la  dyna- 
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mique.  11  suffit,  puur  IV-ii  déduin.',  de  développer  celle 
formule  en  formant  les  équations  qui  se  rapporlonl  au 
mouvement  de  rotation,  et  dans  loscjucdles  on  apercevra 
immédiatement  l'expression  aiialvti(jue  du  théorème  des 
aires  ou  des  moments,  en  ayant  éi:ard  aux  conditions 
ci-dessus  indiquées.  Sous  le  rapport  analvliciue,  on  peut 
dire  que  l'utilité  de  ce  théorème  consiste  essentiellement 
à  fournir,  dans  tous  les  cas,  trois  inté^^M'ales  premières  des 
équations  générales  du  mouvement  ;  qui  sont  par  elles- 
mêmes  du  second  ordre,  ce  qui  tend  à  faciliter  singuliè- 
rement la  solution  définitive  de  chaque  prohième  dyna- 
mique particulier. 

Le  théorème  des  aires  suffit,  pnm  détennincr,  dans 
le  mouvement  général  d'un  système  quelconqu»'.  ImuI  ce 
(jui  se  rapporte  aux  mouvements  d.-  nitation.  comme  le 
théorème  du  centre  de  irravité  détermine  tout  ce  qui  esl 
relatif  aux  mouvements  dr  translation.  Ainsi,  par  la 
seule  combinaison  de  ces  deux  propriétés  générales,  on 
pourrait  procéder  à  l'étude  comphtr  du  mouvement  d'un 
svstëme  quelconque  de  corps,  soit  cjuant  à  la  translnimu. 
soit  quant  à  la  rotation. 

Je  ne  dois  [)as  négliger  de  signaler  .sommairemeni  ici. 
au  sujet  du  théorJ'me  des  aires,  la  <larté  inespérée  el  la 
simplicité  admirable  (jue  M.  Pninsol  y  a  iniroduile»  on 
y  a[»pliquant  sa  c(Micepli(.n  fondamentale  relative  aux 
ninuvements  de  rnlati..n.  .pi.-  imus  avons  considérée 
[  sous  le  point  dr  \ne  statique  dans  la  seizième  leçon.  Kn 
substituant  aux  aires  ou  aux  moments  considères  jus- 
qu'alors  par  les  géomi-tres  les  couples  qu'engendrenl 
les  forces  proposées,  .M.  Poifisol  a  fait  éprouver  à  celle 
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théorie  un  perfectionnement  philosophique  très  impor- 
tant, qui  ne  me  paraît  pas  encore  avoir  été  suffisamment 
senti.  Il  a  donné  ainsi  une  valeur  concrète,  un  sens  dy- 
namique propre  et  direct,  à  ce  qui  n'était  auparavant 
qu'un  simple  énoncé  géométrique  d'une  partie  des  équa- 
tions fondamentales  du  mouvement,  Une  aussi  heureuse 
transformation  générale  est  destinée,  sans  doute,  à  ac- 
croître nécessairement  les  ressources  de  l'esprit  humain 
pour  l'élaboration  des  idées  dynamiques,  en  tout  ce  qui 
concerne  la  théorie  des  mouvements  de  rotation.  On 
peut  voir  dans  le  beau  mémoire  de  M.  Poinsot  sur  les . 
propriétés  des  moments  et  des  aires,  qui  se  trouve  an- 
nexé à  sa  Statique^  avec  quelle  facilité  il  est  parvenu, 
d'après  cette  lumineuse  conception,  non  seulement  à 
rendre  élémentaire  une  théorie  jusqu'alors  fondée  sur  la 
plus  haute  analyse,  mais  à  découvrir  à  cet  égard  de  nou- 
velles propriétés  générales  très  remarquables,  que  nous 
ne  devons  point  considérer  ici,  et  qu'il  eût  été  difficile 
d'obtenir  par  les  méthodes  antérieures. 

Le  théorème  des  aires  a  été,  pour  l'illustre  Laplace, 
l'origine  de  la  découverte  d'une  autre  propriété  dyna- 
mique très  remarquable,  celle  de  ce  qu'il  a  nommé  le 
plan  invariable^  dont  la  considération  est  surtout  si  im- 
portante dans  la  mécanique  céleste.  La  somme  des  aires 
projetées  par  tous  les  corps  du  système  sur  un  plan 
quelconque  étant  constante  en  un  temps  donné,  Laplace 
a  cherche  la  direction  du  plan  à  l'égard  duquel  cette 
somme  se  trouvait  être  la  plus  grande  possible.  Or, 
d'après  la  manière  dont  ce  plan  de  la  plus  grande  aire 
ou  du  plus  grand  moment  est  déterminé,  Laplace  a  dé- 
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moiili'é  (juc  sa  dirrclioii  l-.sI  n«'*c«'ss,'iin'nnMil  iiult^pon- 
dantc  fie  la  réaction  nuiluolle  des  clifiï-nMilrs  parlios  du 
système,  en  sorte  que,  par  sa  iiatur.*,  c<?  plan  doit  roshT 
continuellement  invariable,  rpiollos  (jin»  puissent  jamais 
être  les  altérations  inli<Mliiii,..s  dans  la  situation  de  c«s 
corps  par  leurs  influences  réciproques,  pourvu  qu'il  ne 
iurvienne  aucune  nouvelle  force  extérieure.  On  conçoit 
aisément  de  quelle  importance  doit  éln*,  rninine  nous 
l'expliquerons  spécialement  dans  la  s»'c.»nd«'  parti»»  di' co 
cours,  la  détermination  dnii  t«'l  plan  r»daliv«Mn»*nl  à 
notie  système  solaire,  puisque,  m  y  rapportant  tous  nos 
mouvements  célestes,  il  nnns  [»rocun'  l'inappréciald»- 
avantage  d'avoii*  nn  h-inn'  de  comparaison  néces.sairc- 
ment  fixe,  à  travers  Inns  les  d«*iani:ements  (jue  l'artion 
mutuelle  de  nos  planètes  pourra  faire  subir  dans  la  suite 
des  temps  à  leurs  distaîices,  à  leurs  révoluti<insel  même 
aux  plans  de  leurs  orbites,  ce  (|ui  est  une  premièn*  con- 
dition évidemmeni  indispensable  pour  que  nous  puis- 
sions exactenieni  cniinailtr  m  qnni  cnnsistiMil  ces  al- 
térations. Mallieureuseinenl  n.uis  aurons  occasion  i\o 
remarquei"  qiu'  l'incerlilnde  nn  nous  sonnues  jusqu'ici 
relativement  à  la  valenr  exacte  de  plusieurs  données  os- 
senlir||.-->  ne  iinns  permet  pas  encore  de  <iéterniiiierii%'oc 
toute  la  précision  suffisante  la  situatiiui  de  ce  plan.  Mai* 
celle  difficnllé  dapplieation  n'aff.'cle  en  aucune  nuiui^rc 
le  caractère  d.' ce  lu-an  ibénreiue.  considéré  sous  le  poinl 
de  vue  de  la  opcanique  rationnelle,  le  seul  que  nousd.- 

vions  ad(q>ter  ici. 

Latbénriedu  plan  invariable  a  été  notablement  pcriet- 
lionnée  dans  ces  derniers  temps  par  .M.  Toinsol,  qui  «  Hù 
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naturellement  y  transporter  sa  conception  propre  rela- 
tivement à  la  théorie  générale  des  aires  ou  des  moments. 
11  a  d'abord  considérablement  simplifié  la  notion  fonda- 
mentale de  ce  plan,  de  façon  à  la  rendre  aussi  élémen- 
taire qu'il  est  possible,  en  montrant  qu'un  tel  plan  n'est 
réellement  autre  chose  que  le  plan  du  couple  général 
résultant  de  tous  les  couples  engendrés  parles  différentes 
forces  du  système,  ce  qui  le  définit  immédiatement  par 
une  propriété  dynamique  très  sensible,  au  lieu  delà  seule 
propriété  géométrique  du  maximum  des  aires.  Quand 
une  conception  quelconque  a  été  vraiment  simplifiée 
dans  sa  nature,  l'élaboration  en  étant  par  cela  même  fa- 
cilitée, elle  ne  saurait  manquer  de  prendre  plus  d'exten- 
sion et  de  conduire  à  des  résultats  nouveaux  :  telle  est, 
en  effet,  la  marche  ordinaire  de  l'esprit  humain  dans  les 
sciences,  que  les  théories  les  plus  fécondes  en  décou- 
vertes n'ont  été  le  plus  souvent,  à  leur  origine,  qu'un 
moyen  de  rendre  plus  simple  la  solution  de  questions 
déjà  traitées.  Le  travail  que  nous  considérons  ici  en  a 
offert  une  nouvelle  preuve.  Car  la  théorie  de  M.  Poinsot 
a  permis  d'introduire  un  plus  haut  degré  de  précision 
dans  la  détermination  du  plan  invariable  propre  à  notre 
système  solaire,  en  signalant  et  rectifiant  une  impor- 
tante lacune  que  Laplace  y  avait  laissée.  Ce  grand  géo- 
mètre, en  calculant  la  situation  du  plan  du  maximum 
des  aires,  avait  cru  ne  devoir  prendre  en  considération 
que  les  aires  principales,  produites  par  la  circulation  des 
planètes  autour  du  soleil,  sans  tenir  aucun  compte  de 
celles  dues  aux  mouvements  des  satellites  autour  des 
planètes,  ou  à  la  rotation  de  tous  ces  astres  et  du  soleil 
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lui-même.  M.  Poiiisot  viml  «le  jirouver  ïa  iiéc^ssilé 
d'avoir  égard  à  ces  divers  éléments,  sans  quoi  lo  [dan 
ainsi  déterminé  ne  pourrait  point  c^lre  regardé  conun»- 
rigoureusement  invariable;  »*t  m  rhenliaiil  la  diriTlion 
du  véritable  plan  invariabb*  aussi  rxactfinrnl  que  le 
comporte  l'imperfection  actuelle  do  la  plupart  d<»8 
données,  il  a  fait  voir  que  ce  plan  diffi-re  sonsiblomenl  de 
celui  trouvé  par  Laplace,  co  (jn'ij  osl  facile  de  concevoir 
par  la  seule  considération  do  l'aire  iininenso  que  doit 
introduire  dans  le  calcul  la  masse  énormo  du  soloil, 
quoique  sa  rotation  suit  très  lente. 

Pour  complelrr  1  indication  des  propriétés  dynamiques 
les  plus  importantes  relatives  au  niouvemonl  di*  rotation, 
il  convient  mainlonanl  <!•'  siirnalor  ici  los  boaux  théo- 
rèmes décon\«'ils  p.ii-  lùili'i'  sur  co  qu'il  a  imniiné  le» 
mOinPllts  <riiirrlir  «1  1rs  (lies  jniiu  ijkui  r,  qu'nn  doil 
mcllro  an  iKiinhir  (l«s  icsullats  ^'énéraux  b's  plus  im- 
portants (le  la  nn'(ani(jnr  lationnrllr.  Kulor  a  donné  le 
nom  de  momml  <rmrrl'ii'  d'nn  rnrps  à  l'inlé^Tale  qui 
exprime  la  sonunc  dos  priuluits  Ak^  la  luasso  de  rliaquo 
molécule  par  lo  carré  do  sa  dislanoo  à  l'axo  autour  du- 
(jnol  le  corps  lonnio.  irilégralo  dont  la  considération  doil 
évidemmont  élio  lii-s  .'ssonliollo.  puisqu'olle  peut  Mre 
natundlomonl  ro«;ardéo  «  ninrno  la  mesure  exacle  de 
l'énergie  de  rolalinn  Aw  corps.  (Juand  la  manse  propo^^e 
osl  liomogono,  çv  momoni  l'iiL-rlio  so  délormino  romnif 
les  autres  intogralos  analoguos  relalivi'S  à  la  fornn»  cl  un 
corps;  lorsquo.  au  contraire,  colle  masse  e»l  hélérn^ëne. 
il  fani  dr  pins  connaît n-  la  loi  do  la  densil»^  dan»  1*-*^ 
diverses  coudioscpii  la  romposenl.  el,  àcein  |»r^»,  l'mh^ 
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gTation  n'est  alors  seulement  que  plus  compliquée.  Cette 
notion  étant  établie,  Euler,  comparant,  en  général,  les 
moments  d'inertie  d'un  même  corps  quelconque  par 
rapport  a  tous  les  axes  de  rotation  imaginables  passant 
en  un  point  donné,  détermina  les  axes  relativement  aux- 
quels le  moment  d'inertie  doit  être  un  maximum  ou  un 
minimum.,  en  considérant  surtout  ceux  qui  se  coupent 
au  centre  de  gravité,  et  qui  se  distinguent  en  ce  qu'ils 
produisent  nécessairement  des  moments  moindres  que 
si,  avec  la  même  direction,  ils  étaient  placés  partout 
ailleurs.  Il  découvrit  ainsi  qu'il  existe  constamment^  en 
un  point  quelconque  d'un  corps,  et  particulièrement  au 
centre  de  gravité,  trois  axes  rectangulaires,  tels  que  le 
moment  d'inertie  du  corps  est  un  maximum,  à  l'égard  de 
l'un  d'entre  eux,  et  un  minimum  à  l'égard  d'un  autre. 
Ces  axes  sont  d'ailleurs  caractérisés  par  une  autre  pro- 
priété commune  qui  leur  sert  habituellement  aujourd'hui 
de  définition  analytique,  et  qui  constitue,  en  effet,  pour 
l'analyse,  le  principal  avantage  que  l'on  trouve  à 
rapporter  le  mouvement  du  corps  à  ces  trois  axes.  Cette 
propriété  consiste  en  ce  que,  lorsque  ces  trois  axes 
sont  pris  pour  ceux  des  coordonnées  x,  y,  z,  les  inté- 
grales f  xzdm^  f  xydm,  f  yzdm  [m  exprimant  la  masse 
du  corps),  sont  nulles  relativement  au  corps  tout  entier, 
ce  qui  simplifie  notablement  les  équations  générales  du 
mouvement  de  rotation.  Mais  le  principal  théorème 
dynamique  découvert  par  Euler  à  l'égard  de  ces  axes,  et 
d'après  lequel  il  les  a  justement  appelés  axes  principaux 
de  rotation^  consiste  dans  la  stabilité  des  rotations  qui 
leur  correspondent  ;    c'est-à-dire    que,    si    le    corps   a 


MATHÉMATIQUE  5§7 

commencé  à  hnirm'i-  aulnur  d'un  i|,>  r,.s  ax*>s,  c«*llo  ro- 
tation |H'r.sistoni  iinli'lniiinnii  «li*  la  in»*'m«*  manièn*,  co 
qui  n'aurait  [)a.s  lieu  pour  luul  auln»  axe  <|iiflc4iiii|uc.  la 
rotation  instantanée  s'exécutani  fu  général  autour  d'un 
axe  continuellement  variaMc  (a;  svstèm(>  «los  axes  prin- 
cipaux est  généralein«Mil    unique  dans  rhaqm*  corps  : 
cependant,    si    tous     1rs     nionitnts     d'inorli»-    élai»Mil 
constamment  é^aux  rutn'  mx,  la  direction  d«*  ces  axe» 
deviendrait   totalement    iriiltlrnuiné»»,  pourvu  (|u*on  le» 
choisît  toujours   prrprndiculairi's  «Mitr»'  rux.  cj»  qui  a 
lieu.  j»a!"  exemple,  dans  un»'  sphi-ii'  linmo^ént*.  où  Ton 
|)eut  regard»'!-  coinme  des  axes  permaniMits  i\r  rotation 
tous  les  systèmes  d'axes  rcclaiiirulaires  passant  par  le 
centic.  Il  V  auiait  mcoir  un  rrrlain  dt'ijre  d*iinléli»rmi- 
nation  si  Ir  <-iii-|is  était    un   solide  d«'  révolution,  l'axe 
géométrique  «'l.nil  alors  ini  tl»*s  axes  dvnaniii|ues  prin- 
cipaux ;  mais  les  dnw  autres  pouvant  e\ id 'unuciil  (^Irc 
pris  à  volonté  «laiis  un  jilan  jierpendiculaire  au  pnMuier. 
La  détermination  désaxes  principaux  présente  souvent 
de  i:randes  difficultéN  t>n  ««uisidérant  de»  corps  d«*  figure 
el  de  (MMislilnlion  (juelronqm's;  mais  elle  s'effiTlue  avoT 
une  extrême  facilita'  dans  les  cas  peu  compliques,  que  la 
mécanique  eélesle  nous  pn'sente  lieun>useni«Mit  comme 
les  plus  cfummms.  I*ai-  exemph».  dans  un  ellipsonle  ho- 

mr»p^iMie.  (Ml  rn<- seulement  composé  de  coucin**  M»m- 

hlahles  et   conrentrique^    d'inégale  densité,  mai»  dool 

cliacune  est   homo^-éne.  les  tnds  dinmèlre»  cnnjf 

rectangulaires  sont  eux-mêmes  \vs  axes  ftvnann>|ii<^ 
principaux  :  le  moin«iit  d'inertie  du  corps  est  un  #miJ-«- 
;///////  ivlali\ement  au  plus  petil  de  ces  dininélrw,  H  un 
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minimum  à  l'égard  du  plus  grand.  Quand  les  axes  prin- 
cipaux d'un  corps  ou  d'un  système  sont  déterminés  ainsi 
que  les  moments  d'inertie  correspondants,  si  le  système 
ne  tourne  pas  autour  de  l'un  de  ces  axes,  Euler  a  établi 
des  formules  générales  très  simples,  qui  font  connaître 
constamment  les  angles  que  doit  faire  avec  eux  la  droite 
autour  de  laquelle  s'exécute  spontanément  la  rotation 
instantanée,  et  la  valeur  du  moment  d'inertie  qui  s'y 
rapporte,  ce  qui  suffit  pour  l'analyse  complète  du  mou- 
vement de  rotation. 

Tels  sont  les  théorèmes  généraux  de  dynamique  qui 
se  rapportent  directement  à  l'entière  détermination  du 
mouvement  d'un  corps  ou  d'un  système  quelconque, 
soit  quant  à  la  translation,  soit  quant  à  la  rotation.  Mais 
outre  ces  propriétés  fondamentales,  les  géomètres  en 
ont  encore  découvert  plusieurs  autres  très  générales, 
qui,  sans  être  aussi  strictement  indispensables,  méritent 
singulièrement  d'être  signalées  dans  un  examen  philoso- 
phique de  la  mécanique  rationnelle,  à  cause  de  leur 
extrême  importance  pour  la  simplification  des  recherches 
spéciales. 

La  première  et  la  plus  remarquable  d'entre  elles,  celle 
qui  présente  les  plus  précieux  avantages  pour  les  appli- 
cations, consiste  dans  le  célèbre  théorème  de  la  conser- 
vation des  forces  vives.  La  découverte  primitive  en  est 
due  à  Iluyghens,  qui  fonda  sur  cette  considération  sa 
solution  du  problème  du  centre  d'oscillation.  La  notion 
en  fut  ensuite  généralisée  par  Jean  Bernouilli,  car 
Huyghens  ne  l'avait  établie  que  relativement  au  mouve- 
ment des  corps  pesants.  Mais  Jean  Bernouilli,  accordant 
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une  importance  exagérée  et  vicieuse  à  la  fameuse  dis- 
linclion  introduite  par  Leihnilz  rnlrr  les  forces  mortes 
et  les  forces  vives,  tenta  vaineniml  d'ériger  ce  théorème 
en  une  loi  primitive  de  la  nature,  tandis  <|u'il  ne  saurait 
être  qu'une  conséquence  plus  ou  moins  générale  des 
théories  dynami(jues  fondann-ntales.  L«'s  travaux  It'S 
plus  importants  dont  cetto  pr(q)riété  du  mouvement  ait 
été  le  sujet  sont  certainement  ceux  de  l'illustre  Daniel 
Bernouilli,  qui  donna  au  théorème  des  force»  vives  sa 
plus  grande  extension,  ainsi  que  la  ftunie  syslémalique 
sous  laquelle  mjus  le  concevons  aujourd'hui,  t»l  qui  eu 
fit  surtout  un  si  heureux  usage  pour  l'élude  ihi  okhivi-- 
ment  des  fluides. 

On  sait  (jue,  depuis  Leihnilz.  les  géomètres  a|)p«dlent 
force  vive  d'un  corps  \v  pi  nduil  de  sa  masse  par  le  carré 
de  sa  vitesse,  en  faisant  d'ailhnis  complèlemenl  abs- 
traction des  considérations  Inq»  vagues  qui  avaient 
conduit  Leihnitz  à  fornin-  une  telle  expression.  Lt» 
théorème  général  «pie  imus  envisageons  ici  consiste  en 
ce  que  quelques  alléralious  «jui  puissent  survenir  dans 
le  mouvement  de  chacun  (hs  corps  d'un  système  quel- 
conciue  en  veitu  de  hnr  action  réciproque,  la  sommi* 
des  forces  vives  de  tous  ces  corps  reste  conslanun.-nl  la 
même  en  un  temps  dnuné.  C'est  ce  quVui  démontre 
aujourd'hui  avec  la  plus  grande  farililé  d'après  li»s 
équations  loinlament.iles  du  mouvemonl  d'unsx^lème 
quelron«iue,  «t  surtout  comme  l'a  fait  Lit'r.ini:.'.  en 
partant  de  la  fmniule  générale  de  la  dynamique  . 
dans  la  Icon  précédente.  Sous  le  point  de  vue  analytique. 
IVxtrènie   utilité  d h.Mu  théorème  consiste  cf*i-n- 
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tiellement  en  ce  qu'il  fournit  toujours  d'avance  une 
première  équation  finie  entre  les  masses  et  les  vitesses 
des  différents  corps  du  système.  Cette  relation,  qui  peut 
être  envisaeée  comme  une  des  intéo:rales  définitives  des 
équations  différentielles  du  mouvement,  suffit  à  l'entière 
solution  du  problème,  toutes  les  fois  qu'il  est  réduc- 
tible à  la  détermination  du  mouvement  d'un  seul  des 
corps  que  l'on  considère,  détermination  qui  s'effectue 
alors  avec  une  grande  facilité. 

Mais  pour  se  faire  une  juste  idée  de  cette  importante 
propriété,  il  est  indispensable  de  remarquer  qu'elle  est 
assujettie  à  une  limitation  considérable,  qui  ne  permet 
point,  sous  le  rapport  de  la  généralité,  de  la  placer  sur  la 
même  ligne  que  les  théorèmes  précédemment  examinés. 
Cette  limitation,  découverte  à  la  fin  du  dernier  siècle 
par  Carnot,  consiste  en  ce  que  la  somme  des  forces  vives 
subit  constamment  une  diminution  dans  le  choc  des 
corps  qui  ne  sont  pas  parfaitement  élastiques,  et  géné- 
ralement toutes  les  fois  que  le  système  éprouve  un  chan- 
gement brusque  quelconque.  Carnot  a  démontré  qu'alors 
il  V  a  une  perte  de  forces  vives  égale  à  la  somme  des 
forces  vives  dues  aux  vitesses  perdues  par  ce  change- 
ment. Ainsi  le  théorème  de  la  conservation  des  forces 
vives  n'a  lieu  qu'autant  que  le  mouvement  du  système 
varie  seulement  par  degrés  insensibles,  ou  qu'il  ne  sur- 
vient de  choc  qu'entre  des  corps  doués  d  une  élasticité 
parfaite.  Cette  importante  considération  complète  la  no- 
tion générale  qu'on  doit  se  former  d'une  propriété  aussi 
remarquable. 

De  tous  les  grands  théorèmes  de  mécanique  ration- 
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nelle,  c<'liii  (|ih'  ik.iis  venons  ilrnvisapiT  osl  sans  con- 
tredit le  plus  inî|)( niant  ponr  les  applications  à  la  m/'ca- 
niqne  induslilelle  ;  c'est-ji-»lire  m  r.-  «pil  nMircrtie  la 
théorie  du  mouvement  des  inarhines,  en  tant  qu'elle  p»l 
susceptible  d'ètie  élahli»*  d'iiiir  inaniiM-e  exarle  el  pn'*- 
cise.  Le  théorème  des  forces  vives  a  rominenré  à  fournir 
jusqu'ici,  sous  ce  judnl  dr  vue,  des  indications  ^'énérale» 
très  précieuses,  qui  oui  élé  surloul  présentées  aver  uiit» 
netteté  et  une  concision  jiarfaites,  dan>  1«*  travail  il«» 
Carnot,  auqurl  on  n  a  ajouté  dejniis  rirn  do  vraiment 
essentiel.  Ce  théorénn'  présente  directement,  en  eff«'l. 
la  considération  d\iianiiqui'  d  iiiir  machine  quelconque 
sous  son  vt'iilahle  aspect,  en  ninnli  .ml  (|ue.  dans  toute 
Iraiisniission  ri  inodilicatinii  du  iiiMii\cinenl  effectuée 
par  une  niacliine,  il  v  a  siiii|i|rnniil  éclian^'e  de  force 
vive  enlic  la  masse  du  moteur  et  relU'  du  corps  à  mou- 
voir. Cet  échange  serait  complet,  c'esl-à-dire  loule  la 
fnice  vive  du  motciir  serait  utilisée  en  évitant  les  rlian- 
gemeiits  i)rn>qnes,  si  \rs  li  .•llenn'uts.  la  résistance  des 
milieux,  etc.,  n'en  ahsorljainii  niTi'ssaimnrnt  une  por- 
tion plus  (Ml  moins  consid«''ral)le  suivant  qnr  la  machine 
est  plus  on  moins  comj)liquée.  ('.elii-  notimi  nn'l  dan** 
tout  son  joui-  raltsurdit.'  dr  <  <•  qnnu  a  appelé  le  mou- 
vement perpétuel,  rn  indiquant  ménn-  d'une  manièrv 
générale  à  (iii.l  instant  la  ma»  hine  ahandonnée  à  M 
seule  impulsion  |.riniitiv.' doit  s'arrêter  sponlanénienl  : 
mais  celt.'  absurdité  est  d'ailleurs  de  sa  nature  (ellemeiil 
sensible,  (inllMvhK''iis  avait,  au  eonlrain-.  fonde  ••« 
parti.'  sa  «LMiioiisIration  du  théorème  de»,  forces  vUe» 
surlexhlrn..    manifeste  d'une  telle  impossibilité    ^uoi 
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qu'il  en  soit,  ce  théorème  donne  une  idée  nette  de  la 
véritable  perfection  dynamique  d'une  machine,  en  la 
réduisant  à  utiliser  la  plus  grande  fraction  possible  de  la 
force  vive  du  moteur,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  généra- 
lement qu'en  s'efforçant  de  simplifier  le  mécanisme  au- 
tant que  le  comporte  la  nature  du  moteur.  On  conçoit, 
en  effet,  que  si  l'on  mesure,  comme  il  semble  naturel  de 
le  faire,  l'effet  dynamique  utile  d'un  moteur  en  un  temps 
donné  par  le  produit  du  poids  qu'il  peut  élever  et  de  la 
hauteur  à  laquelle  il  le  transporte,  cet  effet  équivaut  im- 
médiatement, d'après  les  lois  du  mouvement  vertical 
des  corps  pesants,  à  une  force  vive,  et  non  à  une  quan- 
tité de  mouvement.  Sous  ce  point  de  vue,  la  fameuse 
discussion  soulevée  par  Leibnitz  au  sujet  des  forces  vives, 
et  à  laquelle  prirent  part  tous  les  grands  géomètres  de 
cette  époque,  ne  doit  point  être  regardée  comme  aussi 
dépourvue  de  réalité  que  d'iVlembert  a  paru  le  croire. 
On  s'était  sans  doute  mépris  en  pensant  que  la  méca- 
nique rationnelle  était  intéressée  dans  cette  contestation, 
qui  ne  saurait,  en  effet,  selon  la  remarque  de  d'Alembert, 
exercer  sur  elle  la  moindre  influence  réelle.  Le  point  de 
vue  théorique  et  le  point  de  vue  pratique  n'avaient  pas 
été  assez  soigneusement  séparés  par  les  géomètres  qui 
suivirent  cette  discussion.  Mais,  sous  le  seul  point  de 
vue  de  la  mécanique  industrielle,  elle  n'en  avait  pas 
moins  une  véritable  importance.  Elle  pourrait  même 
être  utilement  reprise  aujourd'hui,  car  les  objections 
qui  ont  été  faites  contre  la  mesure  vulgaire  de  la  valeur 
dynamique  des  moteurs  méritent  d'être  prises  en  sé- 
rieuse    considération,    vu    qu'il    semble   en    effet  peu 
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rationnel  de  prendre  jumr  nnih'»  un  iiiouveineni  <|ui  n'»-»! 
point  uniforme. 

Mais,  quelque  décision  qu'twi  finisse  par  adnpior  sur 
cette  contestation  non  terminée,  rajjplicatioii  du  théo- 
rème des  forces  vives  ri'rri  runsorvera  pas  moins  loiile 
son  importance  pour  moiilrn-  sous  son  vrai  jour  la  des- 
tination réelle  des  machines,  en  prouvant  que  nécessai- 
rement elles  l'ont  perdre  en  vitesse  ou  en  lemps  ce 
qu'elles  font  g^agner  en  force,  ou  réciproquement,  <h»  l«dh* 
sorte  que  leur  utilité  consiste  essentiellement  à  échanger 
les  uns  dans  les  autres  les  divers  facteurs  de  l'effet  à 
produire,  sans  pouvoii-  jamais  l'aufcmenter  j)ar  elles- 
mêmes  dans  sa  totalité,  et  en  lui  faisant  constamment 
subir  au  contraire  une  inévitable  «Ijminution.  ordinai- 
rement très  notable.  Il  (.'st  douteux,  du  reste,  que  l'aj)- 
plication  de  ce  tliiVuème  puisse  à  aucune  époque  être 
poussée  beaucoup  j)lus  loin  cpie  les  irniications  générales 
de  ce  genre,  car  le  véritable  calcul  ^i  jtriori  de  l'effet 
précis  d'une  machiiu'  «pndcomjue  donnée  présente, 
comme  [iroblèine  de  (lvnaini(|ue,  uiu*  troj)  grande  rum- 
plication,  et  e.\ii:e  la  cnnnaissance  exacte  d'un  trop 
grand  nombre  de  relations  enc(ue  conipIMenient  incon- 
nues, pour  pouvoir  ètic  efficacement  leiilé  dans  la  plu 
part  des  cas  (i). 


(1)  La  viritable  théorie  propre  df  la  mécanique  lnilu«trirll««,  qui  uV»l 
nullement,  ainsi  qu'on  le  croit  Hoiiv.nl,   inif  m- 
/ihoronomie  cm    niécaniqtie   rationnelle,  l't  qui   p«.   :   ,  , 
.ridées  .•«)mi)ia.'mpiit  .iistiiict,  na  point  encore  tU  conçue.  Il  eo  r.l.  4 
cet   égard,    comme  de   toute  autre   tncnrf  ■' 
hilliiaili  11.-  possè.l.'   jn<.jui<i  que  quelque»  i  l 

lu  roiuarque   indiquée  dans  notre  «econde  Iccioo.  U  m^c-mqur  li.  • 

St 
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Le  mouvement  d'un  système  quelconque  présente  une 
autre  propriété  générale  très  remarquable,  quoique 
moins  importante,  soit  sous  le  rapport  analytique,  soit 
surtout  sous  le  rapport  physique,  que  celle  qui  vient 
d'être  examinée  :  c'est  la  propriété  exprimée  par  le 
célèbre  théorème  général  de  dynamique  auquel  Mau- 
pertuis  a  donné  la  dénomination  si  vicieuse  de  principe 
de  la  moindre  action. 

La  filiation  des  idées  au  sujet  de  cette  découverte 
remonte  à  une  époque  très  éloignée,  car  les  géomètres 
de  l'antiquité  avaient  déjà  fait  quelques  remarques 
qu'on  peut  concevoir  aujourd'hui  comme  équivalentes  à 


trielle,  abstraction  faite  de  la  formation  des  moteurs,  qui  dépend  de 
l'ensemble  de  nos  connaissances  sur  la  nature,  se  compose  de  deux- 
classes  de  recherches  très  différentes,  les  unes  dj'namiques,  les  autres 
géométriques.  Les  premières  ont  pour  objet  Ja  détermination  des  appa- 
reils les  plus  convenables,  afin  d'utiliser  autant  que  possible  les  forces 
motrices  données;  c'est-à-dire  d'obtenir  entre  la  force  vive  du  corps  à 
mouvoir  et  celle  du  moteur  le  rapport  le  plus  rapproché  de  l'unité,  eu 
ayant  égard  aux  modifications  exigées  dans  la  vitesse  par  la  destination 
connue  de  la  machine.  Quant  aux  autres,  ou  s'y  propose  de  changer  à 
volonté,  à  l'aide  d'un  mécanisme  convenable,  les  lignes  décrites  par  les 
points  d'application  des  forces.  En  un  mot,  le  mouvement  est  modifié, 
dans  les  unes,  quant  à  son  intensité;  dans  les  autres,  quant  à  sa  direc- 
tion. Les  premières  se  rapportent  à  une  doctrine  entièrement  neuve,  au 
sujet  de  laquelle  il  n'a  encore  été  produit  aucune  conception  directe  et 
vraiment  rationnelle.  11  en  est  à  peu  près  de  même  pour  les  autres,  qui 
dépendent  de  cette  géomctrie  de  situation  entrevue  par  Leibnitz,  mais 
qui  n'a  fait  jusqu'ici  presqu'aucun  progrès.  Je  ne  connais,  à  cet  égard, 
d'autre  travail  réel  qu'une  ingénieuse  considération  élémentaire  pré- 
sentée par  Monge,  et  qui,  quoique  simplement  empirique,  mérite  d'être 
notée  ici,  ne  fût-ce  que  pour  indiquer  la  véritable  nature  de  cet  ordre 
d'idées. 

•Monge  est  parti  de  cette  observation,  très  plausible,  en  effet,  que, 
dans  la  réalité,  les  mouvements  exécutés  par  les  machines  sont  ou  recti- 
lignes  ou  circulaires,  chacun  pouvant  être  d'ailleurs  ou  continu  ou 
alternatif.  11  a,  dès  lors,  envisagé  toute  machine  comme  destinée,  sous 
le  rapport   géométrique,  à  transformer  ces   divers  mouvements   élé- 
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la  vérification  de  ce  théorème  dans  le  cas  parliculier  le 
plus  simple.  Ptolémér,  m  rff..|,  observe  exprcssémt.nl. 
quant  à  la  loi  de  la  rfll..\inii  d,.  hi  lumière,  que.  par  ia 
nature  de  cette  loi.  la  luinii;re  m  se  rèllérliissanl  .se 
trouve  suivre  le  plus  court  elimiiu  possilil.»  pour  par- 
venir d'un  point  a  un  anli.-.  Lnisqur  I)rsrarte8  vi 
Snellius  eurent  découvrit  la  lui  réelle  de  la  réfrarliuii, 
Fermât  rechercha  si  on  ne  pourrait  point  v  arriver  à 
priori  d'après  quehjue  considération  analoj^'ue  à  la  re- 
marque de  Ptolémée.  Le  minimum  ne  pouvant  alors 
avoir  lieu  relativement  à  la  longueur  du  clirmin  par- 
couru, puis(jue  la  route  recti ligne  eût  été  possible  dans 
ce  cas,  Fermât  présuma  «)u*il  «xislerait  à  l'éganl  du 
temps.  Il  se  proposa  donc,  en  regardant  la  roul«*  dr  ia 
lumière  comme  crunposée  de  deux  droites  différiMilrs. 
séparées,  sous  un  angle  inconnu,  à  la  surfac»*  du  corps 
réfringr'iit,  qurllc  devait  élir  cett«*  direction  ndalivr  pour 
que  le  temps  cmplové  par  la  lumière  dans  son  Iraji'l  fût  !•• 
moindre  possibh',  <M  il  eut  h*  b<mh«*ur  d»*  InuiviT  d'apK*» 
cette  seule  considération  une  loi  dr  la  réfracli«»n  rxac- 
temrnt  confoiiiir  à  crlir  din'cloiuiMil  déiluilr  dfs  id>«»«'r- 
valions  par  Snellius  el  par  l)t'Si\irl«'>.  (Irllf  brib*  soliilion 


intMilaires  les  uns  diinî»  let»  aulrcx.  Cela   [><••;.'•,  «n  .'piiivirit   i.Mitr»   I.  • 

comhinaisous   «livorsrs  qu'iiii»»   telle  traii'*f<»rmali.»n  jM-f'      ' 

a   vu    rrsuIttT    iirc.'ssair.Miiriit    liix   *i-t'u'*  «lapiinn-il-» 

pruv.nl    ùlre   rantîées    toute»  le*   iuarhiii<'>«   romiu 

(|u'..u  iinajriu.'ia  phm  tanl.  Le?»  tableaux  rétullaiil  »l.  ■    • 

jMuviiil    .ioni-    être    eiivisa^'r»   n»muie    prejeiitaul  *u    ' 

luoyens   eiiipiiique!»   «le   résoudre,   «iaii-*  chaque   n  * 

la  transfonii.iliou  «lu  uiouvenieut.  en  .1;  •    ■  

rt'iis    propres    à   remplir   la    coii.lilioii    ,  q«>    !»»■ 

d'ailleurs  le  plus  d'avaulaRes. 


596  PHILOSOPHIE    POSITIVE 

est  d'ailleurs  éminemment  remarquable  dans  l'histoire 
générale  des  progrès  de  l'analyse  mathématique,  comme 
ayant  offert  à  Fermât  la  première  application  importante 
de  sa  célèbre  méthode  de  maxhnis  et  minimis,  qui  con- 
tient le  véritable  germe  primitif  du  calcul  différentiel. 

La  comparaison  de  la  remarque  de  Ptolémée  avec  le 
travail  de  Fermât  envisagé  sous  le  point  de  vue  dyna- 
mique devint  pour  Maupertuis  la  base  de  la  découverte 
du  théorème  que  nous  considérons.  Quoiqu'égaré,  bien 
plus  que  conduit,  par  de  vagues  considérations  méta- 
physiques sur  la  prétendue  économie  des  forces  dans  la 
nature,  il  finit  par  arriver  à  ce  résultat  important,  que  la 
trajectoire  d'un  corps  soumis  à  l'action  de  forces  quel- 
conques devait  nécessairement  être  telle,  que  l'intégrale 
du  produit  de  la  vitesse  du  mobile  par  l'élément  de  la 
courbe  décrite  fût  toujours  un  minimum,  relativement  à 
sa  valeur  dans  toute  autre  courbe.  Mais  Lagrange  est 
avec  justice  généralement  regardé  par  les  géomètres 
actuels  comme  le  véritable  fondateur  de  ce  théorème, 
non-seulement  pour  l'avoir  généralisé  autant  que  pos- 
sible, mais  surtout  pour  en  avoir  découvert  la  véritable 
démonstration  en  le  rattachant  aux  théories  dynamiques 
fondamentales,  et  en  le  dégageant  des  notions  confuses 
et  arbitraires  que  Maupertuis  avait  employées.  Il  ne 
subsiste  maintenant  d'autre  trace  du  travail  de  Mauper- 
tuis que  le  nom  qu'il  a  imposé  à  ce  théorème,  et  dont 
l'impropriété  est  universellement  reconnue,  quoique, 
pour  plus  de  brièveté,  on  ait  continué  à  s'en  servir.  Le 
théorème,  tel  qu'il  a  été  établi  par  Lagrange  relativement 
à  un  système  quelconque  de  corps,  consiste  en  ce  que, 
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quelles  que  soient  leurs  altraclinns  nkiproquos,  ou  leurs 
tendances  vers  des  centres  fixes,  les  trajocloires  décrilcH 
par  ces  corps  sont  toujours  telles  que  la  somme  dvs  pro- 
duits de  la  masse  de  chacuFi  d'eux,  et  de  rinlépralu  rela- 
tive à  sa  vitesse  multipliée  par  r«d«'ment  de  la  courlx' 
correspondante,  est  nécessainnu'iit  un  maximum  ou  un 
minimum,  cette  somme  étant  rlmdur  à  la  totalité  du 
système.  Il  ini|H>rtr'  d'ailleurs  d»-  remarquer  que  la  dé- 
monstration de  ce  Ihéorèmi'  p'-néral  étant  fondée  sur  le 
théorème  des  forces  vives,  il  est  inévilahlrmeul  assu- 
jeUi  aux  mêmes  limitations  que  celui-ci. 

Outre  la  belle  propriété  du  mouvement  contenue  dans 
cette  proposition  remanjuahle.  on  conçoit  que,  sous  le 
rapport  analyli(}iie,  «die  jieul  être  mvisapéc  comme  un 
nouveau  mo\en  de  f miner  les  équations  différeiitielIeH 
qui  doivent  coFiduire  à  la  dét«'rminatinn  de  cliatjue  mou- 
vement spécial.  Il  suffit,  en  effet.  c(uifnrniémenl  à  la  mé- 
thode générale  des  maxima  et  miinnin  fournie  par  Ir 
calcul   des  variations,  d'r'xiuiFuer  que  I  i  sniuuu*  précé- 
demment   indi(juée  esl   un   jtta.iimum  nu   un  inininniin 
(soit  absolu,  soit  redatif  suivant  les  cas),  en  rendant  sa 
variation     nulle      Laj^range    a    ex[»ressémenl     m<>ntn* 
comment,  d'après  cette  seule  cmisidération.  on  |»eul,  en 
p''néral,  reli-nuver  la  formule  fondanu'nlaie  de  la  dyna- 
fni(|ne.  .Mais,  qnelqu'iilile  que  puisse  êln»  en  certain»  ra.H 
ime  telle  in.niieie  de  pnM'éder,  il  ne  faut  point  s'e.\a>:érer 
son    importance;   car   nii    ne   doit    pas   perdre   de   vue 
«ju'idle  ne  fournil  par  ellr-niéme  aucune  inlé^'ralo  finie 
des  équations  du  inouveinent;  «die  »e  burne  tk»ulemenl  a 
établir   ces   é(|uati<»ns   «l'une  autre   mani^re.  qui    |>riil 
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quelquefois  être  plus  convenable.  Sous  ce  rapport,  le 
théorème  de  la  moindre  action  est  certainement  moins 
précieux  que  celui  des  forces  vives.  Quoi  qu'il  en  soit,  il 
convient  de  remarquer  ici  avec  Lagrange  que  l'ensemble 
de  ces  deux  théorèmes  peut  être  regardé,  en  thèse  géné- 
rale, comme  suffisant  pour  l'entière  détermination  du 
mouvement  d'un  corps. 

Le  théorème  de  la  moindre  action  a  aussi  été  présenté 
par  Lagrang-e  sous  une  autre  forme  générale,  spécia- 
lement destinée  à  rendre  plus  sensible  son  interprétation 
concrète.  En  effet,  l'élément  de  la  trajectoire  pouvant 
évidemment  être  remplacé  dans  l'énoncé  de  ce  théorème 
par  le  produit  équivalent  de  la  vitesse  et  de  l'élément  du 
temps,  le  théorème  consiste  alors  en  ce  que  chaque 
corps  du  système  décrit  constamment  une  courbe  telle 
que  la  somme  des  forces  vives  consommées  en  un  temps 
donné  pour  parvenir  d'une  position  à  une  autre  est  né- 
cessairement un  maximum  ou  un  minimum. 

L'histoire  philosophique  des  travaux  relatifs  au  théo- 
rème de  la  moindre  action  est  particulièrement  propre 
à  mettre  dans  tout  son  jour  l'insuffisance  complète  et  le 
vice  radical  des  considérations  métaphysiques  employées 
comme  moyens  de  découvertes  scientifiques.  On  ne  peut 
nier  sans  doute  que  le  principe  théologique  et  métaphy- 
sique des  causes  finales  n'ait  eu  ici  quelque  utilité,  en 
contribuant  dans  l'origine  à  éveiller  l'attention  des  géo- 
mètres sur  cette  importante  propriété  dynamique,  etmême 
en  leur  fournissant  à  cet  égard  quelques  indications  va- 
gues. L'esprit  de  ce  cours ,  tel  que  nous  l'avons  déj  à  expres- 
sément signalé,  et  tel  qu'il  se  développera  de  plus  en  plus 
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par  la  suit(>,  nous  prcsciil.ni  rffi-i,  ilr  n'^Mnlpr.i'ii  llii'w 
g-énérulo,  les  liypnllii-sos  llu'n|n^n(|ii('s  «'l  inrlapliysiques 
comme  ayant  élé  utiles  cl  uh-mc  nécessaires  aux  proerès 
réels  fie  riiilcllifrciicc  liuinaiiie,  en  snul<Mianl  son  acli- 
vite  aussi  lun^tcnips  <|u'a  dun'  l'rihsence  «le  ronroplions 
positives  d'uno  aénéralilé  sntïi^nnlr.  Mais,  alors  nn**me, 
les  nonil)nHi.\  inconvénients  t"on<l.iin<M»laux  iiiliéronls  ù 
une  telli'  manién'  de  pn)e('d(M'  vérifu'iil  elairem<*nt  quVIlo 
ne  peu!  élic  cnvisaiiéjMpic  cninin»'  provisoire.  l/«>\emplo 
aciiicl  cil  nlfic  mil'  preuve  scnsililc.  (!ar.  sans  rinln»- 
duclinn  (les  ((iii-^KJcralKin^  exactes  ri  réelles  fnn«lées  sur 
les  lois  générales  de  la  mécanique,  nn  dispulerail  eiiroro, 
ainsi  <jue  le  remanpie  Laf^'^rantfe  avec  tant  déraison,  sur 
ce  qu  il  faut  eiilemlre  j»ar  A/  ///  ninlrr  ai i n>n  de  la  iialuro, 
la  pi'eleiidue  eronninie  des  Inrers  ntusislaiil  tantôt  dans 
l'espace,  taiilôt  daii>  le  temps  et  le  pluN  souvent  n'élanl 
en  effet  ni  liin  ni  l'aiilie.  Il  est  d'ailleurs  évident  que 
celle  piopriclc  n'a  point  ce  caractère  absolu  qu'on  avai» 
d'abord  voulu  lui  iniposi'r.  puisqu'elle  éprouve  dauK  un 
grand  nombre  de  cas  des  restrictions  déteriuiné»-s.  MaÎA 
ce  (pii  rend  snilont  manifeste  le  vice  radical  de»  ronni- 
déralions  primilivcs.  c'est  que.  d'ajU'és  l'analyse  exarh* 
de  laciucslion  liailée  par  La-rauîre.  on  voit  que  l'inle- 
grale  ci-dessus  définie  n'csl  indleini'nl  assujettie  a  êln» 
nécessaircincnl  nn  iniunniim,  d  qu'elle  peut,  au  con- 
1,-aire,  élie  hnil  aussi  bien  un  imutmiim.  ronime  il 
arrive  elferl  in  e,„enl  en  rertams  cas,  le  vérilnlde  IIiih.- 
reme  gênerai  consi>lanl  sculcnieul  en  ce  que  la%arialion 
,1,.  relie  intégrale  esl  mille  :  que  devienl  alum  Vrronomie 
des  forces,  de  qucLpic  manière  qu'cui  pn«lenile  caradf- 
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riser  l'ac^eon?  L'insuffisance  et  même  l'erreur  de  l'argu- 
mentation de  Maupertuis  sont  dès  lors  pleinement  évi- 
dentes. Dans  cette  occasion,  comme  dans  toutes  celles 
où  il  a  pu  jusqu'ici  y  avoir  concours,  la  comparaison  a 
expressément  constaté  la  supériorité  immense  et  néces- 
saire de  la  philosophie  positive  sur  la  philosophie  théo- 
log-ique  et  métaphysique,  non-seulement  quant  à  la  jus- 
tesse et  à  la  précision  des  résultats  effectifs,  mais  même 
quant  à  l'étendue  des  conceptions  et  à  l'élévation  réelle 
du  point  de  vue  intellectuel. 

Pour  compléter  cette  énumération  raisonnée  des  pro- 
priétés générales  du  mouvement,  je  crois  devoir  enfin 
signaler  ici  une  dernière  proposition  fort  remarquable, 
qu'on  ne  place  point  ordinairement  dans  la  même  caté- 
gorie que  les  précédentes,  et  qui  mérite  cependant,  à  un 
aussi  haut  degré,  de  fixer  notre  attention,  soit  par  sa 
beauté  intrinsèque^  soit  surtout  par  l'importance  et 
l'étendue  de  ses  applications  aux  problèmes  dynamiques 
les  plus  difficiles.  Il  s'agit  du  célèbre  théorème  général 
découvert  par  Daniel  Bernouilli,  sur  la  coexistence  des 
petites  oscillations.  Voici  en  quoi  il  consiste. 

Nous  avons  vu,  en  commençant  cette  leçon^  qu'il 
existe,  pour  tout  système  de  forces,  une  situation  d'équi- 
libre stable^  celle  dans  laquelle  la  somme  des  forces 
vives  est  un  des  maximum,  suivant  la  loi  de  Maupertuis 
généralisée  par  Lagrange.  Quand  le  système  est  infi- 
niment peu  écarté  de  cette  situation  par  une  cause  quel- 
conque, il  tend  à  y  revenir,  en  faisant  autour  d'elle  une 
suite  d'oscillations  infiniment  petites,  graduellement 
diminuées   et  bientôt    détruites    par  la    résistance    du 
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milieu  et  les  frolUMiienls,  et  qu'on  |m«uI  assimiler  à 
celles  d'un  pendule  d'une  Inufrueur  ronvmaMe  soumis  à 
rinfluence  d'une  gravité  déterminer.  Mais  jdusi.'urs 
causes  différentes  peuvent  faire  simultanément  osciller 
le  système  de  diverses  manières  autour  de  la  position 
de  stabilité.  Cela  posé,  le  théorème  de  Daniel  Heniouilli 
consiste  en  ce  que  toutes  les  espèces  d'oscillations  infi- 
niment petites  produites  par  ces  diviTs  déranf::emenls 
simultanés,  quelle  que  soit  leur  nature,  no  f<int  sim- 
plement que  se  superposer,  en  coexistant  sans  se  nuire, 
chacune  d'elles  ayant  lieu  comme  si  elle  était  seule.  On 
conçoit  aisément  l'extrême  importance  de  r<'lte  belle 
proposition  pour  faciliter  {'('hiile  diiii  tel  ijenre  de  mou- 
vements, [)ui^(ju'il  suffit  d'aju'ès  cela  d'analyser  iso- 
lément chaque  sorte  d'oscillalions  produite  par  chaque 
perturbation  sé[)arée.  Celte  décomposition  est  surtout 
de  la  |)lus  grande  utilité  dans  les  recherches  relatives  au 
mouvement  des  lluides,  où  un  tel  ordu'  de  considérations 
se  présente  presque  constammeiil.  Miis  la  propriété 
découverte  par  Daiii»!  Uernouilli  n'est  pas  moins  iiilé- 
ressante  sous  le  rapport  physique  que  sous  le  jioint  de 
vue  logique.  En  effet,  envisagée  comme  une  loi  de  la 
nature,  elle  explifpie  directement,  de  la  manière  la  jdu.H 
satisfaisant.',  une  fouir  «h'  faits  divers,  que  l'observalioii 
avait  depuis  longtem|)s  ronslalé>.  .«l  qu'on  rlierchail 
vainement  à  concevoir  jusqu'alors.  Telle  oui,  par 
exemple,  la  coexistence  des  oniles  produites  à  la  »ur- 
face  d'un  liqui.lr.  lorsipi'.dle  »o  trouve  agiléo  à  U  fui* 
en  plusieurs  p..iiils  différents  par  diverno»  cauM»»  quel- 
conques. Tellr  est.  surtout,  daus  l'acouftliquo,  la  ftiiiiul- 
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tailéité  des  sons  distincts  produits  par  divers  ébran- 
lements de  l'air.  Cette  coexistence,  qui  a  lieu  sans  confu- 
sion entre  les  différentes  ondes  sonores,  avait  évi- 
demment été  souvent  observée,  puisqu'elle  est  une  des 
bases  essentielles  du  mécanisme  de  noire  audition; 
mais  elle  paraissait  inexplicable  ;  on  n'y  voit  plus  main- 
tenant qu'une  conséquence  immédiate  du  beau  théorème 
de  Daniel  Bernouilli. 

En  considérant  ce  théorème  sous  le  point  de  vue  le 
plus  philosophique,  on  ne  le  trouve  peut-être  pas  moins 
remarquable  par  la  manière  dont  il  résulte  des  équations 
générales  du  mouvement  que  par  son  importance  analy- 
tique ou  physique.  En  effet,  cette  coexistence  des  divers 
ordres  d'oscillations  infiniment  petites  d'un  système 
quelconque,  autour  de  sa  situation  de  stabilité,  a  lieu 
parce  que  l'équation  différentielle  qui  exprime  la  loi  de 
l'un  quelconque  de  ces  mouvements  se  trouve  être  li- 
néaire^ et  conséquemment  de  la  classe  de  celles  dont 
l'intégrale  générale  est  nécessairement  la  simple  somme 
d'un  certain  nombre  d'intégrales  particulières.  Ainsi, 
sous  le  rapport  analytique,  la  superposition  des  divers 
mouvements  oscillatoires  a  pour  cause  l'espèce  de  su- 
perposition qui  s'établit  alors  entre  les  différentes  inté- 
grales correspondantes.  Cette  importante  corrélation  est 
certainement,  comme  l'observe  avec  raison  Laplace,  un 
des  plus  beaux  exemples  de  cette  harmonie  nécessaire 
entre  l'abstrait  et  le  concret,  dont  la  philosophie  mathé- 
matique nous  a  offert  tant  de  vérifications  admirables. 

Telles  sont  les  principales  considérations  philosophi- 
ques relatives  aux  différents  théorèmes  généraux  décou- 
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verts  ju.s<jui(  i  dans   la    nu'caiiiiiu»'.  ralionnrlK»,  el  qui 
tous  dérivent,  comme  de  simph's  déductions  analvtii|iie8 
plus  ou   moins    éloignées,    di-s  l(ds  f<Midani»Milal»»s  du 
muuvrmont  sur  l<'squ<dles  repose  le  svsli»me  onlier  de 
la  srienre  plioronomiijUf.    I/f-xanicn  snminaire  de  ces 
théorèmes,  doni  rensemhie  constitue  un  des  monuments 
les  plus  imposants  de  l'activité  do  l'intidliL'^iMirr humaine 
convenahlement  dirig'ée,  <'lait  indisponsahh»  pour  achever 
de  déterminer  h'  caraclèn»  pliilosophiqu»'  de  la  scionciMle 
l'éfjuilihre   et   du  mouvement,  déjà  suffisammenl  lrac«» 
dans  les  leçons  précédentes,   à  IT-irard  de  la  un'thode. 
Nous  [)ouvons  donc  maintenant  nous  ff»rmer  nellemenl 
iirir  idée  iré'ué'i'ale  de   la  natuie  jrnpre  de  celle  seconde 
hi-aiirlit' (le  la  FnallH'inaliijiic  concrète,  ce  qui  «levait  «'Ire 
le  seul  ohjel  essentiel  d«'  ii<»li''  li.n.iil  ;i  ce  «^uiet. 

Je  me  suis  efforcé,  dans  ce  V(dnine.  th*  faire  senlir, 
autant  qu'il  a  été  en  mon  [)ouvoir.  en  quoi  consisle  réel- 
lement la  pliiloscqdiir  mathéniatique,  snil  quanl  à  »c* 
conceptions  abstraites,  soit  <|uanl  à  ses  divers  nrdre»  de 
considérations  concrètes,  soit  enfin  quant  à  la  corréla- 
tion intime    et  permanente  qui   existe    nécessairemeni 
entre  les  unes  el  les  autres.  Je  rebelle  vivement  que  le* 
limites  dans  lesjiuelles  j'ai  dû  me  renfermer,  vu  la  de»- 
tinatii.n  de  et  oiivra-e,  ne  m'aient  point  permis  dr  fain» 
passer,  autant  que  je  laurais  désiré,  dans  IVspril  du 
ircL-Mi-  mon  seiilimenl  prnfnnd  de  la  nature  de  relie  im- 
mense et  admirable  .science,  qui,   hase  uécesî*uire  d.-  U 
philosophie    positive  tout  .'ntière,  conslilue  d'ailleurs 
évidemment,  eut  Ile-même,  h'  témoi^-naL-e  le  plus  irrc- 
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cusable  de  la  portée  du  génie  humain.  Mais  j'espère  que 
les  penseurs  qui  n'ont  pas  le  malheur  d'être  entièrement 
étrangers  à  cette  science  fondamentale  pourront,  d'après 
les  réflexions  que  j'ai  indiquées,  parvenir  à  en  concevoir 
nettement  le  véritable  caractère  philosophique. 

Pour  présenter  un  aperçu  vraiment  complet  de  la  phi- 
losophie mathématique  dans  son  état  actuel,  j'ai  indiqué 
d'avance  (voyez  la  3^  Leçon)  qu'il  me  reste  encore  à  con- 
sidérer une  troisième  branche  de  la  mathématique  con- 
crète, celle  qui  consiste  dans  l'application  de  l'analyse 
à  l'étude  des  phénomènes  thermologiques,  dernière 
grande  conquête  de  l'esprit  humain,  due  à  l'illustre  ami 
dont  je  déplore  la  perte  récente,  l'immortel  Fourier,  qui 
vient  de  laisser  dans  le  monde  savant  une  si  profonde  la- 
cune, longtemps  destinée  à  être  de  jour  en  jour  plus 
fortement  sentie.  Mais,  afin  de  ne  m'écarter  que  le  moins 
possible  des  habitudes  encore  universellement  adoptées, 
j'ai  annoncé  que  je  croyais  devoir  ajourner  cet  impor- 
tant examen  jusqu'à  ce  que  l'ordre  naturel  des  considé- 
rations exposées  dans  cet  ouvrage  nous  ait  conduits  à  la 
partie  de  la  physique  qui  traite  de  la  thermologie.  Quoi- 
qu'une telle  transposition  ne  soit  point  véritablement  ra- 
tionnelle, il  n'en  saurait  résulter  cependant  qu'un  incon- 
vénient secondaire,  l'appréciation  philosophique  que  je 
présenterai  ayant  d'ailleurs  exactement  le  môme  carac- 
tère que  si  elle  eût  été  placée  à  son  véritable  rang 
logique. 

Considérant  donc  maintenant  la  philosophie  mathé- 
matirjue  comme  complètement  caractérisée,  nous  devons 
procéder  à  l'examen  de  son  application  plus  ou  moins 
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pailailc  a  l  cUkIc  ilrs  divors  uniros  ili«  pliéiioiiuMics natu- 
rels suivanl  Inii  iU'iin'  ii(>  simplirih*.  a|i|ilirulioii  4|iii. 
|Kii  ('ll«'-ni(Miie,  osl  (railleurs  rvi«l««niiiHMil  (irnprc  à  jclor 
un  nouvcjiu  jmir  sur  l.-s  vrais  principes  de  celle  pliiln- 
snphie,  et  sans  laipu'IK-,  en  effel,  ils  ne  sauraient  etri? 
convcnaljlenienl  appréciés.  Tel  sera  l'nlijel  du  vnlunie 
suivant,  en  ncnis  cnnfurnianl  à  r«)rilr.'  encvcinpéiliipie 
riguureusenienl  (l<''lerniiné  dans  la  seconde  Icçtin,  «rapre> 
la  nature  spéciale  de  cluu  une  ih'S  classes  principales  de 
phénomènes (jue  nnns avons élahlies.  et,  parconséqiienl. 
on  roniniençaid  [)ar  les  phénoniènes  astronnniiipies  à 
l'étude  a[)profondie  desjpnds  la  srience  nialliéni.ititpn- 
esl  éniineninieid  deslinée. 
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